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Calculs de sommes et de produits

Questions de cours.

1. Enoncer et démontrer le théoréme de récurrence. On utilisera le fait que toute partie non vide de N
admet un plus petit élément.

2. Enoncer et démontrer la propriété qui exprime le fait qu’“une relation d’équivalence induit une par-
tition”.

3. Poura € R et n € N, que vaut Y}_oa* (attention a la valeur de a!) ? Le démontrer.

1 Logique et ensembles

Exercice 1.1 (Lois de Morgan, x). Soit E un ensemble et A, B C E. Montrer que :
1. E\(AUB) = (E\A)N (E\B) 2. E\(ANnB) = (E\A) U (E\B).

Exercice 1.2 (x). Soit X un ensemble. Pour f : X — X, on définit f™ par récurrence en posant f° = idy
etVn €N, frtl = fo fm.

1. Montrer que ¥n € N, frtl = fro f.

2. Si f est bijective, montrer que ¥n € N, (f~1)" = ().
Exercice 1.3 (Inégalité de Bernoulli, ).

1. Montrer (de deux maniéres différentes) que Ya € |—1, 400, Vn € N\{0,1}, (1+a)” > 1+ na.
2. FEtudier les cas d’égalité.

Exercice 1.4 (x). On définit la suite de Fibonacci (Fy,), ey par 1 = Fo =1 etVn €N, Fy0 = Fyp1 + Fy.

Montrer que :
" (n—k
v N, F,i1 = .

Exercice 1.5 (). Soit ACN* tq (i) 1€ A, (ii)VheN" ne A= 2n€ A et (ili) Vn e N*, n+ 1 €
A= neA.

1. Montrer que Vm € N, 2™ € A.

2. Montrer que A = N*.

Exercice 1.6 (Inégalité arithmético-géométrique, x). On cherche a montrer que :

n 1/n n
Vn e N, V(z1,...,2,) € (R})", (H ask) < Zxk
k=1 k=1
1. Démontrer l'inégalité dans le cas n = 2 et étudier les cas d’égalité.

2. En utilisant le résultat de exercice 1.5, démontrer l’inégalité dans le cas général.

3. Etudier les cas d’égalité.

2 Relations et applications

Exercice 2.1 (x). Soit f : E— F et g: F — G deux applications. Montrer que :

1. (go f injective et f surjective) = g injective.

2. (go f surjective et g injective) = f surjective.
Exercice 2.2 (x). Soit E un ensemble et f : E — E une application. Une partie X C E est dite f-stable
lorsque f(X) C X.

1. Montrer que &, E et f(E) sont des parties f-stables.



2. Montrer que si X C E est f-stable, alors f(X) aussi.
3. Montrer que si X C E est f-stable, alors f~'(X) aussi.

Exercice 2.3 (x). Soit f: E — F une application. On définit une relation Ry sur E par :

V(z,y) € E?, aRyy <= f(z) = f(y).

1. Montrer que Ry est d’équivalence.

2. Caractériser l'injectivité de f en fonction des classes d’équivalence de Ry.

Exercice 2.4 (). Soit E un ensemble, A, B C E. On définit :

[P(E) — P(A) x P(B)
I X+— (XNAXNB)

Donner une CNS sur A et B pour que f soit injective (resp. surjective).

Exercice 2.5 (x). Soit f: E — F.
1. Si (Bj);; est une partition de F, montrer que (f~1 (B;)),.; est une partition de E.

2. Donmer un exemple ou f est surjective, (A;);c; est une partition de E, mais (f (A;));c; n'est pas une
partition de F.

Exercice 2.6 (x). On considére :

[0,1] — [0, 1]

{x stxeQ.
T —

11—z sinon
f est-elle injective ? Surjective ? Bijective ?

Exercice 2.7 (Fonctions indicatrices, x). Soit E un ensemble. Pour A C E, on définit la fonction indicatrice
de A par :

E — {0,1}
14: 1 sizeA.
T +—
0 sinon

1. Soit A,B C E. Montrer que A= B <= 1,4 = 15.

2. Ezprimer 1g\a, 1anp, Laup (et Lanp) en fonction de 14 et 1p.

G
Exercice 2.8 (). Soit E, F, G trois ensembles. Montrer que les ensembles (EF) et EF*G sont en bijection.
Exercice 2.9 (Théoreme de Cantor, x). Soit E un ensemble. Montrer qu’il n’existe pas de surjection
E —P(E).
3 Calculs de sommes et de produits

Exercice 3.1 (x). Calculer les sommes suivantes :
1.2 k(k+1) 2. 30 k(K2 +1) 3. Y p—1(k—2)(k+3).

Exercice 3.2 (x). Calculer les sommes suivantes :
1. Yo Y fogs? 2. 305 Z;ﬁ 25 3. Yicicj<n 4T 4. Yocivjen(i +7)
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