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Questions de cours.
1. Enoncer et démontrer linégalité de Cauchy-Schwarz pour les intégrales, avec les cas d’égalité.
2. Enoncer et démontrer la formule de Taylor avec reste intégral.

3. Enoncer et démontrer inégalité de Taylor-Lagrange.

1 Intégrales sur un segment

Exercice 1.1 (). Calculer les intégrales suivantes :
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Exercice 1.2 (). Démontrer que :
1 ™ N
VO € R[X], / Q= —2'/ Q () ¢ ao.
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Exercice 1.3 (x). Etudier la suite de terme général S p_ ———A——.

(ntk+1)(ntk)
Exercice 1.4 (x). Soit f:[0,1] = R continue t.q. fol f = 3. Montrer que f admet un point fize.

Exercice 1.5 (x). On five a < b deux réels. Donner une CNS sur f € C°([a,b],C) pour que :
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Exercice 1.6 (x). Soit f € C°([0,1],R). On suppose que pour toute application g € C?([0,1],R) vérifiant
g9(0) =g(1) =0, f01 fg=0. Montrer que f = 0.

Exercice 1.7 (Polytechnique ’17, ). Soit a < b des réels. Montrer que :

Ve >0, 3C >0, Vf € C* ([a,D],C), Vz € [a,b],
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2 Développements limités

Exercice 2.1 (x). Donner un développement limité en le point et a l’ordre indiqués des fonctions suivantes :
1. tanz, en 0, a lordre o (x°).
. e®In(l+z), en 0, @ lordre o (z%).

. In(1—sinz), en 0, a l'ordre o (x%).

LB en 1, a Uordre o ((x —1)3).

.27 — 22 en 2, a Lordre o ((x — 2)3).

2
3
4. arctan (e”), en 0, a lordre o (3).
5
6
7

VB3t +1—Va2—xz—1, en 400, dl’ordreo(l).
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Exercice 2.2 (x). Pour n € N*, on définit f, : © € R — (e* — 1)". Calculer fék) (0) pour 0 < k < n.

Exercice 2.3 (Principe des zéros isolés, *).

1. Soit g : R — R une fonction C® et a € R un zéro de g d’ordre fini (i.e. g(a) =0 et Ip € N, g\P)(a) #
0). Montrer que a est un zéro isolé, i.e. il existe un n > 0 t.q. g ne s’annule en aucun point de

Ja—n,a+n[\{a}.



2. On consideére :
1 .
exp | —=% stx >0
firxeR— p( ‘”2) .
0 stz <0

a. Tracer (sommairement) la courbe représentative de f.

b. Montrer que pour tout n € N, il existe une fonction polynomiale P, : R — R et un a,, € N t.q.

P (z)

Tn

vz e R, fM(2) = f(x).

c. En déduire que f est C*° sur R.
d. Que peut-on dire de la série de Taylor de f en 0 ?

3. Etudier la réciproque du 1..

Exercice 2.4 (x). Soit f:x € R+ z +sinzx.
1. Montrer que f : R — R est une bijection.

2. Donner le développement limité a l’ordre o (m5) de f~1 en 0.

Exercice 2.5 (x). On définit une suite (up), oy par ug € R et ¥n € N, upq1 = sinuy,.
1. Montrer que (uy), oy converge vers une limite que ['on précisera.
2. Trouver un v € R t.q. la suite (u)q —u}),  converge.

3. Utiliser le théoréme de Cesaro pour en déduire un équivalent de (up),cy-

Exercice 2.6 (x). Soit f : R — R de classe C>. On suppose que lim, o f = lim, o f = 0.
1. A Uaide d’une formule de Taylor, majorer f' a Uaide de f et f.
2. Montrer que lim o f' = 0.

3. Trouver des contre-exemples en supprimant ’hypothése lim o f = 0 ou lim o f” = 0.

Exercice 2.7 (Mines '01, *).
1. Pour tout n € N, justifier l’existence d’un unique x, € R t.q. x,, + e = n.
2. Déterminer la limite puis un équivalent de (T5),cy-

3. Former un développement asymptotique a deux voire trois termes de (Tn),cn-
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