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Questions de cours.
1. Montrer que le produit matriciel est associatif.
2. On note (Eij)lgz‘,jgn

3. Pour toutes matrices A, B € M, (K), calculer {AB) en fonction de 'A et 'B.

la base canonique de M, (K). Calculer E;;Eyy pour tous 1 <1, j, k, £ < n.

1 Matrices

1 1
Exercice 1.1 (x). Soit A= |0 1|. Calculer A™ pour n € Z.
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1
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2 j
Exercice 1.2 (x). Onpose M = | j —j 1 ol j = exp (Z%ﬁ)

1. Caleuler (M — I3)>.
2. En déduire M"™ pour n € N.

Exercice 1.3 (x). On note E = {(a +bb b b) , (a,0) € KQ}.
_ a—

Montrer que E est un sous-espace vectoriel de My (K).
Montrer que E est un sous-anneau de My (K).

Montrer que l'anneau E est commutatif.
Montrer que VM € ENGLy(K), M~ € E.

L

Exercice 1.4 (Matrices magiques, x). Soit n € N*. Une matrice M € M, (K) est dite magique s’il existe
oceKtgq.

n n
Vie{l,...,n},) Mj=c et vief{l,....,n}, Y M;;=o.
=1 =1

On note alors s(M) = 0. On note de plus M 'ensemble des matrices magiques.

1. Montrer que 9 est une sous-algébre de M, (K) et que s : M — K est un morphisme d’algébres.

2. Si M € M N GL,(K), montrer que M—* € 9.
Pour M € M, (K), on note ¢p; l'endomorphisme de K" canoniquement associé a M. On note de plus
H={zxeK" 1+ - 4+x,=0} et D= Vect ((1,...,1)) C K".

3. Montrer que M € M ssi H et D sont stables par ¢,y .

4. En déduire dim 9.
Exercice 1.5 (Un peu de réduction, ). Pour M € M, (K), on appelle idéal annulateur de M [’ensemble
Iu ={P €K[X], P(M)=0}.

1. Justifier que Jpr est un idéal de K[X].

1 0 0 O 1 1 0 0

Soit A=Y PO O ey myees= |1 0 Y emym),
00 11 00 11
0 0 01 0 0 01

2. Déterminer Ja et Jp.
3. Montrer que A et B ne sont pas semblables.

4. Montrer que de maniére générale, si M € M, (K), alors il existe p € K[X]| t.q. Jnr = pK[X].



2 Dimension finie

Exercice 2.1 (x). Soit E un K-espace vectoriel muni d’une base e = (ey,...,e,). Pouri € {1,...,n}, on
pose g; = e1 + -+ e;.

1. Montrer que € = (€1,...,&,) est une base de E.

2. Exprimer les composantes d’un vecteur dans la base € en fonction de ses composantes dans e.

Exercice 2.2 (x). Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie. Soit f € L(E). Montrer I’équivalence
des assertions suivantes :

(i) Ker f =1Im f.
(i) dim E =2rg f et f2 =0.
Exercice 2.3 (Lemmes de factorisation, x). Soit E, F,G des K-espaces vectoriels de dimension finie. Soit
feL(EF).
1. Soitu € L(E,G). Montrer que Keru C Ker f <= 39 € L(G,F), f =gou.
2. Soit u € L(G,F). Montrer que Imu D Im f < g € L(F,G), f =uog.

Exercice 2.4 (Images et noyaux itérés, x). Soit E un K-espace vectoriel de dimension n et u € L(E).

1. Montrer que la suite (ImuP), décroit et que la suite (KeruP),cy croit (pour Uinclusion).

2. Montrer qu’il existe pyg € N t.q. Vp = pg, ImuP = Im uPo.
3. On suppose que pg est choisi minimal. Montrer que (Ker up)peN stationne a partir de pg et pas avant.
4. Montrer que E = Ker u?° @ Im uP°.

Exercice 2.5 (TPE '87, x). Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie. Soit f € L(E). On définit :

_ L(E) — L(E)
| gr—fog

Déterminer le rang de ¢.

Exercice 2.6 (). Soit E un K-espace vectoriel de dimension n.
1. Siu € L(E) est nilpotent, montrer que u™ = 0.
2. Siui,...,u, sontn endomorphismes nilpotents commutant deuz a deuzx, montrer que ui0---ou, = 0.

3. Soit I un intervalle non trivial de R. Existe-t-il un endomorphisme u de ’espace C* (I,R) dont le
carré pour la composition vaut la dérivation ?
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