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Questions de cours.

1. Soit (up),cn €t (Vn),cn deuz suites convergeant vers des limites réelles respectives oo €t Voo. Montrer

que UpVp — UooVoo -
n—-+00

2. Enoncer et démontrer le théoréme de la limite monotone.

3. Enoncer et démontrer le théoréme des suites adjacentes.

1 Suites numériques

Exercice 1.1 (x). Montrer que la suite (sinn), .y diverge.
Exercice 1.2 (Moyenne arithmético-géométrique, *).
1. Montrer que ¥(a,b) € (Ry)?, 2v/ab < a +b.
On définit deux suites de réels positifs (un),cn €t (Vn),en POT U0 = a, vo = b et :

1
Vn € N, Upi1 = /Uuntn €t vyl = 3 (Up, + vp) -

2. Montrer que, pour tout n € N*, uy < vp, Up < Upt1 € Unt1 < Up.

3. Montrer que (un),cy €t (Vn)pen convergent vers une méme limite, appelée moyenne arithmético-
géométrique de a et b et notée M(a,b).

4. Calculer M(a,a) et M(a,0) pour a € Ry.
5. Exprimer M (Aa, \b) en fonction de M(a,b) pour (a,b) € (R4)? et A € Ry.

Exercice 1.3 (Théoreme de Cesaro, x). Soit (up), oy une suite réelle. Pour n € N, on pose :

1 n
n—l—lZUk'

k=0

Cp =

1. Siu, —— £ € R, montrer que ¢, —— £.
n—-+4o0o n—-+4o0o

2. On souhaite étudier la réciproque. On suppose donc que cy, —+> leR.
n—-+0oo
a. Donner un exemple montrant que (un)neN n’est pas nécessairement convergeante.

b. En supposant de plus (u,),cy monotone, montrer que u, ———— £.
n—+oo

Soit maintenant (o), oy une suite de réels positifs avec ag > 0. On définit :
. D k—0 U
n = ———————.
D k=0 Ok

3. Donner une CNS sur la suite (au,),cy pour que, pour toute suite (un), oy convergeant vers £ € R, la
suite (Cn) ey converge vers L.

Exercice 1.4 (Suites de Cauchy, x). Une suite réelle (uy), oy est dite de Cauchy lorsque :
Ve >0,dN €N, Vp,g > N, |up —uy| <e.

1. Montrer que toute suite convergeante est de Cauchy.

2. On se donne (up), oy une suite de Cauchy. Le but est de montrer que (un),cy converge.
a. Montrer que (uy),cy est bornée.
b. Etudier les suites (ap) e €t (Bp) ey définies par ap = infrzpun et By = sup,,s), tn.

c. Conclure.



Exercice 1.5 (x). Pour n € N*, on définit g, : v € R}, — nxlnz — 1.
1. Pour n € N*, montrer qu’il existe un unique 7, € R* t.q. g,, (mn) = 0.
2. La suite (mp)nen+ converge-t-elle ¢ Si oui, quelle est sa limite ?

3. On note £ = limy,_, 4 oo 7. Déterminer lim,_, o n (7, — £).

Exercice 1.6 (x). Pour n € N*, on définit f,:x € Ry — 2" 42" + 22 — 1.
1. Pour n € N*, montrer qu’il existe un unique u, € Ry t.q. fn (up) =0.

2. Etudier la suite (Un ) nen+-
Exercice 1.7 (x). Etudier la suite (2,),,cy définie par zo € C et Vn € N, zp41 = & (2, + |2]).-

Exercice 1.8 (x). Soil (up),cy définie par ug =1 et ¥n € N, upy1 = uy + ﬁ
1. Montrer que (un)nen diverge.

2. M Un 51,
ontrer que N T i——

Exercice 1.9 (x). Soit (ryn),cy € QY. On suppose que r, ——— ¢ € R\Q et on note r, = B2, avec
n—+o0o an
(Pn,Gn) € Z x N* et py, A qq = 1 pour n € N. Montrer que g, e +00.
n o

Exercice 1.10 (x). Soit (un), ey €t (Vn), ey deur suites d’éléments de [0, 1]. On suppose que upvy, — 1.
n—-+0o0

Montrer que up, — 1 et v, — 1.
n—+400 n—400

n

Exercice 1.11 (%). Soit f : N* — N* une bijection. Montrer que si la suite (M) - COTVETgE vers e R,
n *

alors ¥ = 1.

Exercice 1.12 (x). Soit (un),cy une suite réelle bornée. On note :

limsupu, = lim |supu, | = inf | supu, | .
n—+00 P40 \n>p PEN \ n>p

1. Montrer que limsup,,_, |, un est la plus grande valeur d’adhérence de (uy), - Proposer une défini-
tion analogue de liminf, . u, de telle sorte que liminf,,_, o uy soit la plus petite valeur d’adhé-
rence de (Un),cn-

2. Pour { € R, montrer que { = limsup,, ., uy ssi pour tout a > ¢, 'ensemble {n € N, u, > a} est
fini et pour tout a < ¢, l’ensemble {n € N, u, > a} est infini.

Exercice 1.13 (x). Soit a € R.. Déterminer si elle existe la limite de la suite (La”J 1/n) N+
n *

Exercice 1.14 (). Pour n € N*, on appelle uy, le dernier chiffre de ’écriture en base 10 de n™. Montrer
que la suite (up)nen+ est périodique et donner une période de (Up)nen+-

Exercice 1.15 (Centrale '16, x). Pour n € N*, on note P, : x € Ry — Y7 %

1. Pour n € N*, montrer qu’il existe un unique x,, € Ry t.q. P, (zy) = 1.
2. Etudier (Zn) pens -
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