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I Fondements et techniques de base

I.1 Complexes

Exercice 1.1.1 (x). Pour quelles valeurs de n € N a-t-on (1+1)" e R ?
Indications. Penser a la forme exponentielle.

Exercice 1.1.2 (). Soit n € N*. On considére un point M d’affize z tel que nz™ = 1+ -+ + 2" L.
Le point M est-il a Uintérieur du disque unité ?
Exercice 1.1.3 ().
1. Ecrire sous forme algébrique :
a. (%)15 b. (14+5)°+(1 +j2)3, avec j = exp (21,%>
2. Ecrire sous forme exponentielle :

a ()" bors e

Indications. Réponses :

15 , 3 o3 )
La () == b (1+5)°+(1+2)"=-2

(2

=\ 2018 i Bim ) . 0
2. a. <V‘§f’) = 2100975 b.1+¢e" = 2cos <0> e'z.

1+ 2

Exercice 1.1.4 (x). Soit (z,2') € C2. Donner une CNS pour que ||z| — |2'|| = |z — #'|.

Exercice 1.1.5 (x). On pose u = 1\/2 — /2 —i\/2+ /2. Calculer u*. En déduire |u| et un argument

de u.

Exercice I.1.6 (xx). Déterminer les z € C\ {—i} t.q. =L € R.

Exercice 1.1.7 (x%). On note H ={z € C, J(z) >0} et D ={z € C, |2| < 1}. On définit :

C\{-i} —C H—D
g: z—1 et f: z—1i -
Z - Z -

zZ+1 Z+1

1. f et g sont-elles bien définies ?
2. a. Tout complexe admet-il un antécédent par g ?
b. Deux complexes distincts peuvent-ils avoir la méme image par g ?

3. Mémes questions avec f.

Exercice 1.1.8 (x%). On fire a € R et n € N*. Résoudre dans C [’équation :

(z—l)” <z+1)”
+ = 2cosa.
z4+1 z—1

Indications. Poser Z = <;1>”

Exercice 1.1.9 (x%). Déterminer l’ensemble E des complexes z t.q. les points d’affizes i, z et iz sont
alignés.
Exercice 1.1.10 (x*). Soit z € C.

1. Donner une CNS sur z pour que 1, z et 2> soient alignés.

2. Donner une CNS sur z pour que 1, z et (z + i) soient les affizes des sommets d’un triangle
dont le cercle circonscrit a pour centre [’origine du repére.



Exercice 1.1.11 (x*). Soit z € C. Donner une CNS sur z pour que l’orthocentre du triangle dont les
sommets ont pour affizes z, 2> et 2> soit lorigine.

Indications. Réponse : L'orthocentre est lorigine ssi 1t (2) = 7 (27).

Exercice 1.1.12 (Droite d’Euler, x*). On considére trois points (non alignés) A, B,C dans le plan,
d’affizes respectives a,b,c. Le centre de gravité G du triangle (ABC) est l'unique point vérifiant :

GA+GB+GC =o.

1. Montrer que G est bien défini et exprimer son affize en fonction de a,b,c.

On appelle hauteur issue de A (resp. B, C') la droite passant par A (resp. B, C) et orthogonale d la
droite (BC) (resp. (AC), (AB)).
2. §i M est un point du plan d’affive z, donner une CNS sur z pour que M appartienne a la
hauteur issue de A

On appelle centre du cercle circonscrit de (ABC) l'unique point Q vérifiant AQ = BQ = CQ.
3. Montrer que € est bien défini.

4. Montrer que les trois hauteurs de (ABC) s’intersectent en un point H, appelé orthocentre de
(ABC), et vérifiant (TH) = 3@. En particulier, Q, H et G sont alignés.

Exercice 1.1.13 (x%). Soit n € Nso. Déterminer les complezes z t.q. (z +1)" = (z — i)™
Indications. On a (= +i)" = (2 — )" ssi =5 € U,,.
Exercice 1.1.14 (xx). Soit z € C avec |z| < 1. Montrer que R (2% + 4z +3) > 0.
Indications. Ecrire z sous forme exponenticlle et se rappeler des formules de trigonométrie..
Exercice 1.1.15 (x*).

1. En considérant les racines cinquiémes de (—1), montrer que 2 cos (%) + 2cos (3?”) —1=0.

2. En déduire la valeur de cos (%)

Indications.
2. Noter que (7%) est racine de 8 X3 — 4X — 1. On obtient finalement cos (

.;ﬂ

B

): I+Jrv

Exercice 1.1.16 (xx). Pourn € N*, on note respectivement ¢, et A,, le périmétre et l’aire du polygone
régulier dont les sommets sont les racines n-iemes de l’unité.

1. Donner une expression simple de £, et A,,.

2. Déterminer limy,_ o0 £y et limy, 1o Ay,

Indications.
Aponses © £ — 9ngin (F A — Dgin (2T
1. Réponses : £, = 2nsin (”) et A, = 5 Sin ( . )
sin -1

2. Utiliser limg o =

Exercice 1.1.17 (xx). Soit ¢ € C et n € N*. Donner une CNS pour que l’équation (1+iz)" =
q (1 —iz)" ait une solution réelle.

Indications. Montrer d’abord qu’il existe toujours p € C t.q. p" = q.

Exercice 1.1.18 (x x x). Décrire l’ensemble {z € C, IN € R, 22 — Az +1=0}.

C—C
2 22442

1. Calculer Zz;ll exp (z k”) et en déduire Zz;ll cos (k”)

Exercice 1.1.19 (x x %). Soit n € N>o. On pose P, : o -

n n
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2. Déterminer toutes les racines de P,,.
3. En déduire une factorisation de P,.
4. En considérant P,(1), en déduire [[}Z1 sin <’2%r)
5. En utilisant le coefficient de 2*"~1 de P, retrouver le résultat du 1..
Indications.
oD () 2. 22
3. Ecrire P,(z) = = =L

4. Dans l'expression factorisée de P, (1), regrouper les facteurs deux par deux pour faire apparaitre
un complexe multiplié par son conjugué.

Exercice 1.1.20 (x x %). Soit A, B,C trois points du plan d’affizes respectives a,b, c.
1. Montrer que les assertions suivantes sont équivalentes :
(i) Le triangle (ABC) est équilatéral.
(i) j ou j% est racine du polynéme aX? +bX + c.
(iii) a? + %+ c® = ab + bc + ca.
2. Généraliser a n points.
Indications. Pour (i) < (ii), noter que le triangle (ABC) est équilatéral ssi il existe w € C, r > 0,

et u € U t.q. (a,b,¢) = (w+ru,w + rju,w+rj%u) ou (a,b,c) = (w+ ru,w + rj?u,w + rju). Pour
(ii) < (iii), calculer (aj?+ bj + ¢) (aj + bj? + ¢).
Exercice 1.1.21 (x x x). On se propose de déterminer les rationnels r t.q. cos (nr) € Q. On se donne
r =2 un tel rationnel (avec (p,q) € ZxN*, pAq=1) et on fize (a,b) € Zx N* avec aNb =1 tL.q.
2cos(mr) = §. Pour k € N, on pose uj = 2 cos <2k7rr).

1. Exprimer ugyq en fonction de uy.

2. Montrer que ug € Q pour tout k € N.
Pour k € N, on écrit u, = Z—:, avec (ag,by) € Z x N* et ap ANby = 1.

3. Exprimer byy1 en fonction de by.

4. En remarquant que exp (z’2k7rr) est racine 2q-ieme de 'unité pour tout k € N, montrer que

lensemble {uy, k € N} est fini.
5. En déduire que l’on peut choisir kg € N t.q. by, soit mazimal.
6. En considérant (ko + 1), montrer que by, = 1, puis que 2cos (nr) € Z.

7. Conclure.

Exercice 1.1.22 (x * *). Soit n € N*.
1. Pour k € Z, calculer Ay, =Yy, 2.
2. Soit N € N avec N < n. Soit (ag,...,ay) € CNTL. On définit P : 2z € C — Eévzoaqzq. Si
M = max {|P(z)|, z € Up}, montrer que Vg € {0,..., N}, |aq| < M.
Indications.

1. Réponse : A = n sin divise k, A = 0 sinon.

2. Calculer y .y 279P(z) pour ¢ € {0,...,N}.



1.2 Logique

Exercice 1.2.1 ().

1.

Soit p,q,r des variables propositionnelles. Montrer que les formules suivantes sont des tauto-
logies :
a.(pVg)A(pV-g)=p  b.(pVgVr)A(~gVp)A(pV-r)=p.

. Montrer que [’énoncé suivant est vrai quels que soient les prédicats P et Q) :

[(Vz, P(x)) vV (Vz, Q(z))] = Vz, (P(z) V Q(z))].
Trouver deux prédicats P et QQ qui rendent faux I’énoncé suivant :

Ve, (P(x)V Q(x))] = [(Va, P(x))V (Vz, Q(z))] .

Exercice 1.2.2 (x). Utiliser le formalisme mathématique pour écrire les propriétés suivantes :

1.
2.
3.

Si f: R — R est une fonction, P(f) est la propriété “f n’est pas décroissante”.
Si X C N est un ensemble, P(X) est la propriété “X est majoré’.

Si X, Y C N sont deux ensembles, P(X,Y) est la propriété “les entiers impairs de X sont plus
petits que les entiers pairs de Y ”.

I.3 Ensembles, applications et relations

Exercice 1.3.1 (Lois de Morgan, x). Soit E un ensemble et A, B C E. Montrer que :
1. E\(AUB) = (E\A)N (E\B) 2. E\(ANB) = (E\A)U(E\B).

Exercice 1.3.2 (x). Soit f: E — F et g: F — G deuz applications. Montrer que :

1.
2.

(g o f injective et f surjective) = g injective.
(g o f surjective et g injective) = f surjective.

Exercice 1.3.3 (x). On considére f: E — F une application. Montrer que :

1.
2.

3.

4.

f est injective ssi V(X,Y) € P(E)?, f(X)Nf(Y) = f(XNY).
Si f est injective, alors VX € P(E), f (Y) c F(X).

Si f est surjective, alors VX € P(E), f(X) C f (Y)

f est bijective ssi VX € P(E), f (Y) = F(X).

Exercice 1.3.4 (x). Soit E un ensemble et f : E — E une application. Une partie X C E est dite
f-stable lorsque f(X) C X.

1.
2.
3.

Montrer que &, E et f(E) sont des parties f-stables.
Montrer que si X C E est f-stable, alors f(X) aussi.
Montrer que si X C E est f-stable, alors f~1(X) aussi.

Exercice 1.3.5 (x). Soit f : E — F une application. On définit une relation Ry sur E par :

1.
2.

V(z,y) € E?, aRysy <= f(z) = f(y).

Montrer que Ry est d’équivalence.

Caractériser l'injectivité de f en fonction des classes d’équivalence de Ry.

Exercice 1.3.6 (x*). On considére :

[0,1] — [0, 1]

T st x € .
H{ 0

1—x sinon

f est-elle injective ? Surjective ? Bijective ?



Exercice 1.3.7 (xx). Soit E un ensemble, A, B C E. On définit :

[P(E) — P(A) x P(B)
f: Xr— (XNAXNB)

Donner une CNS sur A et B pour que f soit injective (resp. surjective).
Exercice 1.3.8 (xx). Soit f : E — F une application et B C F. Que vaut f (f~1(B)) ?

Exercice 1.3.9 (x*). Soit f : E — F.
1. Si (Bj);e; est une partition de F, montrer que (f~ (B;)),.; est une partition de E.
2. Donmer un exemple ot f est surjective, (A;);c; est une partition de E, mais (f (A;));c; n'est

pas une partition de F'.

Exercice 1.3.10 (Fonctions indicatrices, xx). Soit E un ensemble. Pour A C E, on définit la fonction
indicatrice de A par :

E —{0,1}
14: 1 sizeA.
T —
0 sinon

1. Soit A,B C E. Montrer que A= B < 14 =1p.

2. Ezprimer 1 g\ 4, Lang, Laup (et Laap) en fonction de 14 et 1p.
Exercice 1.3.11 (x*). On se place dans (Q,<). On considére l’ensemble B des x € Q4 t.q. || a
exactement deuz chiffres dans son écriture décimale.

1. Décrire B.

2. B est-il majoré (dans Q) ¢

3. B a-t-il un plus grand élément ?

4.

B a-t-il une borne supérieure ¢

Exercice 1.3.12 (x x ). On définit :

C—C
[ 1 :

z»—>§(z+|z|)

1. f est-elle injective ? Déterminer limage de f.
2. Mémes questions en définissant maintenant f : C\R_ — C.
Exercice 1.3.13 (% % x). Soit E un ensemble muni d’une relation d’ordre. On dit que E est un treillis
lorsque tout sous-ensemble de E admet une borne supérieure (dans E).
1. Déterminer si les ensembles suivants sont des treillis : ([0, 1], <), (]0,1[, <), (R, <), (P(X), Q),
(N, [).
2. Soit E un treillis et f : E — E une fonction croissante. Montrer que f admet un point fize.

Indications.
2. On pourra considérer 'ensemble A = {x € E, x < f(z)} et sa borne supérieure.
G
Exercice 1.3.14 (x x x). Soit E, F,G trois ensembles. Montrer que les ensembles (EF) et EFXG
sont en bijection.

Exercice 1.3.15 (Théoreme de Cantor, x x x). Soit E un ensemble. Montrer qu’il n’existe pas de
surjection E — P(E).

Indications. Si ¢ : F — P(FE) est une surjection, on pourra considérer un antécédent par v de

{reE x¢ f(z)}.



I.4 Raisonnements par récurrence

Exercice 1.4.1 (x). Soit n € N*. Démontrer les égalités suivantes :
+1
1. Y7 k= et

n n(n+1)(2n+1
2. S, K2 = Mty

3. 7 k3= (L”;U)g.
Exercice 1.4.2 (x%). Soit X un ensemble. Pour f: X — X, on définit f™ par récurrence en posant
fO=idx etVn e N, ftl = fo fm

1. Montrer que Vn € N, frtl = fno f.

2. Si f est bijective, montrer que ¥n € N, (f~1)" = (f)~".

Exercice 1.4.3 (xx). Montrer que Vz € R, Vn € N, [sin(nz)| < nsinz|.

Exercice 1.4.4 (xx). Pour n € N, on considére la propriété P(n) : 2" > n?.
1. Pour quelles valeurs de n l'implication P(n) = P(n + 1) est-elle vraie ¢

2. Pour quelles valeurs de n la propriété P(n) est-elle vraie ¢

Exercice 1.4.5 (Inégalité de Bernoulli, ).
1. Montrer (de deux maniéres différentes) que Va € |—1,+o0[, Yn € N\{0,1}, (1+a)"” > 1+ na.

2. FEtudier les cas d’égalité.
Indications. On pourra raisonner par récurrence ou utiliser le binéme de Newton.

Exercice 1.4.6 (xx). On définit la suite de Fibonacci (Fy,), cy par F1 = F» =1 etVn € N, F 15 =
Foi1 + F,. Montrer que :

" (n—k
Vn e N, Fn+1:2< i )
k=0
Exercice 1.4.7 (x%). Soit A C N* t.q. (i) 1 € A, (ii) Vn e N, n € A = 2n € A et (iii) Vn €
N n+leA=—necA.
1. Montrer que Ym € N, 2™ € A.
2. Montrer que A = N*,

Exercice 1.4.8 (Inégalité arithmético-géométrique, x * x). On cherche a montrer que :

n 1/n n
Vn e N, V(z1,...,2,) € (R})", <H l‘k> < Zxk
k=1 k=1
1. Démontrer l'inégalité dans le cas n = 2 et étudier les cas d’égalité.
2. En wutilisant le résultat de lexercice 1.4.7, démontrer l'inégalité dans le cas général.

3. Etudier les cas d’égalité.

Indications.

1. Penser au fait que (a — 1))2 > 0.



1.5 Calculs de sommes

Exercice 1.5.1 (xx). Calculer les sommes suivantes :
LY k(k+1) 2.0 k(K2+1) 3.0 1 (k—2)(k+3).

Indications. Réponses :

1. Y0 k(k+1)= WLW

2. YU k (k2 4 1) = D)

n P . n(n?+3n—16
3. Y0, (k — 2)(k + 3) = “(rHin16),

Exercice 1.5.2 (x*). Calculer les sommes suivantes :
LYo X0 i 20 DR Y254 3 Yicicjen 1 4 Yocirjn(i )
Indications. Réponses :

1. 2211:0 'I]_I,:() Yt2,]'3 - %
n Y242 = 2n(n+ 1) (n? + 51+ 9).

¢ 1=1 J=1

2

i _ n(n+l)
3. Zlé’ii\ji\n J+1 4 :
4

Z()<‘+' (, + ]) _ n(nt+1)(n+2)
: Sitgsn\t b 3 :

[.6 Systémes linéaires

Exercice 1.6.1 (x). Résoudre les systémes 2x2 suivants (en discutant éventuellement selon les valeurs
des paramétres réels) :

2v+3y =1 9 1-XNz+y=-1 3 r+(1+a)y=a
xr—my =2 x4+ Ay=0 —r+y=-—a
Exercice 1.6.2 (xx). Résoudre le systéme suivant selon la valeur du paramétre m € C :
z+yt+z=m+1
mr+y+(m—1)z=m
r+my+z=1

Indications. Réponse : si m = 1, le systéme n’a aucune solution, sinon il a une unique solution
3 2 .
B4 av (o o~ — [ MP—mM“—2m+1 m , 2
donnée par (z,y, z) = ( o T, M+ m >

Exercice 1.6.3 (xx). Résoudre le systéme suivant selon la valeur du paramétre m € C :

20 —y+z+t=1
T4+2y—z+4t =2
4+ Ty —4z+ 11t =m

Indications. Réponse : si m # 5, le systéme n’a aucune solution, sinon I’ensemble de solutions est
,_ 6 4 3, 7 3 > 2
{<734 st+ 52— £t + B,N,t) ,(z,t) e C }

Exercice 1.6.4 (xx). Résoudre le systéme suivant selon la valeur du paramétre a € R :

r—y+z=1

T+ 2y+az=2

2c+ay+22 =3
Indications. Réponse : si a ¢ {1, —2}, le systéme posseéde une unique solution donnée par (x,y, z) =
(1, ; ; ) ; si a = 1, 'ensemble des solutions est {(l -z, % z) , 2 € (C} ;sia = —2, le systeme n’a

’a+2’ a+2 4
aucune solution.

(S



1.7 Fonctions usuelles

Exercice 1.7.1 (x). Résoudre dans R les deux équations suivantes :
arctan(tanz) = x et tan(arctanz) = x.
Exercice 1.7.2 (x). Tracer les courbes représentatives des fonctions suivantes :

a:x € R+ arcsin(sinx), b:xz € R+ arccos(cosx),
¢:x € R+ arcsin(cosx), d:z € R+ arccos(sinz).

Exercice 1.7.3 (x). Montrer que toute fonction monotone et périodique est constante.

Exercice 1.7.4 (xx). Soit k € R.

1. On suppose ici que k > 0. Montrer que ’équation 2% + 3% = k posséde une unique solution
réelle.

2. Déterminer le nombre de solutions réelles de [’équation 2% — 3% = k.

Exercice 1.7.5 (x*). On fixe n € Z. On définit, pour N € N :

N k

n+2

Sy=)_ {21%1 J .
k=0

1. Montrer que la suite (Sn) ey est stationnaire.

2. Pour x € R, exprimer |x| + {x + %J en fonction de |2x].

3. Déterminer S = limy_, 1 SN-

Exercice 1.7.6 (x ).
1. Comparer lim,_,o+ ) et lim,_,o+ (2%)".
2. Soit a > 1. Comparer les fonctions x — a(®") et z — &) qu voisinage de +oc.

Exercice I.7.7 (x%). Résoudre dans R ’équation arctan(z) + arctan(2z) = 7.

Indications. Se souvenir que tan(a + b) = %

Exercice 1.7.8 (xx).

1. Pourn € N, calculer arctan(n + 1) — arctan(n).

2. Pourn € N, soit S, = Y j_yarctan ( ) Déterminer limy,_, oo Sp,-

1
1+k+k2

Indications. Se souvenir que tan(a + b) = %

x

Exercice 1.7.9 (xx). On définit tanh : x € R —— (S:g;kﬁfj = zz;z:z

1. Justifier que tanh admet une fonction réciproque, notée argtanh.

2. Pour x € |—1,1], exprimer argtanh x en utilisant la fonction In.

Exercice 1.7.10 (xx). Montrer que :

2
Vx € [O,W] , —r <sinx < z.
2 T

Exercice 1.7.11 (xx). Soit A € R. On définit :
* 1 2
fA:a:ER+»—>§/\a? —Inz.

Déterminer, s’il existe, le mazimum de f).



Exercice 1.7.12 (x%). On considére f : x — Va2 +x + 1.
1. Déterminer le domaine de définition de f.
2. Calculer f'.

3. Préciser la position de la courbe représentative de f par rapport @ sa tangente au point d’abscisse
1.

4. Préciser les asymptotes éventuelles da la courbe représentative de f.

5. Tracer la courbe représentative de f.

Exercice 1.7.13 (xx). Soit f une fonction continue sur un intervalle I C R. On suppose que Yx €
I, f(x)? = 1. Montrer que f est constante.

Exercice 1.7.14 (xx). On considére f : x € R} — s
1. Etudier les variations de f.

2. Montrer lexistence de et déterminer max f (N*).
Exercice 1.7.15 (xx). Déterminer les fonctions convexes et bornées sur R.

Exercice 1.7.16 (x%). Comparer ¢ et e”.

In z

xr

Indications. Se ramener a 'étude de z ——

Exercice 1.7.17 (x x ). Soit A un ensemble, f : A x R — R une application telle que, pour tout
a€ A, f(a,-) est convexe sur R. On pose :

g:x € R+ sup f(a,z).
acA

Montrer que g est conveze.

1.8 Equations différentielles

Exercice 1.8.1 (x). On fize a € R. Résoudre sur RY équation différenticlle zy' = ay.

Indications. Réponse : y(x) = \z®, A € R.

Exercice 1.8.2 (xx). Résoudre sur R l'équation différentielle y" + 4xy’ + (3 + 422) y = 0.
"

Indications. On pourra introduire z(x) = exp (.’172) y(z) et montrer que z z = 0.

Exercice 1.8.3 (xx). On considére l’équation différentielle xy' = 2y. Donner l’ensemble des solutions
de classe C' sur R. Ezxprimer les solutions comme combinaisons linéaires de deuz fonctions particu-
liéres.

Indications. Réponse : y(x) = Mg (2)2? + ple ()22, (A, 1) € R?.

Exercice 1.8.4 (Equation de Bernoulli, xx). Montrer que l’équation y' = ay™ + by se raméne & une
équation linéaire, ot a et b sont des fonctions continues, n € Nxa.

Indications. En supposant que y ne s’annule pas, considérer z = z/”% et montrer que 2’ + (n—1)bz+
(n—1)a=0.

Exercice 1.8.5 (xx). Caractériser les couples (a,b) € R? t.q. toute solution de I’équation y" +ay'+by =
0 soit bornée sur R.

Exercice 1.8.6 (x*). Résoudre sur R l’équation 4zy" + 2y —y = 0.

Indications. Poser ¢ = \/x et se ramener a 'équation 2/ = =
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Exercice 1.8.7 (x%). On s’intéresse au probléme de Cauchy suivant :
v+l =0
y(0)=a et y(0)=0

ot a € R. Soit y une solution (si elle existe).
1. Montrer que Vz € R, y(z) < a.
2. Déterminer y lorsque a < 0.
Dans la suite, on suppose que a > 0.
3. Montrer que y s’annule en exactement deux points b— < 0 et by > 0, que 'on déterminera.

4. Déterminer y.
Exercice 1.8.8 (x x ). Déterminer l’ensemble des fonctions f : R — R dérivables vérifiant :
Vz €R, f(z) = f(2 — x).
Indications. Dériver I'équation fonctionnelle (apres justification).
Exercice 1.8.9 (x x x). Déterminer l’ensemble des fonctions f : R — R deuz fois dérivables vérifiant :
Vz eR, f'(z) + f(—x) =z + cosz.
Indications. Poser u : x — f(x) + f(—x) et v : x — f(x) — f(—x) et trouver des équations du

second ordre vérifiées par u et v.

II Analyse

IT.1 Reéels

Exercice I1.1.1 (x). Soit A et B deux parties non vides de R t.q. V(a,b) € A x B, a < b. Montrer
que sup A et inf B existent et que sup A < inf B.

Exercice I1.1.2 (x). Soit A et B deux parties non vides et bornées de R. On suppose que A C B.
Comparer inf A, sup A, inf B et sup B.

Exercice I1.1.3 (x). Soit A et B deuz parties non vides et majorées de R. Montrer que A, B et AUB
admettent une borne supérieure et que :

sup (AU B) = max (sup 4,sup B) .

Exercice I1.1.4 (%). Soit A et B deux parties non vides et majorées de R. On note A+ B =
{a + b, (a,b) € A x B}. Montrer que A, B et A+ B admettent une borne supérieure et que :

sup (A + B) = sup A + sup B.

Exercice I1.1.5 (xx). Soit (x,y) € R?. Montrer les assertions suivantes :

1. [z+1] = |z|+ 1.

2. z]+ [y < lz+yl.

3. [z] + ly] + |z +y) < [22] + [2y].
Exercice I1.1.6 (x ). Soit A, B deux parties non vides de R. On considére AB = {ab, (a,b) € A x B}
et A+ B={a+0b, (a,b) € A x B}.

1. On suppose que A et B sont denses. Les ensembles AB et A+ B sont-ils denses ¢

2. Etude de la réciproque.
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Exercice I1.1.7 (xx). Soit A C R vérifiant :
(i) V(a,b) € A%, =Fb € A,
(i) Vz € R, 3(a,b) € A%, a < x < b.

Montrer que A est dense dans R.
Indications. Montrer d’abord que si (a,b) € A2, alors [a,b] N A est dense dans [a, b].

Exercice I1.1.8 (Automorphismes de R, x x x). Soit f : R — R une application vérifiant V(z,y) €
R2, f(z+y) = [(2) + [(y), F(0) =0 et f(1) = 1.
1. Montrer que fi@ = idg.
2. On suppose ici que f est continue. Montrer que [ = idg.
3. On suppose ici que f vérifie V(x,y) € R?, f(zy) = f(z)f(y).
a. Montrer que f est croissante.
b. En déduire que f = idg.

4. Qu’en conclut-on si on supprime l'hypothése f(1) =17¢

Indications.
3. a. Montrer d’abord que z > 0 = f(x) > 0 (en utilisant le fait que f (,(,'2) = f(x)?).

I1.2 Suites numériques

Exercice I1.2.1 (x). Pourn € N, on pose u,, = (1 + #)n— 1. Etudier le comportement asymptotique
de (Un),en-

Exercice I1.2.2 (x). Soit 1 < a < b. Déterminer les limites des suites définies ci-dessous :
n n\ "M n
1wy = (240 2.u, = (3210 —2.31/m)",

Exercice I1.2.3 (%). Donner un équivalent simple des suites dont les termes générauz sont les sui-
vants :

1. ,/cos (%) — exp (sin (n%» 2. In (Zﬁi’i) — cos (%)

Exercice I1.2.4 (xx). Montrer que la suite (sinn), .y diverge.

Exercice I1.2.5 (Moyenne arithmético-géométrique, *x).
1. Montrer que ¥(a,b) € (Ry)?, 2v/ab < a + b.
On définit deux suites de réels positifs (un),cn €t (Vn),en POT U0 = @, vo = b et :

1
Vn € N, Upt1 = /UntUn €t vpr1 = 3 (up, + vp)

2. Montrer que, pour tout n € N*, uy, < vp, Up < Upt1 €t Unt1 < Up.

3. Montrer que (Un),cn €t (Vn),en cOnvergent vers une méme limite, appelée moyenne arithmético-
géométrique de a et b et notée M(a,b).

4. Calculer M(a,a) et M(a,0) pour a € Ry.
5. Exprimer M (Aa,\b) en fonction de M(a,b) pour (a,b) € (R.)? et A € Ry.

Exercice I1.2.6 (Théoréme de Cesaro, xx). Soit (un), oy une suite réelle. Pour n € N, on pose :

1 n
Cp = n+1l§uk.

1. Siu, — £ € R, montrer que ¢, —— L.
n—+o0o n—+oo
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2. On souhaite étudier la réciproque. On suppose donc que ¢y, .—+——> e R.
n—-—+00

a. Donner un exemple montrant que (“n>neN n’est pas nécessairement convergeante.

b. En supposant de plus (un), ey monotone, montrer que u, —— £.
n—-+00

Soit maintenant (o), oy une suite de réels positifs avec ag > 0. On définit :

s = > h—o Ok U
" ZZ:() Qg

3. Donner une CNS sur la suite (on), oy pour que, pour toute suite (un),cy convergeant vers
¢ e R, la suite (Cn),cy converge vers L.

Exercice I1.2.7 (Suites de Cauchy, xx). Une suite réelle (uy), oy est dite de Cauchy lorsque :
Ve>0,3IN €N, Vp,g > N, |up, —uy| <e.

1. Montrer que toute suite convergeante est de Cauchy.
2. On se donne (up), oy une suite de Cauchy. Le but est de montrer que (un),cy converge.

a. Montrer que (un),cy est bornée.

b. Etudier les suites (ap)pen €t (Bp) ey définies par ap = infr>pun et By = sup,,>p, tn.

c. Conclure.
Exercice I1.2.8 (x%). Pour n € N*, on définit g, : ® € RY —— nxlna — 1.
1. Pour n € N*, montrer qu’il existe un unique m, € R* t.q. g, (mn) = 0.

2. La suite (mp)nen+ converge-t-elle 7 Si oui, quelle est sa limite ?

3. On note £ = limy,_, oo T Déterminer limy, oo n (7, — £).

Exercice I1.2.9 (x%). Pour n € N*, on définit f, : v € Ry — 2™ 42" + 22 — 1.
1. Pour n € N*, montrer qu’il existe un unique u, € Ry t.q. fn (uy) =0.

2. Etudier la suite (Un ) nen+ -
Exercice I1.2.10 (x%). Etudier la suite (2,),,cy définie par zg € C et Yn € N, 2,41 = 3 (2n + |2nl).-

Exercice IL1.2.11 (xx). Soit (uy),cy définie par ug =1 et Vn € N, up i1 = uy + i
1. Montrer que (un)nen diverge.

2. Montrer que u, ~ v/2n.

Indications.

o o1 .. 2 ‘
2. En utilisant le fait que Uy —— OQ, montrer que Upt1 — Uy, — =
n—-+o0 n—-4oo

Exercice 11.2.12 (Lemme de Hadamard, *x).

1. Soit (wn),cy € RY t.q. wpi1 — w, ——— € € R. Démontrer (a Uaide du théoréme de Cesdro)
n—+o0o

que 7 ——— £.
n—-+o00

2. On s’intéresse a la suite (uy), oy définie par ug € R et :

Vn € N, = .
n Un+1 1+ u%

a. Etudier la convergence de (Un)pen-

£ - L converge.
ntl "/ neN

c. En déduire un équivalent simple de (uy,)

b. Déterminer un réel a > 0 t.q. (

neN-
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Exercice I1.2.13 (xx%). Soit (7),cy € QY. On suppose que -—+—% ¢ € R\Q et on note r,, = 5—",
n——+00 n

avec (P, qn) € Z x N* et py, A g, = 1 pour n € N. Montrer que gy, T+——> +00.
n o0

Exercice I1.2.14 (xx). Soit (un),cn €t (Vn),en deuz suites d’éléments de [0,1]. On suppose que

Upvy, —— 1. Montrer que u,, —— 1 et v, —— 1.
n—-+00 n—-+00 n——+oo

Exercice I1.2.15 (x x x). Soit f : N* — N* une bijection. Montrer que si la suite (@) e COTVETgE
n *
vers £ € R, alors £ = 1.

Exercice I1.2.16 (x * x). Soit (un),cyn une suite réelle bornée. On note :

limsupu, = lim |supuy, | = inf | supu, |.
n—-+o0o P—=+00 \ n>p PEN \ n>p

1. Montrer que limsup,, ., un est la plus grande valeur d’adhérence de (uy,), . Proposer une
définition analogue de lim inf,_, . u, de telle sorte que liminf,,_, | o uy soit la plus petite valeur
d’adhérence de (un),,cy-

2. Pour ¢ € R, montrer que { = limsup,,_, , . up ssi pour tout a > £, l’ensemble {n € N, u,, > a}
est fini et pour tout a < £, l’ensemble {n € N, u,, > a} est infini.

Exercice I1.2.17 (x % %). Soit (ap)nen une suite réelle. On définit (by)nen par
Vn € N, b, = 2ap11 + ap.
Montrer que (an)nen converge si et seulement si (by)nen converge.

Indications. L’équivalence est-elle encore vraie avec b, = ant1+ a, ! Avec b, = ani1 + 2a, 7 Que se
passe-t-il si (b, )nen est constante ? Si (by,)nen est stationnaire ?

Exercice I1.2.18 (x * ). Soit a € RY.. Déterminer si elle existe la limite de la suite (La"J 1/") -
n *

Exercice I1.2.19 (x x ). Pour n € N*, on appelle u,, le dernier chiffre de l’écriture en base 10 de
n'. Montrer que la suite (up)nen+ est périodique et donner une période de (up)npen=-

s Y * k
Exercice I1.2.20 (Centrale '16, x x ). Pour n € N*, on note P, : x € Ry — >0 %~

1. Pour n € N*, montrer qu’il existe un unique x, € Ry t.q. P, (zy) = 1.

2. Btudier (zp),cy: -

Exercice I1.2.21 (Mines-Pont 16, x % *). Soit (un),cy- une suite réelle vérifiant :

U 1
Vn € N*, upy1 = — + —-
n n
Montrer que u, ——— 0 et donner un équivalent de (uy),,cy-

n—-+00

I1.3 Limites et fonctions

Exercice I1.3.1 (x). Etudier la continuité en 0 des applications suivantes :

1. | 2. 1g
) sin(l) six#0
3. idg -1g 4.1 —> x
0 stx=0
. 1 . 1 .
B a:sm(;) six #0 6. s be szx;«éO'
0 stx =0 0 stx =0

Exercice I1.3.2 (x). Etudier la continuité de x € [0,2] — |z| + /z — [z].
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Exercice I1.3.3 (x). Soit f : R — R une fonction continue non constante. Montrer que l’ensemble
f(R) est infini.
Exercice I1.3.4 (xx). Des fonctions vérifiant les propriétés suivantes existent-elles ?

1. Une fonction f:R — R discontinue en tout point telle que |f| soit continue en tout point.

2. Une fonction f :[0,1] — [0, 1] bijective et discontinue en tout point.

3. Une fonction f : R — R périodique non constante n’admettant pas de plus petite période
strictement positive.

Une fonction f : R — R périodiqgue non bornée.

Une fonction f: R — R bornée sur R qui n’atteint ses bornes sur aucun segment.
Une fonction f: R — R périodiqgue non constante et admettant une limite en +oo.
Une fonction f : R — R continue t.q. f(Q) C R\Q et f(R\Q) C Q.

Une fonction f: R — R injective et non strictement monotone.

el B

Exercice I1.3.5 (xx). Soit f : Ry — R continue t.q. f(z) P ¢ € R. Montrer que f(Ry) D
[£(0), 4[.

Exercice 11.3.6 (x*). Soit I un intervalle de R et a € I. Montrer qu’une fonction f : I — R est
continue en a ssi pour toute suite (un),cy t-q- Un ——— a, f(un) —— f(a).
n—-+00 n—-+00

Indications. Pour la réciproque, raisonner par contraposce.

Exercice I1.3.7 (x%). Un marcheur parcourt dix kilométres en deux heures. Montrer qu’il existe un
intervalle d’une heure pendant lequel il parcourt exactement cing kilométres.

Exercice I1.3.8 (xx). Soit f : Ry — R une fonction continue t.q.

Ve e Ry, f (xQ) = f(x).
Montrer que f est constante.
Indications. On pourra montrer d’abord que f [0,1] est constante, puis que f“_vx[ aussi.

Exercice I1.3.9 (xx). Soit f : R — R une fonction continue et décroissante. Montrer que f posséde
un unique point fize.

Exercice I1.3.10 (x*). Soit I un intervalle ouvert de R contenant un point a. Soit f,g : I — R deux
fonctions continues en a. Montrer que max(f,g) est continue en a.

Exercice I1.3.11 (xx). Déterminer l'image de f : x € R — x cosz.

Exercice 11.3.12 (x*). Soit a < b deux réels. Soit f : [a,b] — R une fonction croissante telle que
f ([a,b]) = [f(a), f(b)]. Montrer que f est continue.

Exercice I1.3.13 (xx). Une fonction vérifiant la propriété des valeurs intermédiaires est-elle néces-
satrement continue ?

Indications. Penser a sin <1>

T

Exercice I1.3.14 (x*). Soit f : [a,b] — R une fonction continue. Le but est de démontrer que
SUp[q,p) S = Supjap| f-
1. Quelle inégalité est immédiate ¢
2. En utilisant le fait que la borne supérieure de f sur [a,b] est atteinte en un point xo, montrer
Iégalité (on pourra distinguer les cas xo €]a,b[ et zg € {a,b}).

Exercice I1.3.15 (xx).
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1. Montrer qu’il n’existe pas de surjection continue [0,1] —]0,1[.

2. Construire une sujection continue |0, 1[— [0, 1].

Exercice I1.3.16 (x%). Soit f : Ry — R une fonction continue. On pose :

g:x €Ry— sup f(t).
t€[0,z]

Montrer que g est continue.

Exercice I1.3.17 (xx). Soit f,g: R — R deuz fonctions continues.
1. On suppose que YV € Q, f(x) < g(x).
a. Montrer que Vx € R, f(z) < g(z).
b. Donner un ezemple ot 3z € R, f(x) = g(z).
2. On suppose que f‘Q est strictement croissante. Montrer que f est strictement croissante.

Exercice I1.3.18 (x*). Soit f :]a,b[— R une fonction continue t.q. lim, f = lim;, f. Montrer que f
n’est pas injective.

Exercice I1.3.19 (ENSI ’85, xx). Soit f : R — R une fonction continue. Montrer que f est affine si
et seulement si ¥(x,y) € R?, f (%ﬂ) — M

Exercice 11.3.20 (x * ). Montrer que l’ensemble des points de discontinuité d’une fonction f stric-
tement croissante est au plus dénombrable.

Indications. Si z; < x5 sont des points de discontinuité de f, montrer I'existence d’intervalle ouverts
I >z et I 329 t.q. I1 N Io = O et injecter ensuite les points de discontinuité de f dans Q.

Exercice I1.3.21 (x x ). Soit f,g: [a,b] — [a,b] deuzx applications continues telles que fog=go f.
On cherche a prouver l'existence de ¢ € [a,b] t.q. f(c) = g(c). On note f™ et g" les n-iémes itérées
respectives de f et g.

1. Montrer que f > g entraine Yn € N*, f™* > ¢g".
2. Montrer que f > g entraine 3K >0, Vn € N, Vx € [a,b], f"(x) > Kn + ¢g"(x).

3. Conclure.

Indications.
2. Poser K = ming¢(, ) (f(7) — g(z)).

Exercice 11.3.22 (x x %). Soit f : R — R telle que f(z + 1) — f(x) ——— £. Montrer que

T—+00
flx
€T Tr—+00
Indications. On pourra commencer par étudier le cas £ = 0.

Exercice I1.3.23 (x x x). Soit f : R — R. On note A l’ensemble des points x tels que f a un mazimum
local en z.

1. Montrer que f(A) est dénombrable.
2. On suppose f continue et A =R. Que dire de f ¢

Indications.
1. Trouver une injection f(A) — Q2.
2. Se rappeler que f(A) est un intervalle.

Exercice I1.3.24 (x % %). Soit f : R — R wérifiant f(z) = x — az® + op(z?), avec a €]0, +oo],
b €)1, +oo[. On définit la suite (up)nen par ug € Ry et Vn € N, upi1 = f(uy).
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1. Montrer qu’il existe un voisinage V de 0 tel que, si ug € V, alors (up)nen converge.
2. Trouwver un équivalent de (up)pen-

Indications.

1. Etudier d’abord la suite (v,)pen définie par vg € Ry et Vn € N, v,41 = vy, — m‘f),.

7 ——— ¢ € R. Utiliser ensuite le théoreme de Cesaro.

2. Trouver un v € R tel que u,), U
n——+00

‘n+1 — “n

Exercice I1.3.25 (Mines 02, x x ). Soit f : R — R continue. On suppose qu’il existe a € R t.q.
fof(a) =a.
1. f admet-elle un point fixe ?

2. Généraliser.

Indications. Si f n’admet pas de point fixe, se ramener au cas ou Vo € R, f(z) < x (d'out a =

fof(a) < f(a) <a).

I1.4 Dérivabilité

Exercice I1.4.1 (x). Soit f : R — R une application dérivable strictement croissante et bijective.
L’application f~1 est-elle nécessairement dérivable ? Sinon, quelle hypothése supplémentaire faut-il
ajouter ?

. 0 N Q
Indications. Penser a 27.

Exercice 11.4.2 (). Etudier la régularité de :

o 1 .
fireRe :csm(w) szx;réo7
0 siz=0

pour a € N.

Exercice 11.4.3 (). Vrai ou fauzx ?
1. Une fonction dérivable strictement décroissante sur R a une dérivée strictement négative.
2. Si une fonction n’est pas dérivable en un point a, alors elle n’est pas continue en a.

3. Si une fonction f définie sur R présente un extremum local en un point a t.q. f est dérivable
en a, alors f'(a) = 0.

4. Une fonction dérivable sur un segment est lipschitzienne.

Exercice I1.4.4 (xx). Par application du théoréme des accroissements finis da In sur [n, n+1], montrer

que la suite (Zzzl %) o tend vers 400 et donner une estimation du comportement asymptotique de
n *

cette suite.

Exercice I1.4.5 (x*). Soit f : [0,1] — R continue sur [0,1] et dérivable en 0 t.q. f(0) = 0. Montrer
Vezistence de k € Ry t.q. YV € [0,1], |f(z)| < k.
Exercice I1.4.6 (x«). Soit f : R% — R dérivable. On suppose que f’ est décroissante.

1. Montrer que Vx € ]1,+o00[, f(x+1) — f(z) < fl(x) < f(z) — f(x —1).

. Montrer que si f a une limite finie en +oo alors f'(x) —+> 0.
T—>+00

2
3. La réciproque du 2. est-elle vraie ?
4

. Le 2. reste-t-il vrai sans Uhypothése f' décroissante ¢
Indications.

1. Pour z € |1, +oo[, étudier v € R} +— fetw=f@) _ f'(x).

u

17



Exercice 11.4.7 (xx). Soit f :]a,b|— R une fonction n fois dérivable et s’annulant en (n+ 1) points
de a,b[. Montrer que f™ s’annule sur |a,b[.

Exercice I1.4.8 (x%). Soit f : Ry — R continue et dérivable t.q. limy f = f(0). Montrer qu’il
existe c € R t.q. f'(c) =0.

Exercice 11.4.9 (x%). Soit f : R — R dérivable t.q. ff > 0. Montrer que f~* (R*) est un intervalle.
Exercice 11.4.10 (xx). On considére :

exp (—%2) stx >0

0 sixz <0 ‘

f:xERb—>{

1. Tracer (sommairement) la courbe représentative de f.

2. Montrer que pour tout n € N, il existe une fonction polynomiale P, : R — R et un ay, € N t.q.

P,
ve e B, f00(@) = T i)
3. En déduire que f est C*° sur R.

Exercice I1.4.11 (x*). Soit f : [a,b] — R une fonction C*. Montrer ’ezistence de ¢ €]a, [ t.q.

fla) + £(b) at+bd\  (b—a)
5 :f(2)+ g /()

Exercice 11.4.12 (x%). Soit f : R — R dérivable t.q. f>+ (1 + f’)2 < 1. Montrer que f = 0.

Exercice I1.4.13 (x x x). Soit f : Ry — R une fonction deux fois dérivable t.q. il existe oo € RY
t.q. af < f".

1. Montrer que f' a une limite en +o0o et déterminer cette limite.

2. Montrer que f est décroissante et que lim o f = 0.

3. Soitg:x € Ry — af?(z) — f’2(3:). Montrer que g est croissante et que limyo, g = 0.

4. En posant h: x € Ry — f(x)exp (y/ax), montrer que Vx € Ry, f(x) < f(0)exp (—y/ax).

Indications.
1. Remarquer d’abord que f” > 0.
4. Calculer I/ et remarquer que Vo € Ry, g(z) = (Vaf(z) + f(x)) (Vaf(x) — f'(z)).

Exercice 11.4.14 (x % ). Déterminer les fonctions f : R — R de classe C? et vérifiant :

Vo € R, f(z)f (x)f"(x) = 0.
Indications. Montrer que [ est localement affine.
Exercice 11.4.15 (Théoreme de Darboux, x * x). Soit I un intervalle et f : I — R une fonction
dérivable. On cherche & montrer que pour tout intervalle J C I, f'(J) est un intervalle.
1. Sous Uhypothése f C', de quel théoréme découle le résultat ?
2. Montrer le résultat dans le cas général.

Indications.

S()—f(a)

2. Sia,b e J,etdec [f(a),f(b)], considérer les fonctions (continues) ¢ : ¢t € I — ==

(1) —f(t \ ;s . L
et:telv— % En vertu du théoreme des accroissements finis, il suffit de montrer

Iexistence de t € J t.q. ¢(t) = d ou ¢(t) = d. Autrement dit, montrer que d € ¢(J) U (J).

Exercice I1.4.16 (x x x). Soit I un intervalle de R, f : I — R une fonction dérivable. Montrer
[’équivalence des propriétés suivantes :

(i) f est strictement croissante sur I.
(ii) L’ensemble {x € I, f'(x) > 0} est dense dans I.
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I1.5 Développements limités
Exercice I1.5.1 (x). Donner un développement limité en le point et a l'ordre indiqués des fonctions
susvantes :
1. tanz, en 0, a lordre o (x°).
2. e“In(1+2), en 0, @ Uordre o (x4).
3. In(1—sinz), en 0, a Lordre o (z1).
4. arctan (e®), en 0, a lordre o (3).
5. 1;‘—2””, en 1, a Uordre o ((x — 1)3).
6. 2° — 22, en 2, 4 l'ordre o ((x — 2)3).
7

VB3 +r+1—Va2—x—1, en 400, dl’ordreo(#).

Indications. Réponses :

5

Lotans = o+ % + 2 40 (o9).

cefln(l+xz) =2+ ’7 + L; + o (x%).

In(l-sinz)=—-o—-% — %2 — 5 + o (z*).

arctan (e¥) = § + 5 — % + 0 (-’173).

b= (o 1) - 3o — 12 + B — 1 +o((@—1P).

27 — 3?2 =4(In2—1)(x — 2) + <21n2 2 — 1) (z —2) % (111"g 2) (z—2)P%+0 ((z —2)3).

+
. \:7;173+;1'+17\/;1?27;1‘71:%+%+,3]A +0<%).

A

\]

)

18x

Exercice 11.5.2 (x). Déterminer les limites suivantes :

. sin(sh z)—sh(sin z
1. lim, o W

. sine _ _gip (&
2. 11mx—>0 l—sinx x4 (lfz) i

: z?—sin® o i)
3. hmx_m ((sinx—:c cosx)2 z2 )"

4

Iy

- im0 (3 (cos (1) + e (1))

Indications. Réponses :

sin(shz)—sh(sinz) 0

1. lim,_,o

(ez—1—x)~
. _ si]‘l‘.l'” —gin( ==& .
2‘ lllllvl; .0 1—sina e (l ,,) — %

. 2 __qin2 o <
. hHlI;}U( T°—sin” a o %) _ %

(sinz—x cos x)*
< limy, 400 <% ((:()s <7£7> +ch <%>>>”1 _ e

Exercice I1.5.3 (x*). Pour n € N*, on définit f, : © € R — (e* — 1)". Calculer fy(Lk)(O) pour
0<k<n.

w

Iy

Exercice IL5.4 (x*). Soit f: 2 € R — ze®”.

1. Justifier lexistence de réels a,b, c t.q.
f(z) = az 4+ bz® + cz® + op <$5> .

2. Déterminer en fonction de a,b,c un développement limité a [’ordre o (x5) de f~1 en 0.

Exercice I1.5.5 (Principe des zéros isolés, x*).
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1. Soit g : R — R une fonction C* et a € R un zéro de g d’ordre fini (i.e. gla) =0 et Ip €
N, g(p)(a) # 0). Montrer que a est un zéro isolé, i.e. il existe un n > 0 t.q. g ne s’annule en
aucun point de la —n,a + n[\{a}.

2. On considére :

1 .
expl—==%) stx>0
firxeR— P ( $2> .
0 stx <0
a. Tracer (sommairement) la courbe représentative de f.

b. Montrer que pour tout n € N, il existe une fonction polynomiale P, : R = R et un o, € N

t.q.
P, ()

xon

vz e R, fM(z) = f(=).

c. En déduire que f est C* sur R.
d. Que peut-on dire de la série de Taylor de f en 0 ¢
3. Etudier la réciproque du 1..

Exercice I1.5.6 (x%). Soit f: 2 € R+ z +sinx.
1. Montrer que f : R — R est une bijection.

2. Donner le développement limité a lordre o (z°) de f~! en 0.

Exercice I1.5.7 (xx). On considére :
1/x
f:ZEERj_I—>/ e tlnt dt.
x

Déterminer un développement limité & lordre o ((x — 1)5) de f en 1.

Exercice I1.5.8 (xx). On définit une suite (up),cy par ug € RY et Vn € N, upy1 = sinuy,.
1. Montrer que (un),cy converge vers une limite que [’on précisera.
2. Trouver uny € R t.q. la suite (u) | — upy) ey converge.
3. Utiliser le théoreme de Cesdro pour en déduire un équivalent de (un),cy-
Exercice I1.5.9 (x*). Soit f : R — R de classe C. On suppose que My = supg |f| et My = supg ||
sont finis. Montrer que My = supg |f’| est fini et que M? < 2MoMs.
Exercice I1.5.10 (x%). Soit f : R — R de classe C?. On suppose que lim, o f = lim, o f" = 0.
1. A Uaide d’une formule de Taylor, majorer f' & laide de f et f".
2. Montrer que lim . f' = 0.

3. Trouver des contre-exemples en supprimant ’hypothése lim s f =0 ou lim, o, f” = 0.

Exercice I1.5.11 (x*).
1. Pour x € |0, %[, montrer lexistence de 9, €]0,1[ t.q.

3
sinz = x — 5 cos (x9y) .

2. Etudier lim,_,Us.

Exercice I1.5.12 (ENSI 85, «%). Montrer l’existence de (ag,...,a3) € N* et de € : |—1, 400 = R

avec limge =0 t.q.
x

R —
R e
a3+5 x

Ve eR, In(l+z)=

Exercice I1.5.13 (Mines '01, % *).
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1. Pour tout n € N, justifier ’existence d’un unique x,, € R t.q. x,, + e = n.
2. Déterminer la limite puis un équivalent de (T5),cy-

3. Former un développement asymptotique a deux voire trois termes de (Tn),cn-

Exercice I1.5.14 (Polytechnique ’17, xx). Soit a € R. On définit une suite (un),cy € RN par :
Uy = a et Vn € N, upq1 = tanh uy,.

Donner la limite, puis un équivalent, puis un développement asymptotique d deux termes de (un),cn-

I1.6 Intégrales sur un segment

Exercice 11.6.1 (x). Calculer les intégrales suivantes :

1 2t 1 d 1/2 d
IR 2. Jy 1;;2 3. o7 AL
4. [7 cos(mt) cos(nt) dt 5. fy \/+\F 6. [y t1jlrtt2

2 In
7. [y dt

Indications. R(‘pons(‘

"1 1 dt _ =« 1/2 dt T
1. [ ’+l dt=e—1—¢e" 2. [, 1;/2 = 3. |, A7 =6
4. ](}“) cos(mt) cos(nt) dt = 6y - 7 5. ](}l \/¥(»7“\/7 =3 6. /()l /11[1,2 =v2-1

7. [ Tldt=4+2v2(In2-1).

Exercice 11.6.2 (x). Démontrer que :

VO € RX], /11 Q= —z'/oﬂ Q () ¢ av.

Exercice I1.6.3 (Uniforme continuité, x*). Soit f : Ry — R une fonction uniformément continue.
1. Montrer Uezistence de (a,b) € (Ry)? t.q. Vo € Ry, |f(2)| < az +b.
2. Supposons que Vx € R%, f(nx) ——— 0. Montrer que f(xr) —— 0.
n——+00 T—+00

Exercice 11.6.4 (xx). Calculer limy, o0 {/115—1 (1 + %)

Indications. Passer au logarithme pour reconnaitre une somme de Riemann.

Exercice I1.6.5 (xx). Pour n € N*, on pose :

n—1
2 2 2 2
unzzﬁsin <k7r> et vn—Zmn( k7r> sin( lm).

= n n
1. Calculer limy,_ oo Uy
2. En déduire limy,_, o0 Uny -

Indications.
1. Utiliser une somme de Riemann.

2. Utiliser le fait que sinz = x + Oy (:1:3).

Exercice I1.6.6 (x+). Etudier la suite de terme général Y 7_, m
n n

Indications. On pourra introduire une suite voisine dans laquelle on reconnaitra une somme de
Riemann.
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Exercice I1.6.7 (xx). On pose :
=1
C:xzell,4oo[— ) —.

T
n=1 n

1. Montrer que ¢ est bien définie.

2. Déterminer lim+ .
Indications. Utiliser une comparaison série-intégrale.
Exercice 11.6.8 (xx). Soit f :[0,1] — R continue t.q. f01 f= % Montrer que f admet un point fize.

Indications. Noter que

est une fonction continue sur un segment.

J—idjo

Exercice 11.6.9 (xx). On fire a < b deux réels. Donner une CNS sur f € C°([a,b],C) pour que :

/abf‘zfablfl-

[{i) f‘ e avec 0 € R.

. . , . b p
Indications. On pourra éerive [ f =

Exercice I1.6.10 (x%). Soit a < b des réels. Soit f € C° ([a,b],R). On suppose qu’il existe n € N t.q.

b
VkG{O,...,n},/ 2* f(x) dz = 0.

Montrer que f admet au moins (n + 1) zéros sur |a, b|.

Indications. Le résultat suivant est plus fort mais plus facile & montrer : f change de signe au moins
(n + 1) fois sur ]a, b|.

Exercice I1.6.11 (x%). Soit f € C°([0,1],R). On suppose que pour toute application g € C? ([0, 1], R)
vérifiant g(0) = g(1) =0, fol fg=0. Montrer que f = 0.

Indications. Suppose par 'absurde qu’il existe un segment sur lequel f est strictement positive.
Exercice I1.6.12 (x x %). On définit :

e 42 q¢
¢ t? —sin*(t)

1. Déterminer le domaine de définition de F' et étudier son comportement auzx bornes de ce do-
maine.

2. F est elle-dérivable ? A-t-elle des propriétés de parité ¢

Exercice I1.6.13 (x x x). Soit f € CY([0,1],R). Déterminer :

1
lim f(t") de.

n—+oo Jo
Indications. Essayer de deviner d’abord le résultat.

Exercice I1.6.14 (x x %). Soit f € C°([0,1],R4). Déterminer :

1
. n n
LR

Indications. Noter que [ atteint sa borne supérieure.
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Exercice I1.6.15 (Lemme de Riemann-Lebesgue, x x x). Soit a < b deux réels. Si f : [a,b] — C est
continue par morceaux, on souhaite montrer que :

/abf(:v)eim — 0.

n—-+o00

1. Comment prouver le résultat si f est supposée C! ?

2. Prouver le résultat dans le cas général.

Indications.
1. Intégrer par parties.

2. Le prouver d’abord pour les fonctions en escalier.
Exercice 11.6.16 (Polytechnique '17, x x x). Soit a < b des réels. Montrer que :

Ve >0,3C >0, ¥f €€ ((a,8],C), Va € [a.8], |2(@) — /() <c/zf2+g/xf'2.

Indications. Récerire | f2(x) — [%(a)
égalité de Cauchy-Schwarz et a I'inéaglité arithmético-géomérique.

a 'aide du théoréeme fondamental de I'analyse. Penser a I'in-

I1.7 Séries numériques

Exercice I1.7.1 (). Déterminer la nature des séries dont les termes généraux sont les suivants :

2
+a )" 1
1.1 tanhn 2. (%) 3 Mfcoshn)
2
N nl 1
4. -1 5. 24 6. (ch(m)> '

Exercice I1.7.2 (x). Montrer la convergence et calculer les sommes des séries dont les termes généraux
sont les suivants :

1. 4. ot

3. L,

2 n
2. arctan ( ey

9 1
(3n+1)(3n+4) n2+n+l)

(n—1)!
VA (VE ()

Exercice I1.7.3 (xx). Montrer la convergence de la série de terme général u,, = (

et en calculer la somme.
Indications. On pourra introduire la suite de terme général v, = v/nu, et calculer v,_1 — vy,.
Exercice I1.7.4 (x%). Soit o € RY.. On définit, pour n € N* :

(=D"
nt (—1)"

In%n

Up —

Pour quelles valeurs de o la série Y u, est-elle absolument convergente ¢ Convergente ?

Indications. La somme d’une série semi-convergente et d’'une série absolument convergente est semi-
convergente.

Exercice I1.7.5 (xx). On pose, pour n € N* :

(n+1)7 gin ¢
Up, :/ i de.
nm t

Etudier la convergence, puis l’absolue convergence, de Y uy,.
Indications. Penser au critere spécifique des séries alternées.

Exercice I1.7.6 (Série harmonique, xx). Pour n € N*, on pose H, = >, % Montrer que la
suite (Hy, —Inn), .. converge vers une limite notée . Prolonger le développement asymptotique de
(Hn)pens Jusqu’a ordre o (1)

n
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Exercice I1.7.7 (x*). Quels sont les triplets (a,b,c) € R3 t.q. la série Y (ay/n +by/n + 1+ cy/n + 2)
converge ? En cas de convergence, calculer la somme de la série.

Indications. Pour le calcul de la somme, faire apparaitre une somme télescopique.

Exercice I1.7.8 (x*). Pour n € N*, soit v, = >}, In’k et u, = i Donner un équivalent simple
de (Un),cn- et étudier la convergence de Y- uy,.

Exercice I1.7.9 (xx). Déterminer un équivalent simple de ( an  sin (%)) e
n *

Exercice I1.7.10 (xx). Soit f : N* — N* une injection. Quelle est la nature de la série fé’;) ?
Exercice II.7.11 (xx). Soit (un),cy € RN t.q. Yup diverge. Que peut-on dire des séries 3 u2,
2 Tru s 2 Thmay O 2 Ty, ¢

Exercice I1.7.12 (% * ). Pour n € N*, on note w, le n-iéme entier naturel non nul ne contenant
pas de 9 dans son écriture décimale. Déterminer la nature de > wi
n

Indications. On pourra étudier d’abord le nombre v, d’éléments de {1,...,n} ne contenant pas de
9 dans leurs écritures décimales.

Exercice I1.7.13 (x % ). Soit (o, 8) € R%2. On pose :

U, = sin <7n/n2 —|—0<n+5> .

Etudier la nature de S u,, en fonction des valeurs de o et 3.

Indications. Utiliser le fait que n? +an + 3 = (n + %)2 + 56— % puis effectuer un développement
limité.
Exercice I1.7.14 (Un exemple de transformation d’Abel, x x x). On fize « € R% et 6 € R.

1. Quelle est la nature de Y

On suppose désormais que a@ < 1 et 0 £ 0 mod 27. On introduit la suite de terme général o, =
ko™
2. Montrer que o, = O(1).

eznG

lorsque o« > 1 2 Lorsque a« <1 et 6 =0 mod 27 ¢

nOt

On—0On—1

S . einf o N L. eint
3. En écrivant €5 = =3, conclure quant a la nature de la série ) < 5.

Indications.

a une écriture de la forme o, <n% — ﬁ)

n—On—1

- g
3. On pourra tenter de passer de =3

Exercice I1.7.15 (Polytechnique '16, x * ). Pour n € N*, on pose u, =Y 1_; ﬁ —2¢/n.
1. Montrer que la suite (uy),cy- converge vers une limite notée £ et dont on précisera le signe.

2. Montrer que { = — <1 + \/5) el (_%H.

3. Montrerqueun:£+ﬁ+()(#).

n 1

4. Montrer que, pour tout n € N*, up, = —> " , —————.
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IIT Algebre générale

II1.1 Arithmétique dans Z

Exercice II1.1.1 (x). On suppose que a,b,c sont des entiers relatifs non multiples de 3. Montrer que
a’ 4+ b? + ¢ est multiple de 3.

Exercice I11.1.2 (x). Montrer que Yn € N, 4" + 15n =1 mod 9.
Indications. Raisonner sur les classes de congruence de n modulo 3.

Exercice I11.1.3 (x). Résoudre dans Z les équations diophantiennes suivantes :
1.3s+20t =7 2. 12z + 15y + 202 = 7.

Exercice II1.1.4 (). Soit (a,b,c) € Z3. Sia Ab =1, montrer que a A (bc) = a A c.

Exercice I11.1.5 (x). Résoudre les systémes suivants :
1 r=2 mod 140 o 2r+3y=5 mod 8 3 6+ 7y =0 mod 37
r=-3 mod99 dr+3y=1 mod 8 6x — 7y =30  mod 37

Exercice II1.1.6 (xx). Pourn € N*, on note h, = Y_j_; +. On note de plus va la valuation 2-adique.
1. On pose a = maxi<<p V2(k). Montrer qu’il existe un unique ko € {1,...,n} t.q. @ = va (ko).
2. En déduire que hy, ¢ N.

Exercice I11.1.7 (Nombres de Mersenne et de Fermat, % x).
1. Sip est un nombre premier, l'entier M, = 2P — 1 est appelé p-iéme nombre de Mersenne.
a. Soit (a,n) € (N>2)2. Montrer que si a™ — 1 est premier, alors a = 2 et n est premier.
b. Les nombres de Mersenne sont-ils tous premiers ¢
2. Pour n € N, Uentier F,, = 22" 4+ 1 est appelé n-iéme nombre de Fermat.
a. Soit k € N*. Montrer que si 28 + 1 est premier, alors k est une puissance de 2.
b. Soit (m,n) € N2. Si m # n, montrer que Fy, A F,, = 1.

Indications.
1. b. My = 2047 = 23 - 89.
Exercice IT1.1.8 (xx). Soit p un nombre premier et k € {1,...,p — 1}. Montrer que (g) =0 mod p.

Exercice I11.1.9 (xx). Soit p un nombre premier et a un entier non divisible par p. Montrer que :
Vk € N, a® VP =1 mod prtL.

Indications. Raisonner par récurrence sur k.

7 7(77)
Exercice I11.1.10 (x*). Trouver le dernier chiffre de l’écriture décimale de 77 = 7( )

Y mod 10. Réponse : 77 =3 mod 10.

. s ) ~2 ! -
Indications. Calculer d’abord 72 mod 10 puis 7

Exercice II1.1.11 (Centrale '86, xx). Combien de chiffres y a-t-il dans U’écriture en base 10 de
44444444 ¢

Exercice IT1.1.12 (Rennes ’17, x%). Résoudre I’équation diophantienne z* —1y? =52+ 3, d’inconnue
(z,y,2) € Z3.

7

ot
b\‘i

Indications. Observer {27, » € 7Z/57}.

Exercice IT1.1.13 (x x x). On note P I’ensemble des nombres premiers, By = {k € Z, k =1 mod 4}
et B3 ={k€Z, k=3 mod 4}.
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1. Montrer que E1 NP # @ et Es NP # @.
2. Redémontrer rapidement que P est infini.
3. On cherche a montrer que E3 NP est infini.
a. Montrer que Eq est stable par produit.
b. Montrer que Es NP est infini.
4. En admettant le résultat de lexercice I11.1.14, montrer que E1 NP est infind.

Indications.

3. b. Si E5 NP est fini, considérer a =4[ ,cp,rpp — 1.

2
4. Si By NP est fini, considérer a = (Hpgmm‘ p) + 1.

Exercice IT1.1.14 (x x x). On recherche les nombres premiers impairs p pour lesquels (—1) est résidu
quadratique modulo p (i.e. tels que 3x € Z, x> = —1 mod p).

1. On fize p un nombre premier impair. Montrer que Uinversion -—' : (Z/pZ)* — (Z/pZ)* est une
involution et déterminer ses points fixes. En regroupant chaque terme avec son image, montrer
le théoréme de Wilson (p —1)! = —1 mod p.

2. Considérer maintenant : y y
(Z/pZ)" — (Z/pZ)
) .

' T— —x
Montrer quet(p —l= (—1)% mod p si (—1) n’est pas résidu quadratique modulo p et (p —
D= (—1)1)2;3 mod p si (—1) est résidu quadratique modulo p.
3. En déduire que (—1) est résidu quadratique modulo p ssi p=1 mod 4.
4. Déterminer les racines carrées de (—1) modulo 17 (resp. 29).

Exercice III.1.15 (% x %). Soit p un nombre premier. Pour n € N, on note sy(n) la somme des
chiffres de l’écriture en base p de n. On note de plus v, la valuation p-adique.

1. a. Montrer que Vn € N, v, (n!) =32, L%J

b. En déduire que ¥Yn € N, v, (n!) = %ﬁ").

2. Retrouver le résultat en raisonnant par récurrence sur n.

3. En déduire le nombre de zéros a la fin de l’écriture décimale de 2019!.
Exercice III.1.16 (Centrale '16, x x x). Pour n € Nxo, on note p(n) le plus grand diviseur premier
de n. On pose de plus :

E={neNsg, p(n) <pn+1)<pn+2)}.

On fize ¢ un nombre premier impair. Pour n € N, on note u, = ¢> — 1 et v, = ¢*" + 1.

1. Montrer que u, € E <= (p (un) < q et p(vy,) > q).

2. Montrer que si (m,n) € N* avec m # n, alors (%) A (%) = 1.

3. En déduire que E est infini.

II1.2 Groupes

Exercice II1.2.1 (x). Soit G un groupe, H, K, L trois sous-groupes de G. Si H C K U L, montrer
que HC K ou H C L.

Exercice I11.2.2 (x). Soit G et H deux groupes, ¢ : G — H un morphisme de groupes. Montrer que
¢ est injectif ssi Kerp = {eg}.
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Exercice II1.2.3 (x). Soit G un groupe, H un sous-groupe de G. On définit le centralisateur de H
par :
C(H)={9€ G, VheH, gh=hg}.

Montrer que C(H) est un sous-groupe de G.

Exercice I11.2.4 (x). On definit une loi de composition interne ¢ sur R par :
Y(z,y) €eR: zoy=a+y+ay.

Montrer qu’il existe un réel a que l'on déterminera tel que (R\{a}, o) est un groupe.

Exercice I11.2.5 (xx). Donner tous les morphismes de groupes Z — Z.

Exercice I11.2.6 (xx). Soit G et G’ deux groupes et p : G — G’ un morphisme de groupes.
1. Si H est un sous-groupe de G, montrer que ¢~ (p(H)) = H + Ker ¢.
2. Si H' est un sous-groupe de G', montrer que ¢ (¢! (H')) = H' NIm .

Exercice I11.2.7 (x*). Soit E un ensemble.

1. Montrer que (P(E),A,N) est un anneau commutatif dont on explicitera les éléments neutres.

o

Préciser les opposés et les inverses (lorsqu’ils existent). Cet anneau est-il intégre ¢
3. Si E est fini, montrer que P(E) ~ (Z/2Z)|E|.
4. Si F C E, P(F) est-il un sous-groupe de P(E) ¢ Un idéal ? Un sous-anneau ?

Exercice II1.2.8 (x%). Soit G un groupe multiplicatif de neutre e t.q. Vg € G, g*> = e.
1. Montrer que G est abélien.

2. Soit H un sous-groupe propre de G (i.e. H # G) et a € G\H. Montrer que HNaH = & et que
H UaH est un sous-groupe de G.

3. On suppose de plus que G est fini. En déduire que son cardinal est une puissance de 2.

Indications.
; . -
1. Noter que V(z,y) € G?, (zy)? =e.
3. Trouver un sous-groupe de G de cardinal |G|/2 (on pourra considérer un sous-groupe propre
maximal) puis raisonner par récurrence.

Exercice I11.2.9 (Sous-groupes de R, xx). Le but est de montrer que tout sous-groupe de (R,+) est
soit monogéne, soit dense dans R. On se donne donc H un sous-groupe de (R,+) qui n’est pas dense
dans R. On suppose de plus que H # {0}.

1. Justifier Uexistence de a = min (H NRY).
2. Montrer que H = aZ.
3. Si p € R\Q, en déduire que Z + BZ est dense dans R.

Exercice I11.2.10 (x*). Soit G un groupe fini.
1. Soit H un sous-groupe de G.
a. Montrer que (gH)gea forme une partition de G.
b. En déduire le théoréme de Lagrange : |H| divise |G]|.
2. Soit A et B deux sous-groupes de G t.q. AN B = {e}. Montrer que |A|-|B| < |G].

Indications.
N . A2 . ¢
2. Si (a,d") € A* avec a # d/, que dire de aB et a’B?

Exercice I11.2.11 (x*).
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1. 5i G est un groupe dont le cardinal est un nombre premier, montrer que G est cyclique et en
déduire un groupe classique auquel G est isomorphe. On pourra utiliser le théoréeme de Lagrange.

2. Déterminer (a isomorphisme prés) tous les groupes de cardinal inférieur ou égal a 7.

3. Déterminer (d isomorphisme prés) tous les groupes de cardinal 8.
Exercice I11.2.12 (x*). Soit G un groupe d’ordre pair. Montrer que G admet un élément d’ordre 2.
Indications. On pourra considérer 'involution g € G —— ¢~ € (.

Exercice II1.2.13 (x%). Soit (G,-) un groupe fini. Soit A, B deux sous-ensembles de G vérifiant
|A| + |B| > |G|. On note AB = {ab, (a,b) € A x B}. Montrer que AB = G.

Indications. Pour g € (7, considérer injection a € A — a 'g e .
Exercice I11.2.14 (Groupes quotients, * x x). Soit G un groupe. Un sous-groupe N de G est dit
distingué lorsque Yg € G, gNg~* C N.

1. On considére G = &3. Les sous-groupes ((12)) et ((123)) sont-ils distingués ?

2. Si H est un groupe et p : G — H est un morphisme de groupes, montrer que Ker ¢ est distingué

dans G.

Si N est un sous-groupe distingué de G, on note G/N = {gN, g € G} l'ensemble des classes d gauches
de N. On note de plus p: g € G— gN € G/N la projection canonique.

3. Montrer qu’il existe une unique structure de groupe sur G/N t.q. p : G — G/N est un mor-
phisme de groupes.

4. Si H est un groupe et ¢ : G — H est un morphisme de groupes, montrer que G/ Ker ¢ ~ Im ¢.
Exercice II1.2.15 (x x x). Trouver les groupes finis G tels que Aut(G) = {idg}.

Indications. En considérant les automorphismes intérieurs, montrer d’abord que G est abélien. On

pourra ensuite considérer ’automorphisme g — ¢~ 1.

Exercice I11.2.16 (x x x). Soit G un sous-groupe abélien de &,, tel que :
¥(a,b) € [1n]?, 39 € G, gla) = b
Montrer que |G| = n.

Exercice I11.2.17 (Centrale ’16, x x x). Soit G un groupe fini de cardinal n, S C G une partie non
vide. Pour k € N*, on pose :

Ak:{sl---sk, (81,...,8k)65k}.

On pose de plus a, = |Ag|.
1. Montrer que la suite (ay)ep- CTOit.
2. Montrer que agxy1 = a pour k = n.

3. Montrer que A, est un sous-groupe de G.

Indications.
1. Trouver une injection Ay — Agiq.
2. Si a, < ap41, montrer que Vk € {1,..., n}, ar < a1 et en déduire que a, > n.

3. Montrer d’abord que Vq € N*, A,, = Ag,.
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II1.3 Anneaux et corps

Exercice II1.3.1 (%). Soit A un anneau. Montrer que A est un corps ssi ses seuls idéaux sont {1} et

A.
Exercice II1.3.2 (Entiers de GauB, xx). On définit Z[i] = {x + iy, (z,y) € Z*}, muni des lois in-
duites par C.

1. Montrer que Z[i] est un anneau commutatif intégre. Est-ce un corps ?

2. Décrire le groupe Z[i]* des éléments inversibles de Z[i].

3. Donner tous les endomorphismes d’anneauz de Z[i].

Indications.

12 2 .
2. On pourra considérer pour z € Z[i].

3. Il n’y en a que deux.

Exercice I11.3.3 (xx). Soit (A,+, X) un anneau.
1. Sixz € A est nilpotent, montrer que (1 — x) est inversible (et préciser son inverse).
2. Soit (a,b) € A2,
a. Si ab est nilpotent, montrer que ba est nilpotent.
b. Sia et b sont nilpotents et commutent, montrer que a + b est nilpotent.

c. Si 1l — ab est inversible, montrer que 1 — ba est inversible.

Indications.

1. Penser a la formule > 72, rk — T ] o=

Exercice II1.3.4 (Radical d'un idéal, x*). Soit A un anneau commutatif et I,J deux idéaux de A.
On note :

VI={zecA IneN, z"el}.
Montrer que /I est un idéal de A.

Montrer que \/\ﬁ = \ﬁ

Montrer que VINnT =VINnVJ.

On se place ici dans le cas ou A = 7.
a. Déterminer \/247.

b. Plus généralement, si N € N*, déterminer vV NZ connaissant la décomposition de N en
facteurs premiers.

Ll

Exercice IT1.3.5 (x * x). Soit (A,+, x) un anneau, a € A. Soit H = {x € A, xa = 14}. Montrer
que H est soit vide, soit un singleton, soit infini.

Exercice II1.3.6 (x * x). Trouver les éléments nilpotents de Z/nZ et les compter.

I11.4 Polynémes
Exercice I11.4.1 (x). On considére P = 2X3 +5X? + X — 2.

1. Déterminer les racines de P.

2. Résoudre I’équation 2sin® @ 4+ 5sin? 6 + sinf — 2 = 0.

Indications.

1. Remarquer que P(—1) = 0.

Exercice I11.4.2 (x). Soit (a,b) € K2, a # b. Quel est le reste de la division euclidienne de P € K[X]
par (X —a)(X —0b) ?
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Exercice I11.4.3 (%). Soit n € N et 8 € R. Déterminer le reste de la division euclidienne de
(X sinf + cos0)" par (X2 + 1) puis pas par (X? + 1)2.

Exercice I11.4.4 (x). Montrer que le polynéome (X? + X + 1) divise (X>™2 + X3+ 4 X3P) pour
tout (m,n,p) € N3,

Indications. Décomposer (X2 + X + 1) en produit d’irréductibles.

Exercice II1.4.5 (x*).
1. Soit (m,n, k) € N3. En développant I’égalité (1 4+ X)) = (1 + X)™ (1 + X)", montrer que :

()= 2000

2. Quelle égalité obtient-on grice au coefficient de X" dans (1+ X)*" (1 — X)** = (1 — X2)2n ?

Exercice II1.4.6 (xx). Soit P € R[X] un polynéme non constant. Montrer que si P est scindé sur
R, alors P’ l’est aussi.

Exercice I11.4.7 (xx). Soit P € R[X] scindé. Montrer que
Vz € R, P"(z)P(x) < P*(x).
Indications. Calculer (In|P]) et (In|P])".
Exercice II1.4.8 (xx). Trouver tous les polynémes P € RIX|\{0} t.q. P (X?) = P(X)P(X +1).

Exercice I11.4.9 (x*). Déterminer un polynéme a coefficients entiers dont cos (g) est racine, puis
montrer que cos (§) est irrationnel.

Exercice I11.4.10 (Extensions quadratiques de Q, x*). Soit w € C\Q t.q. il existe p € Q[X] avec
degpu =2 t.q. p(w) =0. On pose Qw] = {P(w), P € Q[X]}.

1. Montrer que Q[w] est un sous-anneau de C.

2. Montrer que Qw] = {zw + vy, (z,y) € Q*}.

3. Montrer que Q[w] est un corps.

Indications.
3. Si z € Qw]\Q, on pourra d’abord prouver que z est algébrique de degré 2 (i.e. il existe
p: € Q[X] avec deg p, = 2 t.q. u.(z) =0).

Exercice I11.4.11 (x*). Soit n € N*.
1. Factoriser P, = Yp_q X* sur C.

2. Calculer [[j—; sin (n]%rl)

Indications.

Xntl g
1. P, = 25—+

2. Considérer P,(1).

Exercice I11.4.12 (x*).

1. Démontrer que pour tout n € N, il existe un unique polynome U, € R[X] t.q.
V0 € R, sin(nf) = U, (cos ) sin 6.

2. Donner le degré de U, et son coefficient dominant.

3. Pour n = 2, déterminer les racines de U,.
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4. Démontrer que :
vn €N, (1-X2) U} = 3XU;, + (n? = 1) U, = 0.
Exercice IT1.4.13 (x%). Soit P = X3~ X —1. On note a, (3 et vy les racines complexes de P. Calculer
Indications. Calculer d’abord (a + 8 +7), (a8 + By + va) et (aBy). Réponse : a* + g +~% = 2.
Exercice IT1.4.14 (xx ). On souhaite généraliser l'exercice I11.4.13 : si P € K[X] est un polynome de
degré n, toute expression symétrique dépendant des racines aq,...,q, de P et contenant des sommes
et des produits peut étre exprimée a partir des fonctions symétriques élémentaires o1, ...,o0,. Pour

cela, on définit l'ensemble des polynomes d deux variables K[ X1, Xo] = (K[X1)) [X2], puis on définit
par récurrence l’ensemble des polynomes a n variables K[ X1,..., X,].

1. En utilisant la notion de polynome a plusieurs variables, formaliser I’énoncé que l’on souhaite
démontrer.

2. Démontrer cet énoncé.
3. Ecrire un algorithme permettant, & partir d’une expression en i, ..., oy, de trouver une ez-
pression en o, ..., 0.
Exercice I11.4.15 (Mines '01, x x %). Soit K un corps de caractéristique p (i.e. tel que p-1x = O ).
1. Montrer que o : x € K — 2P € K est un morphisme de corps.
2. Montrer que o est injectif.
3. a. Déterminer l’ensemble {P € K|[X], P’ = 0}.
b. Montrer que si o est surjectif, alors tout polynome P € K[X] irréductible vérifie P’ # 0.
c. En admettant l'existence d’un corps algébriquement clos contenant K, montrer la réciproque
du résultat de la question 3.b..
Indications.
1. Pour k € {1,..., p— 1}, (§) est multiple de p.
2. Noter que Kero est un idéal de K.

3. b. Si o est surjectif, alors pour tout Q € K[X], il existe R € K[X] t.q. Q (X?) = RP.

Exercice II1.4.16 (Ulm ’16, * x x). Soit P € R[X]| avec deg P > 3. On suppose que P est scindé sur
R. Montrer que toute racine multiple de P’ est racine de P.

Indications. Ecrire la factorisation de P et compter les racines de P’, sans oublier celles données par
le théoreme de Rolle.
II1.5 Fractions rationnelles

Exercice I11.5.1 (x). Décomposer en éléments simples sur R et C les fractions rationnelles suivantes :

1. % 2. & sy 4 5EFE s (§2’j1§4.
Indications. Réponses :
1. % =%+ v+ -
2. \(AZ'—’)M - Xl+i, + %
3. X1+}x2+1 - —2<x§€\1+1> + E(Xi;\l’vl) - _2(@1 ) (iii a fﬂi) + 2J(11 7) (% N )l<j/l> avee
w=e€3 (Yt']:(?[%
4 %:X) =X’ -1~ 2(A\'171) + 2(){1+1)'
o (’\(1+1>14 =xa+t (le)—’ - <.\'i1)-“ - <.\';21>4'
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Exercice I11.5.2 (xx). Soit n € N*.

1. Décomposer ﬁ en éléments simples sur C.

2. Décomposer Wm en éléments simples.

Exercice I11.5.3 (xx). Soit ¢ €]0,7[. On pose F = m.
1. Déterminer les poles de F'.
2. Pour n € N*, calculer F("™).

3. Pour n € N*, donner les racines de F(™.
Indications. Décomposer [ en éléments simples.

Exerl'cice I11.5.4 (x%). Soit (a,b) € R?, a # b, n € N*. Décomposer F = m en éléments
simples.

Indications. On pourra utiliser le développement de Taylor en a de ﬁ = (X —a)"F.

Exercice III.5.5 (Théoreme de GauB-Lucas, * * *).
1. Soit P € C[X] non constant.
a. Décomposer % en éléments simples.
b. Montrer que les racines de P' (dans C) sont dans l’enveloppe convexe des racines de P.
c. En déduire que si P est scindé sur R, alors P’ l’est également.

2. Montrer qu’il existe un n mazximal tel que les racines non nulles de P, = (X +1)" — X" — 1
soient sur le cercle unité.

Indications.
1. b. Ecrire P = A[[7_; (X — a)“*. Si z € C est une racine de P’ qui n’est pas racine de P,
Pl(z ) s z—ay, o .
montrer que 0 = P((~)) = >0 E > h—1 Wk “"‘2. En déduire que z est barycentre a
< VT 2Tk v Z—p h

coefficients positifs des ay.

2. Montrer que z est racine de P, ssi 2l e y,_;.

I11.6 Groupe symétrique
Exercice I11.6.1 (x*). Soit n € N>o. Montrer que S, = ((12),(12 --- n)).
Indications. Si o = (12 --- n), on pourra caleuler oo (i (i + 1)) oo L.

Exercice II1.6.2 (xx). Pour n € N*, déterminer Z (&,,) = {o € &,, V7 € &,, o7 = 70}.

Exercice II1.6.3 (x*). Soit n € N* et p < n. Soit 0 € &,, un p-cycle. Donner une CNS sur k € Z

pour que o® soit un cycle.

Exercice I11.6.4 (xx). Soit n € N*. Caractériser puis dénombrer les involutions de S,,.
Indications. Penser a la décomposition en cycles.

Exercice II1.6.5 (xx). On fixe n € N*. Pour 0 € &, un couple (i,j) € {1,...,n}2 est appelé
inversion de o lorsque i < j et o(i) > o(j). On note 1(o) le nombre d’inversions de o. Calculer le
nombre moyen d’inversions d’une permutation, i.e. la quantité @ Yocs, Lo).

Indications. On pourra considérer Iapplication miroir p : &,, — &,, définie par (u(0)) (i) = o(n +
l—i)pourc e S, etiec{l,..., n} et remarquer que, pour i < j, le couple (i, 7) est une inversion de
o ssi ce n’est pas une inversion de (o).

Exercice II1.6.6 (xx). Soit n € N>3. Montrer que le groupe engendré par les cycles de longueur 3
dans G, est égal a 2, .
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Exercice I11.6.7 (x x ).

1. On fire n € N*. Soit G un groupe a 2n éléments et soit H un sous-groupe de G a n éléments.
a. Montrer que si x € G\H, alors HNxzH =@ et HUzH =G.
b. En déduire que Vx € G, 2% € H.

2. On souhaite appliquer le résultat précédent au groupe G = y.
a. Sis € Ay est un 3-cycle, montrer Uexistence de v € Ay t.q. s = 2.
b. En déduire que 204 ne contient aucun sous-groupe a 6 éléments. On pourra utiliser le résultat

de lexercice I11.6.6.

Exercice II1.6.8 (x x x). Soit n € N>y. On considére lapplication :

f:a€6n>—>2ka(k:)EN.
k=1

Trouver les extrema de f et leurs antécédents.
Indications. Remarquer d’abord que pour tout (a,b) € (R, )2, ab + ba < a? + V2.

Exercice II1.6.9 (x x x). On fize n € N>,.

1. Soit (0,7) € &2. Donner une CNS pour que o et T soit conjuguées dans S, i.e. pour qu’il

existe p € &, t.q. 0 = prp L.

2. Déterminer les morphismes de groupes de (&,,0) dans (C*, x).

Indications.
1. Traiter d’abord le cas ou o et 7 sont des cycles.

2. Regarder les images des transpositions.

IV  Algebre linéaire

IV.1 Espaces vectoriels
Exercice IV.1.1 (x). Montrer que les ensembles suivants sont des espaces vectoriels et en déterminer
une base :

1. {(z,y,2) € R3 x4+ 22 =0}.

2. {PeR[X], P(1) =0}.

3. {u e CN, Ing €N, VYn > ng, u, = 0}.

Exercice IV.1.2 (x). On se place dans E = C (R,R). On note P = {f € E, Vx € R, f(—z) = f(z)}
etZ={feE, VxR, f(—x)=—f(z)}.
1. Montrer que P et I sont des sous-espaces vectoriels de E.
2. Montrer que P et L sont supplémentaires dans E.
3. Expliciter :
a. La projection sur P parallélement a I,

b. La symétrie de base P parallélement a T.

Exercice IV.1.3 (x). On se place dans E = C*>® (R, R) et on considére d: f € E— f' € E.
1. Montrer rapidement que d est un endomorphisme de E.

2. Existe-t-il un endomorphisme u: E — E tel que uod =idg ? Tel que dou = idg ¢

Exercice IV.1.4 (xx). On se place dans E = R®. Soit \,..., )\, des réels deuz d deux distincts.
Pouri e {1,...,r}, on considére f; : t € R+— elit. Ainsi, f; € E. Montrer que fy,...,f. sont libres.
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Exercice IV.1.5 (xx). Soit aq,...,ay des réels deur a deux distincts. Pour k € {1,...,n}, soit
fr 1 ®x— |x — ag|. Montrer que fi,..., f, sont libres.

Exercice IV.1.6 (xx). Soit0 =ag < -+ < apt1 = 1. On note V ’ensemble des fonctions f : [0,1] —
R continues t.q. pour tout i € {0,...,n}, fla; a1 €5t affine.
1. Montrer que V est un espace vectoriel.

2. Déterminer une base de V.
Exercice IV.1.7 (x*). C! (R,R) est-il un hyperplan de C° (R, R) ?

Exercice IV.1.8 (x*). On se place dans E = CY ([0,1],R). On considére :

cI):feEn—>/1feR.
0

Donner un supplémentaire de Ker ® dans E.

Exercice IV.1.9 (x). Soit E [’espace vectoriel des suites réelles convergentes. On considére :

Y (Un)peny € B (Ung1 + Ung2),en € E.

1. Montrer que v est un endomorphisme de E
2. Y est-il injectif ¢ Surjectif ¢
3. Pour X € Ry, déterminer le noyau de ¢ — \idg.

Exercice IV.1.10 (x*). SiP dénote l’ensemble des nombres premiers, montrer que la famille (In p)peJP
est libre dans le Q-espace vectoriel R.

Exercice IV.1.11 (x*). Soit E un K-espace vectoriel. Soit p,q : E — E deux projecteurs de méme
image. Montrer que pour tout A € K, (1 — X\)p + A\q est un projecteur de méme image que p et q.

Exercice IV.1.12 (x*). Soit p et q deux projecteurs d’un espace vectoriel E t.q. Imp C Kerq. Soit
r=p+q-—pg.
1. Montrer que r est un projecteur.

2. Déterminer Kerr et Imr.

Exercice IV.1.13 (xx). Soit E un K-espace vectoriel. Soit u € L(E) t.q. u> — 3u+ 2idg = 0.
1. On note Ey = Ker (u — idg) et Ey = Ker (u — 2idg). Montrer que E = Ey @ Es.

On note p1 (resp. p2) le projecteur sur Eq parallélement a Eo (resp. sur Es parallélement a Ey ).
2. Ezprimer u en fonction de p1 et ps.
3. Exprimer p1 et po en fonction de u et idg.
4. Pour n € N, en déduire une expression simple de u™ en fonction de n et u.
5

. L’endomorphisme u est-il inversible ? ST oui, généraliser l’expression obtenue a n < 0.

Exercice IV.1.14 (xx). Soit E un K-espace vectoriel et u € L(E).
1. Montrer I’équivalence des conditions suivantes :
(i) uw est une homothétie.
(ii) La famille (idg,u) est liée dans L(E).
(iii) Pour tout x € E, la famille (x,u(x)) est liée dans E.
2. En déduire qu’un endomorphisme commutant avec tous les endomorphismes de E est une ho-

mothétie. On pourra admettre que tout sous-espace vectoriel admet un supplémentaire.

Exercice IV.1.15 (xx). Soit E un K-espace vectoriel et p € L(E) un projecteur. Montrer que u €
L(E) commute avec p ssi Kerp et Imp sont stables par u.
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Exercice IV.1.16 (xx). Soit u et v deuz formes linéaires sur un K-espace vectoriel E. Montrer que
u et v sont colinéaires ssi Ker u = Kerwv.

Exercice IV.1.17 (ENSI '85, xx). Soit X un ensemble et f : X — R une application t.q. f(X) est
infini. Montrer que la famille (f"),cy est libre dans le R-espace vectoriel RX.
Exercice IV.1.18 (x % %). Soit K un corps infini et E un K-espace vectoriel.
1. Si Fy et Fy sont des sous-espaces vectoriels stricts de E, montrer que F1 U Fy C E.
2. Plus généralement, sin € N* et Fy, ..., F, sont des sous-espaces vectoriels stricts de E, montrer
que hU---UF, CFLE.
Indications.

2. Raisonner par récurrence sur n. Choisir un point a € E\ (Fy U---U F,,_1) et un point b € E\ F,
et considérer la droite affine D passant par a et b. Noter qu’elle rencontre chaque F; en au plus
un point.

IV.2 Espaces vectoriels de dimension finie

Exercice IV.2.1 (x). On se place dans E = R*. On considére F = {x € E, x1 + 19 + x3 + x4 = 0}
et G ={x € E, x1 +x9 = x3 + x4}. Déterminer la dimension et donner une base de F', G, F + G et
FNndG.

Exercice IV.2.2 (x). Soit E un K-espace vectoriel muni d’une base e = (ei,...,ep). Pour i €
{1,...,n}, on posee; =e1 + -+ ¢;.
1. Montrer que € = (e1,...,&n) est une base de E.

2. Exprimer les composantes d’un vecteur dans la base € en fonction de ses composantes dans e.

Exercice IV.2.3 (x). Soit (Pp),cy une suite de polynome de K[X] t.q. Vn € N, deg P, = n.
1. Montrer que pour tout N € N, (Py,...,Py) est une base de Ky[X].
2. Montrer que (Pp),cy est une base de K[X].

Exercice IV.2.4 (x%). Soit n € N. On définit :
A:Pec (Cn_|_1[X] — P(X + 1) — P(X) S Cn+1[X]

1. Montrer que A est un endomorphisme de Cp11[X].
2. Déterminer Ker A.

3. En déduire Im A.

Exercice IV.2.5 (x*).

1. Montrer que les R-endomorphismes de C sont exactement les applications 1,y : z — az + bZ,
avec (a,b) € C2.

2. A quelle condition Y est-elle C-linéaire ?

3. A quelle condition qy est-elle inversible ¢
Exercice IV.2.6 (xx). Soit E =R3. On pose :
u:(x,y,2) € E— (y,2,2) € E.

1. Montrer que u est un endomorphisme de E.
2. Déterminer les sous-espaces de E stables par u.

3. Vérifier que chacun d’eux posséde un supplémentaire stable par u.

Exercice IV.2.7 (xx). Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie.
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1. Si Hy et Hy sont deux hyperplans de E, montrer lexistence d’un sous-espace vectoriel D C E
tq E=H &D=Hy®D.
2. Si F1 et Fy sont deux sous-espaces vectoriels de E de méme dimension, montrer [’existence

d’un sous-espace vectoriel G C E t.q E=F1®G=F,®G.

Exercice IV.2.8 (xx%). Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie. Soit f € L(E). Montrer
[’équivalence des assertions suivantes :

(i) Ker f =1Im f.
(i) dim E =2rg f et f2 =0.

Indications. Penser au fait que vowv =0 <= Imwv C Keru.

Exercice IV.2.9 (x%). Soit E un espace vectoriel de dimension finie.

1. Soit H un hyperplan de E, F' un sous-espace vectoriel quelconque de E. En distinguant plusieurs
cas, exprimer dim(H N F) en fonction de dim F'.

2. Soit Hy, ..., H, p hyperplans de E. Montrer que

P
dim (ﬂ HZ> > dim E — p.

i=1

Exercice IV.2.10 (x). Soit E un K-espace vectoriel de dimension n. Soit f € L(E). On suppose
qu’il existe xy € E t.q. la famille (f (zo),..., " (zo)) est libre.

1. Montrer que f est bijective.

2. Soit g € L(E) t.q. go f = fog. Montrer qu’il existe (by,...,bp—1) € K" t.q. g = Zz;é bif*.
Indications. Remarquer que (zq, [ (20).. ... 771 (z0)) est une base de E.
Exercice IV.2.11 (Lemmes de factorisation, x ). Soit E, F, G des K-espaces vectoriels de dimension
finie. Soit f € L(E,F).

1. Soit uw € L(E,G). Montrer que Keru C Ker f <= 3g € L(G,F), f =gou.

2. Soit u € L(G, F). Montrer que Imu D Im f <= 39 € L(E,G), f =uog.

Exercice IV.2.12 (xx). Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie. Soit f € L(E).
1. Montrer ’équivalence des assertions suivantes :
(i) E=Ker f&Imf.
(i) Im f = Im f2.
2. Que subsiste-t-il de ce résultat en dimension infinie ¢
Exercice IV.2.13 (Images et noyaux itérés, x*). Soit E un K-espace vectoriel de dimension n et
ue L(E).
1. Montrer que la suite (ImuP), décroit et que la suite (KeruP),cy croit (pour Uinclusion).
2. Montrer qu’il existe pg € N t.q. Vp = po, ImuP = Im uP0.

3. On suppose que pg est choisi minimal. Montrer que (Ker up)peN stationne a partir de pg et pas
avant.

4. Montrer que E = Ker u?° & Im uP°.

Exercice IV.2.14 (TPE 87, x*). Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie. Soit f € L(E).
On définit :
L(E) — L(E)

. gr— fog

Déterminer le rang de ¢.
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Exercice IV.2.15 (x * ). Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie. Soit 1 < d < dim E. Que
dire d’un endomorphisme stabilisant tous les sous-espaces vectoriels de E de dimension d ¢

Indications. On pourra commencer par étudier le cas d = 1.

Exercice IV.2.16 (Un peu de dualité, x x x). Soit E un K-espace vectoriel de dimension n et
(fio--- fn) € L(E,R)".
1. On suppose qu’il existe x € E\{0} t.q. fi(x) = --- = fo(x) = 0. Montrer que la famille
(fiy---, fn) est lie dans L(E,R).

2. La réciproque est-elle vraie ?

Indications.
1. Si(f1,..., fn) est libre, c’est une base de L(F,R), donc on peut construire une base (e, ..., ey)
de FE t.q. f; ((’,J') = (51'7']'.
2. On pourra utiliser le fait que si Hi, ..., H, sont p hyperplans de F, alors dim (("}_; H;) >

dim F — p.

Exercice IV.2.17 (x * %). Soit E un espace vectoriel de dimension d sur un corps fini k de cardinal
q. Déterminer le cardinal de GL(E).

Indications. On pourra se ramener a dénombrer les bases de F.

Exercice IV.2.18 (Idéaux bilatéres de L(E), x * x). Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie.
1. Quels sont les idéauz bilatéres de L(E) ¢
2. Le résultat subsiste-t-il en dimension infinie ?
Indications. Si e = (e1,...,e,) est une base de F et si J est un idéal bilatére non nul de L(FE),
montrer que J contient les endomorphismes f; ; = ejej, ou e : E — K est la forme linéaire qui a un
vecteur associe sa i-ieme composante dans la base e.
Exercice IV.2.19 (x x %). Soit E un K-espace vectoriel de dimension n.
1. Siu € L(E) est nilpotent, montrer que u™ = 0.
2. Siuq,...,u, sont n endomorphismes nilpotents commutant deux d deux, monitrer que uj o---o
Uy = 0.
3. Soit I un intervalle non trivial de R. Eziste-t-il un endomorphisme u de ’espace C*° (I, R) dont
le carré pour la composition vaut la dérivation ?
Indications.
1. Si v dénote Iindice de nilpotence de u, choisir ¢ € E t.q. v’} (z9) # 0 puis montrer que la
famille (zo,u (o) ,...,u”" (z0)) est libre.
2. Raisonner par récurrence sur la dimension de F.
3. Se ramener a un espace de treés petite dimension en remarquant que u commute avec la déri-
vation.

Exercice IV.2.20 (x x ). Soit E un K-espace vectoriel de dimension n, soit u € L(E) un endomor-
phisme nilpotent.

1. Sip e L(E) est un projecteur t.q. Kerp C Keru, montrer que Vj € N*, (powu)! = poul.

2. Montrer qu’il existe une base (ey,...,e,) de E t.q. u(er) = 0 et Vi € {2,...,n}, u(e;) €
Vect (e1,...,€i—1).

3. A quoi ressemble la matrice de u dans la base (e1,...,en)?

Indications.

2. Considérer la projection sur un supplémentaire H de Keru parallelement a Ker u et utiliser la
relation de la question précédente.
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IV.3 DMatrices

1 1
Exercice IV.3.1 (). Soit A= |0 1|. Calculer A™ pour n € Z.
0 1

1
1
0
2 5 7
Exercice IV.3.2 (). Onpose M = | j —j 1 | ouj=exp (i2”).

1. Calculer (M — I3)%.

2. En déduire M™ pour n € N.
Exercice IV.3.3 (x). On note P = {(z,y,2) €ER3, 2 +2y—2=0} et D = Vect(w) avec w =
(1,0,-1).

1. Montrer que R> = P @ D.

On note p (resp. q) la projection sur P parallélement a D (resp. sur D parallélement a P) et s la
symétrie de base P parallélement a D.

2. Donner les matrices de p, q et s dans la base canonique.

Exercice IV.3.4 (x). On note p l’endomorphisme de R® dont la matrice dans la base canonique est

1 0 -1
_ 1
p=1l1 2 1
-1 0 1
1. Montrer que p est un projecteur dont on déterminera le noyau et ’image.

1 00

2. Déterminer une base de R3 dans laquelle la matrice dep est [0 1 0

0 00

Exercice IV.3.5 (x). On considére :
w: P € Ry[X]— XP" — 2P + P € Ry[X].

1. Donner la matrice A de u dans la base canonique de Ra[X].

2. u est-elle bijective ? Si oui, donner son inverse.
3. Pour k € N, calculer A*.

Exercice IV.3.6 (x%). Soit n € N*. Si A C M, (K), on appelle commutant de A dans M, (K)
lensemble C(A) = {M e M, (K), VN € A, MN = NM} et centre de A I’ensemble Z(A) = ANC(A).

1. Déterminer Z (M, (K)).

2. Déterminer le commutant puis le centre de l’ensemble des matrices triangulaires supérieures
strictes.

3. Déterminer le commutant puis le centre de l’ensemble des matrices triangulaires supérieures.

4. Soit D une matrice diagonale dont les coefficients diagonaux sont deux d deux distincts. Dé-
terminer C ({D}).

Exercice IV.3.7 (xx). On note M = ((j_l

i—1))1<i7j<n € M, (R). Calculer M.

Indications. Trouver un endomorphisme u d’un espace de polynémes t.q. la matrice de u dans une
certaine base soit égale a M.

38



Exercice IV.3.8 (xx). Soit n € N* et A € M, (C) t.q.
Vi € {1, . ,n} , ‘A’L,Z| > Z ’Ai,j’ .
JF
Montrer que A est inversible.
Indications. Il s’agit de montrer que Ker A = {0},

Exercice IV.3.9 (xx). Soit n € N* et H € M, (C) une matrice de rang 1.
1. Montrer que H> = (tr H) H.
2. Aprés avoir précisé quand (I, + H) est inversible, calculer (I, + H) .
Indications.

1. On pourra décomposer H comme le produit d’'une matrice colonne par une matrice ligne.

2. Chercher l'inverse de (I, + H) sous la forme (al,, + bH) pour (a,b) € C2.

Exercice IV.3.10 (x ). Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie. Soit u € L(E) t.q. Keru =
Imw.

1. Montrer lexistence de r € N* t.q. dim E = 2r.

2. Montrer que E admet une base B t.q. Matg(u) = [8 107’1

Exercice IV.3.11 (xx). On note E = {(a +bb b ) , (a,b) € KQ}.
—_ a —_—

Montrer que E est un sous-espace vectoriel de My (K).

Montrer que E est un sous-anneau de My (K).

Montrer que l'anneau E est commutatif.

Montrer que VM € ENGLy(K), M~ € E.

Lol ol A

Indications.
4. Pour M € ENGL2(K), considérer I'application X € F'+—— MX € E.

Exercice IV.3.12 (xx). Soit n € N>o. On note :

a b - b
E, = b 7 | eML(R), (a.b) €R?

b b a
1. E, est-il un espace vectoriel ¢
2. Si E, est un espace vectoriel, est-il de dimension finie ?
3. Si E, est de dimension finie, quelle est sa dimension ¢
4. Montrer que E, est stable par produit (c¢’est donc une algébre).
5. Trouver une base (Pi,...,PaimEg,) de Ey, t.q. Vk € [1,dim E,,], Pk2 = P.. On utilisera cette

base par la suite.

6. Trouver les éléments inversibles de E,, (i.e. les éléments de E,, admettant un inverse dans E,).

. Quel type de structure a l’ensemble des éléments non inversibles de E, (ex : plan vectoriel,
droite vectoriel, réunion d’un plan et d’une droite ...).

8. Résoudre dans E, l'équation X? = X.

9. Montrer qu’il existe un isomorphisme d’algébres entre E,, et Fs.
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Exercice IV.3.13 (Matrices magiques, *x). Soit n € N*. Une matrice M € M, (K) est dite magique
s’il existe 0 € K t.q.

n n
Vie{l,...,n},ZMm:U et Vje{l,...,n},ZMi’j:J.
j=1 =
On note alors s(M) = . On note de plus 9 ’ensemble des matrices magiques.
1. Montrer que M est une sous-algebre de M, (K) et que s : M — K est un morphisme d’algébres.
2. Si M € M N GL,(K), montrer que M—* € 9.

Pour M € M, (K), on note ¢pr l’endomorphisme de K™ canoniquement associé a M. On note de plus
H={zeK" 1+ - +x, =0} et D= Vect ((1,...,1)) C K".

3. Montrer que M € M ssi H et D sont stables par ¢,r.

4. En déduire dim 901.
Exercice IV.3.14 (Un peu de réduction, xx). Pour M € M, (K), on appelle idéal annulateur de M
Uensemble 3y = {P € K[X], P(M) = 0}.

1. Justifier que Jnr est un idéal de K[X].

1 0 0 O 1 1 0 0

Soit A= |0 LV O envymyeeB= |10 O cmymw).
0 011 0 011
0 0 0 1 0 0 01

2. Déterminer 34 et JpB.

3. Montrer que A et B ne sont pas semblables.

4. Montrer que de maniére générale, si M € M, (K), alors il existe p € K[X] t.q. Jpr = pK[X].
Exercice IV.3.15 (Trace, x x ). Soit n € N*. La trace d’une matrice A € M,, (K) est définie par
trA=>7_1 Akk.

Montrer que tr : M, (K) — K est une forme linéaire. Est-elle injective ? Surjective ?
Montrer que ¥(A, B) € M, (K)?, tr(AB) = tr(BA).

Eziste-t-il deuz matrices A, B de M, (K) t.q. AB— BA=1,7

Déterminer la trace de la matrice d’un projecteur et d’une symétrie.

Soit f une forme linéaire sur M, (K) t.q. V(A, B) € M, (K)?, f(AB) = f(BA). Montrer que
f € Vect(tr).

6. Soit f une forme linéaire quelconque sur M, (C). Montrer que :

A ol o A

JA € M, (K), VM € M, (K), f(M) = tr(AM).

Indications.

5. Utiliser la base canonique de M, (C).

IV.4 Déterminants

Exercice IV.4.1 (%). Soit n € N*. Calculer les déterminants des matrices suivantes :

1. A = ((-1)m&x<i»i>)1<m<n € M, (R).
2. Ap = (min(, j))1<z j<n € M, (R).
3. A3 = (max(1, j))1<ij<n € My, (R).
4. Ay = (|Z*J’+1>1<”<n € M, (R).
5. A5 = (1— ,J)ngn € M, (R).
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6.Aﬁzlﬁﬂ+($gﬁj—iyjh<m<nEN&ARLcmsgn@):()dsgn@):T%six#O.

Indications. Réponses :
n(n-+1)

1. det Ay =27 1(=1)" =2 2. det Ay =1 3. det A3 = (—1)""!n
4. det Ay = —(—2)"2(n+1) 5. det A5 = (=1)""Y(n —1) 6. det Ag = nl.
Exercice IV.4.2 (x). Soit n € N*. On considére V = {(x — P(x)e"), P € R, [X]}.
1. Montrer que V' est un espace vectoriel dont on précisera la dimension.
On considére ¢ : f €V — f € V.
2. Montrer que @ est un endomorphisme de V et calculer det ¢.

Exercice IV.4.3 (Matrices de Frobenius, xx). Soit (ag,...,an—1) € K". On définit la matrice de
Frobenius de (ag,...,an—1) par :

0 0 —ay
1 .
F=1|op e M, (K)
: 0 —anp_o
0O -« 0 1 —ap

Pour X € R, calculer det (AL, — F).

Exercice IV.4.4 (x*). Soit n € N*. Pour (a,b,c) € K3, on note A(a,b,c) le déterminant d’ordre n
sutvant :

a C ... C
A(a,b,c) = b

: . e

b .- b a

1. Montrer que f:x € K+— A(a+ z,b+ z,c+ x) est une fonction affine.
2. En déduire la valeur de A(a,b,c).

Exercice IV.4.5 (Déterminant de Vandermonde, x%). Pourn € N et (aq, ...,a,) € K", on appelle
déterminant de Vandermonde de (ag,...,ay) le déterminant suivant :
1 1 -~ 1 -+ 1
apg ai 7 (079
@2 a2 a2 a2
V(ag,...,an)=1{: : :
a, al ai a
ag af .- ay ay
1. Que vaut V (ag,...,ay) lorsque ag, ..., a, ne sont pas deur & deuz distincts ?
Dans la suite, on suppose que ag, ..., a, sont deur a deux distincts.
2. On considére f: x € K+— YV (ag,...,an—1,x). Montrer que f est polynomiale et donner son
degré.

3. Trouver deg f points distincts en lesquels f s’annule et en déduire une factorisation de f.

4. En déduire que V (ag,...,an) = H0<i<j<n (a; — ay).
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Exercice IV.4.6 (Déterminants tridiagonaux, x«). Soit n € Nx3. Soit M € M, (K) une matrice
tridiagonale, i.e. telle que |i — j| > 2 = M; j = 0 pour tout (i,j) € {1,... n}?. Pour ke {1,...,n},
on note My la matrice de taille k extraite de M en me gardant que les k premiéres lignes et les k
premieéres colonnes ; on pose de plus Ay = det My,.

1. Pour k > 3, donner une relation de récurrence entre Ay, Ap_1 et Ap_o.

2. Calculer les déterminants tridiagonaux suivants :

2 1 0 0 1 1 0 0
3 2 1 1
a. | 0 b.lop . . . ol
: 201 : . .11
o -~ 0 3 2 o --- 0 1 1
Indications.

1. Réponse : Vk > 3, Ap = My . Ajp—1 — Mp_1 My j1Ap_o.

Exercice IV.4.7 (Déterminants circulants, xx). On fite n € N>y et onnotec =(In(n—1) --- 2) €
S,,. Soit M € M, (C) une matrice circulant, i.e. telle que :

V(’L,]) € {17 oo 7n}27 Miij = M170i71(j)'

1. Soitwe U, et X = t(l w w2 w”*1>. Calculer M X.

2. En déduire que M est semblable d une matrice diagonale que l’on précisera (on dit que M est
diagonalisable).

3. Que vaut det M ?

4. Calculer le déterminant suivant :

1 2 n
n 1 n—1
2 3 1

IV.5 Espaces préhilbertiens réels
Exercice IV.5.1 (x). On se place dans E = C' ([0,1],R). On définit [- | -] sur E? par :

1
Y(1,9) € B2 £ 9 = J(0)90) + [ £/0g/(0) at.
Montrer que [- | -] est un produit scalaire sur E.
Exercice IV.5.2 (xx). Déterminer :

2T ' 2
inf / sint 4+ Bcost — dt.
o fy (ot peost=c)

. . L o . ) 2 . , .
Indications. Fcrire inf(, 5cp2 /; (asint + Bcost — e!)” dt comme la distance d’un vecteur a un
sous-espace vectoriel de dimension finie dans un espace préhilbertien.

Exercice IV.5.3 (x*). Soit n € N. On définit (- | -) sur R,[X]? par :

n

Y(P,Q) € Ru[X]%, (P | Q) =) P(k)Q(k).

k=0

1. Montrer que (- | -) est un produit scalaire sur R, [X].
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N

. a. Vérifier qu’il existe une famille (Ly,. .., L,) € R,[X]"*! t.q.
\V/(k',f) € {Oa cee 7”}2 ) Lf(k) = 6k,f~

b. Montrer que (Lo, ..., Ly) est une base orthonormée de (R,[X], (- |-)).
. Pour ¢ €{0,...,n}, déterminer un réel \p € R t.q. Ly — \¢ X" € R,,_1[X].
. Déterminer R,,_1[X]*.

. En déduire que d (X™,R,,—1[X]) = (”!)3!.

Y

<)

Exercice IV.5.4 (xx). On se place dans R[X]. On définit (- | -) sur R[X]? par :

W(P.Q) e RIX (P @) = Y- Pe),
n=0

Aprés avoir vérifié que (- | -) est bien défini, montrer que c’est un produit scalaire sur R[X].
Calculer <Xk | 1> pour k € {0,...,3}.

Déterminer une base orthonormée de Ry [X].

L

Calculer : )
0 (. 2

i 3 (n® 4+ an +b) '

(a,b)€R? = 2n

Exercice IV.5.5 (Centrale '14, xx). On se place dans E = C' ([-1,1],R). On définit (- | -) sur E?

par :
1

V(u,v) € E?, (u|v) = / w(t)o(t) dt.
~1
1. Montrer que (- | -) est un produit scalaire sur E.
On considére F' = {u €EE, u19 = O} et G = {u €L, up = 0}.
2. Montrer que F+ = G.
3. A-tonE=F&G?

Exercice IV.5.6 (Mines 14, x%). On se place dans E = C?([0,1],R). On définit (- | -) sur E? par :

1
V(1.9 B ()= [ (fg+ 1),

1. Montrer que (- | -) est un produit scalaire sur E.

2. Soit V={fekE f0O)=f1)=0}etW={feFE, f=f"}
a. Quelles sont les dimensions de V et W ¢
b. Montrer que V' et W sont supplémentaires et orthogonauz.

c. Expliciter la projection orthogonale sur 'V .

IV.6 Espaces euclidiens

Exercice IV.6.1 (x). On se place dans R3, muni de sa structure euclidienne canonique. On considére
H = {(z,y,2) € R3 == z}. Déterminer dans la base canonique de R3 la matrice M de la symétrie
orthogonale s par rapport & H. Vérifier que M? = I.

Exercice IV.6.2 (x). On se place dans R™, muni de sa structure euclidienne canonique. On considére
H={zeR" Y, x; =0}. Déterminer dans la base canonique de R™ la matrice M de la projection
orthogonale p sur H. Vérifier que M? = M.

Exercice IV.6.3 (). Soit F' et G deux sous-espaces vectoriels d’un espace euclidien E.
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1. Montrer que :
a. (E+F)"=FE'nFL  b. (EnF)*=E-+FL

2. Que subsiste-t-il de ces égalités en dimension infinie ?

Exercice IV.6.4 (xx). On se place dans R3, muni de sa structure euclidienne orientée usuelle. On
rappelle que pour (x,y) € (R3)2, x Ay est lunique vecteur de R® vérifiant Yw € R3, [z, y,w] =
(x ANy | w). Démontrer la formule usuelle du produit vectoriel :

9 r1 1 T2Y3 — XT3Y2

3
V(z,y) € (R ) s 2 | Ay | = | 2391 — 2193
x3 Y3 T1Y2 — T2Y1

Exercice IV.6.5 (xx). Soit E un espace euclidien de dimension 3, r € SO(FE) et s une symétrie
orthogonale. Caractériser sor o s

Exercice IV.6.6 (xx). Soit E un espace euclidien. Soit f € L(E) vérifiant la condition suivante :

V(z,y) € E?, (z|y) = 0= (f(z) | f(y)) = 0.

1. Montrer qu’il existe « € Ry t.q. Vo € E, || f(2)|| = a||z].
2. En déduire qu’il existe « € Ry et g € O(F) t.q. f = ag.

Exercice IV.6.7 (x%). On se place dans M, (R). On définit (- | -) sur M, (R) par :
V(4,B) € E?, (A| B) = tr ('BA).

1. Montrer que (- | -) est un produit scalaire sur M, (R) pour lequel la base canonique est ortho-
normeée.

On note ||-|| la norme euclidienne associée a (- | -).
2. Montrer que VA € M, (R), [tr A| < /n||A].
3. a. Déterminer S,(R)*, ou S, (R) est l’espace des matrices symétriques.
b. Expliciter la projection orthogonale sur S,(R).

4. Soit U € M, (R). Donner une CNS pour que lapplication fy : A € M, (R) — AU € M, (R)
soit une isométrie (pour la norme ||-|| ).

Indications.

2. Remarquer que tr A = (A | I,,).

Exercice IV.6.8 (Centrale ’14, xx). Soit E un espace euclidien et u € E un vecteur unitaire. Pour
quelles valeurs de a € R l'endomorphisme fo :x € E—— x — o (u | x)u est-il bijectif ¢

Exercice IV.6.9 (Mines '14, xx). Soit E un espace euclidien, F' et G des sous-espaces vectoriels de
E. Déterminer une CNS sur F' et G pour que :

Vo e B, ||z|* = d(z, F)? + d(z, G)?.

Exercice IV.6.10 (x x %). Soit E un espace euclidien. Soit u € L(E) t.q. tru = 0.
1. Montrer qu’il existe x € E\{0} t.q. (u(x)|z)=0.
2. Montrer qu’il existe € base orthonormée de E t.q. les coefficients diagonaur de Mat.(u) soient

tous nuls.

Indications.

1. Trouver deux vecteurs non colinéaires z,y t.q. (u(x)|z) = 0 et (u(y)|y) < 0 (on pourra
par exemple munir £ d’une base orthonormée et choisir pour = et y des vecteurs de base).
Appliquer ensuite le théoréeme des valeurs intermédiaires a l'application ¢ : t € [0,1] —

(u((1=t)x+ty) | (1 —t)x+ty) € R.
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Exercice IV.6.11 (x x %). Soit E un espace euclidien et p € L(E) un projecteur. Montrer que p est
un projecteur orthogonal si et seulement siVx € E, [|p(x)| < ||z

Indications. Sachant que Vz € E, [[p(z)| < ||z, il s’agit de montrer que Im p et Kerp sont ortho-

gonaux. Pour cela, si (f,g) € Imp x Kerp, considérer I'application ¢ : A € R — ||f + A\g|| — || f|| =
I+ Agll—|lp (f + Ag)||- Noter que ¢ est un polynéme réel du second degré a valeurs positives vérifiant
$(0) = 0.

Exercice IV.6.12 (x * ). Soit E un espace euclidien orienté de dimension 3 et f € L(E). Donner
une CNS sur f pour que :

V(z,y) € B%, f(z ny) = f(2) A f(y).
On rappelle que pour (z,y) € E2, x Ay est l'unique vecteur vérifiant Vw € E, [z,y,w] = (x Ay | w).

Indications. Que dire de I'image d’une base orthonormée directe ?

Exercice IV.6.13 (x x x). Soit E un espace euclidien de dimension n. Montrer que les réflexions
(i.e. les symétries orthogonales par rapport & des hyperplans) engendrent O (E).

Indications. Soit u € O(F) avec d = dim Ker (u — idg). On pourra montrer par récurrence descen-
dante sur d que u s’écrit comme produit d’au plus n — d réflexions.

Exercice IV.6.14 (Déterminants de Gram, x x *). Soit E un espace euclidien. Etant donné une
famille (zq,...,x,) € EP, on définit sa matrice de Gram :

L (21,05 mp) = ({2 ] xj>)1gi,jgp €M, (R).

On note de plus vy (x1,...,xp) = det (I' (z1,...,2p)).
1. Montrer que (x1,...,xp) est liée ssi g (z1,...,2p) =0.

On suppose désormais que (x1,...,x,) est libre et on note F' = Vect (x1,...,x,) et m la projection
orthogonale sur F'.

2. Soit ¢ = (e1,...,ep) une base orthonormée de F. Si A = Mat, (z1,...,xp), montrer que
I'(x1,...,2p) = 'AA. En déduire que v (x1,...,2p) > 0.

3. Pour x € E, montrer que v (z,x1,...,xp) =7 (x —7(x),z1,...,2p).
4. Montrer que :

Vl‘ €E7 d(fL‘,F)2 — 7(1'7531,...,1‘1,)‘
'7($1,.--,l‘p)

Exercice IV.6.15 (x x ). Le but est de déterminer les sous-groupes finis de GLo(R). Soit donc E
un plan euclidien orienté ; ainsi, GL(E) ~ GLy(R).

1. Déterminer les sous-groupes finis de SO(E).
2. Soit G un sous-groupe fini de O(E). Montrer que G est cyclique ou engendré par deux éléments.
3. On se donne maintenant G un sous-groupe fini de GL(E).

a. On pose :

o:(z,y) € B2 r— > (g(x) | g(y))-
geG

Montrer que @ est un produit scalaire sur F.
b. Montrer que G C O(E, ¢).

c. Conclure.

Indications.
1. O(F) ~TU.
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V Probabilités

V.1 Combinatoire
Exercice V.1.1 (x). Déterminer le cardinal de {(z1,...,z,) € {1,....,n} a1 < -+ <z}
Exercice V.1.2 (x). Soit n € N*. Déterminer le cardinal de {(i,j) € N>, 1 <i<j<n} et de
{(i,j) e N?, 1 <i<j<n}
Exercice V.1.3 (x*). Soit E un ensemble fini de cardinal n.

1. Déterminer le cardinal de {(A, B) € P(E)?, ANB = &}.

2. Déterminer le cardinal de {(A, B) € P(E)?, AN B est un singleton}.

Exercice V.1.4 (xx). Soit E un ensemble fini de cardinal n. Déterminer le nombre de parties de E
contenant un nombre pair (resp. impair) d’éléments.

Exercice V.1.5 (x*). Une cour est entiérement bordée de m murs (m > 2). On dispose de p couleurs
différentes (p > 1) et on désire peindre les murs de telle sorte que deux murs consécutifs aient des
couleurs différentes. Montrer qu’il y a exactement (p — 1)™ + (—=1)"(p — 1) fagons de le faire.

Indications. Remarquer que, pour peindre les m murs, deux cas de figure sont possibles : soit les
murs 1 et (m — 1) sont de la méme couleur (ce qui revient a peindre (m — 2) murs), soit ils ne le sont
pas (ce qui revient a peindre (m — 1) murs).

Exercice V.1.6 (xx). Soit E un espace vectoriel de dimension d sur un corps fini k de cardinal q.
Déterminer le cardinal de GL(E).

Indications. On pourra se ramener a dénombrer les bases de F.

Exercice V.1.7 (Nombre de surjections, x ). Pourn,p € N*, on note s(n,p) le nombre de surjections
{1,...,n} = {1,...,p}.
. Pour n € N*, calculer s(n,1) et s(n,n).

. Pour n € N*, calculer s(n,2) et s(n+ 1,n).

W N =

. Pour n,p € N>y, montrer que :

s(n,p) =p(s(n—1,p)+s(n—1,p—1)).

I

. Pour n,p € N*, montrer que :
- k(P
s(n,p) = —1)P~ k™.
(1) = (-1 <k>

Exercice V.1.8 (Nombre d’involutions, xx). Soit n € N*. Une permutation o € &,, est appelée
involution lorsque o o 0 =id(y 1. On note iy, le nombre d’involutions de &,,.

1. Calculer 11, 19,t3.

2. Montrer que pour n € N*, 149 = tpy1 + (n 4 1)ip.

3. A Uaide du théoréme de décomposition en cycles, calculer i, pour tout n € N*.

Exercice V.1.9 (Nombre de relations d’équivalence, xx). Pour n € N*, on note ry, le nombre de
relations d’équivalence sur {1,...,n}. Exprimer r, en fonction des r, k < n.

Indications. Fixer un élément et raisonner sur la classe d’équivalence de cet élément.

Exercice V.1.10 (Formule du crible, x x x).

1. On se donne E un ensemble et Aq,..., Ay, des parties finies de E. Montrer que :
p p
U Al = Z (—1)k+1 Z |A11 n---N A2k|
=1 k=1 1<y << <p
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2. Pour n € N*, on note ¢p(n) le nombre d’entiers de {1,...,n} premiers avec n. Montrer que :

Vn e N* ¢(n) =n H (1—1).

p premier p
pln

3. On appelle dérangement de {1,...,n} tout 0 € &, t.q. Vi € {1,...,n}, o(i) #i. On note D,
lensemble des dérangements de {1,...,n} et d, = |D,|.
a. Ecrire S, \D,, comme une réunion d’ensembles simples.
b. En déduire d,,.
[Dn| o

c. Que vaut lim,_, 1 AR
n

V.2 Espaces probabilisés

Exercice V.2.1 (). On lance trois fois un dé non truqué. Quelle est la probabilité que la somme des
résultats vaille 3 (resp. 4, 5) ¢

Exercice V.2.2 (x). On tire sans remise cing cartes d’un jeu de trente-deuz cartes. Quelle est la
probabilité d’obtenir :

1. Deuz rois et trois reines ?

2. Seulement des tréefles ?
3. Au moins un trefle ?
4

. Exactement un tréfle ?
Exercice V.2.3 (x). Soit n € N*. On note Q@ = {—n,...,n} et on considére :

n+1—|k|
(n+1)2

1. Montrer que Q définit une probabilité sur (2, P (2)).

2. Calculer la probabilité de I’événement {0,...,n}.

Q:keQr— e R.

Exercice V.2.4 (xx). Soit (Q,P(2),P) un espace probabilisé et (A, ..., A,) une suite finie d’événe-
ments de probabilité 1. Que vaut P(A;N---NA,) ?

Exercice V.2.5 (xx). Un joueur A joue trois parties d’échec, contre B et C alternativement. Il sait
que B est plus fort que C' ; le but est de gagner au moins deux parties consécutives. Qui doit-il affronter
en premier ?

Exercice V.2.6 (xx%). Sur n boites de conserve, deux sont avariées. On ouvre k boites parmi les n.
Quelle est la probabilité qu’aucune de ces k boites ne soit avariée ?

Exercice V.2.7 (x*). On considére n menteurs M, ..., My. Le menteur 4 regoit une information
sous la forme “oui” ou “mon”, et la transmet a4 Ms, et ainsi de suite jusqu’a My. Chacun transmet
ce qu’il a entendu avec la probabilité p, le contraire avec la probabilité (1 — p); les réponses des n
menteurs sont indépendantes.

1. Calculer la probabilité p, pour que linformation soit fidélement transmise, i.e. pour que My
recoive la méme information que M.

2. Que se passe-t-il quand n devient grand ?

Indications. Trouver une relation de récurrence linéaire pour la suite (p,,) et la résoudre.

neN*

Exercice V.2.8 (Jeu de Monty Hall, x%). On présente a un candidat trois gobelets; en-dessous de
l'un d’eux se trouve un priz. Le candidat choisit un gobelet, puis le présentateur souléve un des gobelets
non choisis par le candidat (vide, bien entendu) et lui propose de changer d’avis. Le candidat a-t-il
intérét a changer de gobelet ?
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Exercice V.2.9 (Urnes de Pélya, x%). On effectue des tirages successifs dans une urne contenant
initialement b boules blanches et n boules noires. Aprés chaque tirage, on remet en place la boule tirée
et on ajoute t boules de sa couleur. Montrer par récurrence sur j que la probabilité de tirer une boule
blanche au j-ieme tirage et p; = nLer'

Indications. On pourra introduire ’événement B; : “la boule obtenue au premier tirage est blanche”.

Exercice V.2.10 (xx). On lance une piéce équilibrée n fois (n > 1). Pour k € {1,...,n}, on note Ay
l’événement “on obtient pile au k-ieme lancer”. On note de plus B [’événement “le nombre de piles
obtenus au cours des n lancers est pair’.

1. Déterminer les probabilités des événements Ay pour k € {1,...,n} et B.
2. Montrer que les événements Aq,...,A,, B ne sont pas mutuellement indépendants.

3. Montrer que toute sous-famille de n événements choisis parmi Ay, ..., A,, B est indépendante.

Indications.
2. On pourra montrer que P(A;N---NA,NB)#P(A4;)---P(A,) P(B).

Exercice V.2.11 (xx). Soit (2, T,P) un espace probabilisé et A un événement de probabilité non
nulle. Donner une condition nécessaire et suffisante pour que P =P4.

V.3 Variables aléatoires

Exercice V.3.1 (x). On lance deuzx dés; on note X (resp. Y ) le chiffre obtenu avec le premier (resp.
second) dé. Déterminer la loi de max{X,Y} et de min{X,Y}.

Indications. Penser aux fonctions de répartition.

Exercice V.3.2 (x). Une urne contient n boules distinctes numérotées de 1 a n. On choisit avec
remise p boules dans cette urne et on note X le plus petit des numéros obtenus. Déterminer la loi de
X.
Exercice V.3.3 (x). Soit X une variable aléatoire réelle de loi uniforme sur {—10,...,+10}.
1. Déterminer les lois de Y = X +5 et de Z = X°2.
2. Calculer P (Y? —Y <0).
Exercice V.3.4 (x). Une urne contient 100 jetons numérotées de 1 a 100. On fait n tirages avec
remise, et on note X la variable aléatoire égale au nombre de jetons impairs obtenus.
1. Déterminer la loi de X.
2. Quelle est la probabilité de tirer un nombre pair de jeton impairs ¢ Un nombre pair de jetons
multiples de trois ¢
Exercice V.3.5 (xx). Soit X etY deuz variables aléatoires de Bernoulli indépendantes, de paramétre
$. Onpose Z=|X -Y|.
1. Déterminer la loi de Z.
2. Les variables aléatoires X, Y et Z sont-elles mutuellement indépendantes ? Deux a deux indé-
pendantes ?
Indications.
2. On pourra calculer la probabilité de I'événement (X =1)N (Y =1)N(Z =1).

Exercice V.3.6 (xx). Soit Uy,...,U, des variables aléatoires mutuellement indépendantes de loi de
Bernoulli de paramétre p. Déterminer P (Uy < --- < Up).

Indications. Trouver une relation entre P (U} < -+ < U,) et P(Uy < - < U, ).
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Exercice V.3.7 (x%). On lance n fléchettes sur un ballon. On note p la probabilité d’éclater le ballon.
Lorsque le ballon éclate, on s’arréte. On appelle alors N le nombre de fléchettes utilisées.

1. Donner la loi de N.
2. Donner la loi de N sachant que la ballon a éclaté.
Exercice V.3.8 (Loi hypergéométrique, xx). On tire n boules sans remise dans une urne contenant

r boules rouges et b boules bleues. Les boules sont numérotées de 1 a (r +b), les boules rouges portant
les numéros de 1 a r et les bleues les numéros de (r + 1) da (r +b).

1. Déterminer la loi de la variable X égale au nombre de boules rouges obtenues.
On dit que X suit une loi hypergéométrique.

2. Soit X; la variable aléatoire égale a 1 si la i-ieme boule rouge est dans le tirage, 0 sinon. Que
représente X1 +---+ X, ?

3. Calculer l’espérance et la variance de X.
On note p = TLH) la proportion de boules rouges et N = r+b. On note désormais Xy a la place de X.
4. On fize k € {0,...,n}. Montrer que P (XN = k) o P(Y =k), ouY suit une loi binomiale
—+00
de paramétres n, p.
On dit que (XN)yen- converge en loi vers Y.
Exercice V.3.9 (xx). Un groupe de n personnes doit étre réparti entre trois hotels J4, 3 et A3 ;
la répartition se fait aléatoirement. On note X; le nombre de personnes dans l’hdtel FE.
1. Donner la loi de X1 puis de X1 + Xo.
2. En déduire cov (X1, X2) puis déterminer E (X1X3).
3. Donner la loi du couple (X1, X2).
4. A partir de la, retrouver les lois marginales de X1 et Xo.
Exercice V.3.10 (Marche aléatoire sur Z, xx). Soit (Xp), oy« une suite de variables aléatoires indé-
pendantes de loi uniforme sur {—1,1}. Pour n € N, on pose S, = > p_1 X.
1. Pour n € N, déterminer P (S, =0) (c’est la probabilité que la marche aléatoire retourne a
lorigine a linstant n).
2. On rappelle la formule de Stirling : n! ~ +/2mn (%)n Donner un équivalent de P (So, = 0)
lorsque n — +o00.

Exercice V.3.11 (xx). On choisit aléatoirement une permutation o dans &,. On note X le cardinal
de lorbite de 1 sous l'action de o. Donner la loi de X.

Exercice V.3.12 (x*). On munit &,, de la probabilité uniforme, et on note C la variable aléatoire
égale au mombre d’orbites d’une permutation. On note :

QC:tERI—>E(tC).
Déterminer Go (k) pour k € N*.

Indications. Remarquer que k¢ est le cardinal de I’ensemble des fonctions {1,...,n} — {1,..., k}
constantes sur chacun des C' cycles de la permutation étudiée.

Exercice V.3.13 (Inégalités de Markov et de Bienaymé-Tchebychev, xx). Soit X une variable aléa-
toire réelle (a image finie).

1. Montrer que VA € R, P(X > A) < %X).

2. Montrer que VA€ R, P(|X —E(X)| > A) < ng).

Exercice V.3.14 (Mines '16, xx). Soit n € N*. On considére n urnes ,...,%,. Pour k €
{1,...,n}, Uurne %; contient k boules numérotées de 1 a k. On choisit, en toute indépendance et
uniformité, une urne, puis une boule dans cette urne. La variable X indique le numéro de l'urne
choisie, et la variable Y le numéro de la boule.
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1. Donner la loi du couple (X,Y).
2. Calculer E(Y).

Exercice V.3.15 (Coefficient de corrélation, x * x). Soit (Q,P (2),P) un espace probabilisé. Soit
X et'Y des variables aléatoires réelles définies sur Q d’écart type non nul. On appelle coefficient de
corrélation linéaire de X et'Y le réel :

cov(X,Y)

PXY) = Re )

1. Montrer que le coefficient de corrélation est toujours compris dans [—1,1] et donner une condi-
tion nécessaire et suffisante pour qu’il soit égal a 1 en valeur absolue.

2. Dans la suite, P est la probabilité uniforme, et on va donner une interprétation algébrique du
résultat précédent.

a. Montrer que l’ensemble E des variables aléatoires réelles définies sur 2 muni de la forme
bilinéaire (- | -) défini par (X | Y) = E(XY) est un espace euclidien.

b. On note C le sous-espace vectoriel Vect(1) dans E. Si X € E, quel est le projeté orthogonal
de X sur C et quelle est la distance de X a C ?

c. Si X € E est une variable aléatoire qui n’est pas presque-surement constante, et si Y € E

est quelconque, déterminer le projeté orthogonal de Y sur Vect(1, X) et la distance de Y a
Vect(1, X). Quel résultat a-t-on redémontré dans ce cas particulier ?

Exercice V.3.16 (Un exemple de méthode probabiliste, x x x). Soit E un espace euclidien, soit
(V1y...,0,) € E™ t.q. Vi € {1,...,n}, ||vi]| < 1. Soit (p1,...,pn) € [0,1]". On pose Xi,..., X, des
variables aléatoires indépendantes suivant des lois de Bernoulli de parametres respectifs p1,...,pn, €t :

2
Y:

> (Xi—pi) v
i=1

1. Montrer que E(Y) < §.
2. En déduire qu’il existe (wi,...,wy) € {0,1}" t.q. ||Xoieg wivi — >y pivi|| < @

Exercice V.3.17 (x x ). Soit 0 < p < p' < 1, n € N*. Soit X ~ B(n,p), X' ~ B(n,p’). Pour
k€ {0,...,n}, comparer P(X = k) et P(X = k).

Indications. Trouver deux variables aléatoires Y et Y/ t.q. Y ~ X, Y  ~ X' et Y/ > Y. Le faire
d’abord dans le cas n = 1, puis généraliser par récurrence.

Exercice V.3.18 (Mines '16, x x x). Soit (2, T,P) un espace probabilisé et Ai,..., A, des évé-
nements indépendants. Montrer que la probabilité qu’aucun des A; ne soit réalisé est majorée par
exp (— 22iz; P (4i)).

Indications. Considérer les variables aléatoires X; = 1 4, et calculer E ([]7; (1 — Xj)).

1=1

Exercice V.3.19 (Ulm '17, x x %). Soit (X;,),cn- une suite de variables aléatoires i.i.d. d valeurs
dans N suivant toutes la loi d’une variable aléatoire X . Pour n € N*, on pose :

R, = [{X1,..., Xu}|.
Montrer que E (Ry,) = o(n).

Indications. Utiliser la formule du crible pour réécrire R, = |Up—; {Xr}| comme une somme et
utiliser la convexité de ¢t — (1 — ).
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