ALGEBRE 1

Cours de Sandra Rozensztajn
Notes de Alexis Marchand

ENS de Lyon
S1 2017-2018
Niveau L3

Table des matieres

1 Relations d’équivalence et quotients 2
1.1 Généralités . . . . . . . 2
1.2 Quotients d’espaces vectoriels . . . . . . . ..o 3

2 Formes linéaires et dualité 4
2.1 Formes linéaires et hyperplans . . . . . . . . . . . ... L 4
2.2 Espacedual et bidual . . . . . . . . ... 4
2.3 Transposée d'une application linéaire . . . . . . . . . . . .. ... .. ... ... 5)
2.4 Sommes directes . . . . . ... 5
2.5 Orthogonalité . . . . . . . . . . . 6

3 Formes bilinéaires 7
3.1 Applications multilinéaires . . . . . . . . ... L 7
3.2 Formes bilinéaires . . . . . . . . . .. 7
3.3 Formes bilinéaires et dualité . . . . . . . . . ... Lo 8
3.4 Orthogonalité . . . . . . . . .. . 8
3.5 Formes symétriques, alternées et antisymétriques . . . . . . . .. ... ... L. 9

4 Formes quadratiques 9
4.1 Généralités . . . . . . 10
4.2 Matrice d'une forme quadratique . . . . . . .. ... 10
4.3 Discriminant d'une forme quadratique . . . . . .. .. ... Lo 11
4.4 Orthogonalité . . . . . . . . .. . 11
4.5 Adjoint d'un endomorphisme . . . . . ... Lo 11
4.6 Cone isotrope d’'une forme quadratique . . . . . . . . . ... ... .. 12
4.7 Bases orthogonales . . . . . . . Lo 12
4.8 Méthode de GauBl . . . . . . . . . . 13
4.9 Classification des formes quadratiques sur Ret C . . . . . . ... .. ... ... ... 13

5 Produit tensoriel d’espaces vectoriels de dimension finie 14
5.1 Généralités . . . . . . 15
5.2 Morphismes . . . . .. 16
5.3 Quelques isomorphismes canoniques . . . . . . . .. ... 16



6 Groupes 16

6.1 Généralités . . . . . . e 16
6.2 Classes définies par un sous-groupe . . . . . . . . . ... e e 17
6.3 Sous-groupes distingués . . . . . . ... 18
6.4 Groupes quotients . . . . . . . .. 19
6.5 Actions de groupes . . . . .. .. 19
6.6 Formule des classes . . . . . . . . . . . 21
6.7 Le cas des p-groupes . . . . . ... 21
6.8 Les théoremes de Sylow . . . . . . . . . .. 22
6.9 Le groupe symétrique . . . . . . . ... 23
7 Représentations linéaires des groupes finis 25
7.1 Généralités . . . . .. 25
7.2 Constructions de représentations . . . . . . . . . ... ..o 25
7.3 Sous-espaces stables. . . . . . .. 26
7.4 Morphismes de représentations . . . . . . . . . ..o 26
7.5 Sous-espaces stables et supplémentaires . . . . . .. ..o 27
7.6 Représentations irréductibles . . . . . . . ... oo 28
7.7 Caractere d'une représentation . . . . . . . . . ... 29
7.8 Interlude — Espaces hermitiens . . . . . . . . . . . ... L 30
7.9 Fonctions centrales . . . . . . . .. 31
7.10 Table des caractéres . . . . . . . . L 33
8 Groupes linéaires 34
8.1 Généralités . . . . . . 34
8.2 Transvections . . . . . . . . . . e 34
8.3 Dilatations . . . . . . . . 35
8.4 Opérations élémentaires sur les lignes et les colonnes . . . . . . .. .. ... .. ... 35
8.5 Générateurs des groupes linéaires . . . . . . .. ... L 36
8.6 Sous-groupes et quotients des groupes linéaires . . . . . . . . ... ... L. 36
8.7 Groupes projectifs linéaires . . . . . . . . ..o Lo 37
9 Groupes orthogonaux 37
9.1 Généralités . . . . . . e 37
9.2 Aspect matriciel . . . . . ..o 37
9.3 Décomposition polaire . . . . . . . . 38
9.4 Symétries, réflexions et renversements . . . . . ... Lo 38
9.5 Générateurs des groupes orthogonaux . . . . . . .. ... L oL 39
9.6 Sous-groupes des groupes orthogonaux . . . . . . . . . ... ... 39
9.7 Groupes projectifs orthogonaux . . . . . . ... ... L 39

1 Relations d’équivalence et quotients

1.1 Généralités

Définition 1.1.1 (Relation). Une relation sur un ensemble X est une partie R de X x X. On notera
TRy plutdt que (x,y) € R.

Définition 1.1.2 (Relation d’équivalence). On dit qu’'une relation R sur un ensemble X est d’équi-
valence lorsque les trois conditions suivantes sont vérifiées :

(i) Réflexivité : Vo € X, zRx.
(ii) Symétrie : V(z,y) € E?, (zRy = yRx).



(iii) Transitivité : V(x,y,2) € E3, (zRy et yRz = zRz2).

Définition 1.1.3 (Classe d’équivalence). Soit R une relation d’équivalence sur un ensemble X et x €
X. On appelle classe d’équivalence de x l’ensemble noté Cl(z) et défini par Cl(z) = {y € X, yRz}.
Ona :

Y(z,y) € X?, 2Ry <= Cl(x) = Cl(y).
Pour C C X, on dit que C' est une classe d’équivalence pour R lorsque 3z € X, C = Cl(x). Tout

élément x € C' est alors appelé représentant de la classe C'.

Définition 1.1.4 (Partition). Si X est un ensemble, une partition de X est un ensemble de sous-
ensembles de X non vides, deux a deux disjoints, et de réunion égale a X.
Proposition 1.1.5. Soit X un ensemble.

(i) Soit R une relation d’équivalence sur X. Alors {Cl(x), x € X} est une partition de X .

(ii) Réciproquement, si B C P(X) est une partition de X, alors la relation R définie par

V(z,y) € X? 1Ry += 3C P, 2€C et ye O)
est une relation d’équivalence dont les éléments de*3 sont exactement les classes d’équivalence.

Définition 1.1.6 (Quotient). Soit R une relation d’équivalence sur un ensemble X. On appelle
quotient de X par R, noté X/R, l’ensemble des classes d’équivalence pour R. On appelle projection
canonique [’application surjective

X — X/R
x+— Cl(z)
Théoréme 1.1.7 (Théoreme de factorisation ensembliste). Soit R une relation d’équivalence sur

un ensemble X, m : X — X/R la projection canonique. Soit Y un ensemble et f : X — Y wune
application. S’ équivalent :

() Y(z,y) € X%, 2Ry = f(z) = f(y)-
(ii) f se factorise par m, i.e. il existe g: X/R =Y t.q. f=gom.

Si ces conditions sont vérifiées, alors la factorisation est unique.

1.2 Quotients d’espaces vectoriels

Notation 1.2.1. Dans toute la suite, k est un corps fixé et E,V,W sont des k-espaces vectoriels.

Définition 1.2.2 (Quotient d’espaces vectoriels). Soit F' un sous-espace vectoriel de E. On définit
une relation Rp sur E par :

Y(z,y) € B? tRpy <= (x —y) € F.

Alors R est d’équivalence et vérifie les propriétés suivantes :
(i) V(z,2',y,y) € EY, (zRry et ¥'Rpy) = (z+2')Rr (y + V),
(i) Y(z,y) € E*, VA € k, 2Rry = (\z) Rr (\y).

Le quotient E/Rp est noté E/F.

Théoréme 1.2.3. Soit F' un sous-espace vectoriel de E. Alors il existe une unique structure de
k-espace vectoriel sur E/F t.q. la projection canonique m : B — E/F est une application linéaire.
Dans la suite, E/F sera muni de cette structure.

Proposition 1.2.4. Soit F' un sous-espace vectoriel de E. Soit w : E — E/F la projection canonique.

(i) 7 est surjective et Kerm = F.



(ii) Si S est un supplémentaire de F' dans E (i.e. E = F @® S), alors mg : S — E/F est un
isomorphisme d’espaces vectoriels.

Corollaire 1.2.5. Si E est de dimension finie et F' est un sous-espace vectoriel de E alors E/F est
de dimension finie, et dim (E/F) = dim E — dim F.

Proposition 1.2.6. Soit F' un sous-espace vectoriel de E. On note G(E/F) l’ensemble des sous-
espaces vectoriels de E/F et Gr(FE) l'ensemble des sous-espaces vectoriels de E contenant F'. Alors
l'application
o . [9E/F) — Gr(E)

' H v+ 7 '(H)

est une bijection, ou 7 : E — E/F est la projection canonique.

Théoréme 1.2.7 (Théoreme de factorisation linéaire). Soit F' un sous-espace vectoriel de E, w :
E — E/F la projection canonique. Soit f : E — V une application linéaire. S’équivalent :

(i) F C Ker f.

(ii) f se factorise linéairement par 7, i.e. il existe g : E/F — V linéaire t.q. f = go.

Si ces conditions sont vérifiées, alors la factorisation est unique.

2 Formes linéaires et dualité

Notation 2.0.1. Dans toute la suite, E,V,W sont des k-espaces vectoriels.

2.1 Formes linéaires et hyperplans

Définition 2.1.1 (Forme linéaire, hyperplan).
(i) On appelle forme linéaire sur E toute application linéaire de E dans k.
(ii) On appelle hyperplan de E tout sous-espace vectoriel H de E t.q. il existe x € E\{0} avec
E=H® k.
Proposition 2.1.2. Soit H un sous-espace vectoriel de E. S’équivalent :
(i) H est un hyperplan.
(ii) Il existe une forme linéaire non nulle u sur E t.q. H = Ker p.

De plus, toutes les formes linéaires de noyau H sont colinéaires.

2.2 Espace dual et bidual

Définition 2.2.1 (Espace dual). On appelle espace dual de E, noté E*, l’espace vectoriel des formes
linéaires sur E.

Proposition 2.2.2. Soit (e;),.; une base de E. Alors pour toute famille (a;),., d’éléments de k,
il existe un unique p, € E* t.q. Yi € I, p,(e;) = a;. On définit ainsi un isomorphisme d’espaces
vectoriels entre E* et k!,

Remarque 2.2.3. Dans le cas ou E est Uespace k) des familles presque nulles indexées par I, on
obtient l'isomorphisme suivant :
(KDY =~ k",

Corollaire 2.2.4. Si E est de dimension finie, alors E* est aussi de dimension finie, et on a :

dim B* = dim E.



Remarque 2.2.5. Désormais, E, V et W sont de dimension finie.

Définition 2.2.6 (Base duale). Soit e = (ey,...,e,) une base de E. On pose e* = (e3,...,ek), avec :
V(i,5) € [1,n]?, ef (¢j) = dy;.

Alors e* est une base de E*, dite base duale de e.

Définition 2.2.7 (Espace bidual). On appelle espace bidual de E ’espace E** = (E*)".

Proposition 2.2.8. On consideére :

E — E*
L Er—k
T+—>evy !
p— p(x)

Alors v est un isomorphisme d’espaces vectoriels (car E est de dimension finie). Cet isomorphisme
sera dit canonique.

Proposition 2.2.9. Soit 8 une base de E. On appelle B* la base duale de 5 (c’est une base de E*) et
B** la base duale de 3* (c’est une base de E**). Alors, f* = (), ot : E — E** est l’isomorphisme
canonique.

2.3 Transposée d’une application linéaire

Définition 2.3.1 (Transposée). Soit u : E — V une application linéaire. On définit la transposée
de u par :
. |V — ET
U :
W pou
C’est une application linéaire.
Proposition 2.3.2. Soitu: E —V etv:V — W deux applications linéaires. Alors :

t

(wou)="uoM.

Proposition 2.3.3. Soit g et By des bases respectives de E et V. Soit u : E — V une application
linéaire. Alors :
My gy (0) = (Mp, 5, (w)).

Proposition 2.3.4. Soit w : E — V wune application linéaire. Alors u et (') coincident via les
isomorphismes canoniques entre E et E** et entre V' et V**.

2.4 Sommes directes

Proposition 2.4.1. Soit E1, ..., E, des k-espaces vectoriels. Alors 'application

=1 =1

A— (Ag,)

1<i<n

est un isomorphisme, dit canonique.



2.5 Orthogonalité
Définition 2.5.1 (Orthogonal). Si A C E, on pose :
At ={pucE* Ve c A pulx)=0y={uec E*, ACKerpu}.
On dit que A+ est I'orthogonal de A.
Proposition 2.5.2. Soit F' un sous-espace vectoriel de E. Alors 'application

(E/F)" — F*
r — (z)

Y

oum:E — E/F estla projection canonique, est un isomorphisme, dit canonique.

Corollaire 2.5.3. Soit F' un sous-espace vectoriel de E. Alors :
dim F + dim F* = dim E.

Proposition 2.5.4.
(i) Si AC B C E, alors B C A+ C E*.
(ii) Pour tout A C E, At = Vect(A)*L.

Proposition 2.5.5. Soit F' et G deux sous-espaces vectoriels de E.
(i) (F+G)" = FLNG*E (et cette égalité reste vraie en dimension infinie).
(ii) (FNG)" = F++ Gt (mais cette égalité est fausse en dimension infinie).

Définition 2.5.6. Soit A C E*. On définit :
Al ={z e E,Vuec A, ux)=0}={zc E, AC Kerev,}.

Proposition 2.5.7. Soit A C E*. En notant « : E — E** l’isomorphisme canonique, on a t (AT> =

AL, Par la suite, on oubliera donc la notation AT et on identifiera A+ a un sous-espace vectoriel de

E.

Proposition 2.5.8.

(i) Si F est un sous-espace vectoriel de E, alors F++ = F.

(ii) Si A C E, alors At = Vect(A).

Théoréme 2.5.9. On note G(E) (resp. G (E*)) l'ensemble des sous-espaces vectoriels de E (resp.
de E*). Alors Uapplication

g(E) — G (E7)

Fr—— Ft

est une bijection qui envoie les sous-espaces vectoriels de E de dimension d sur les sous-espaces
vectoriels de E* de dimension (dim E — d).

Théoréme 2.5.10. Soit u : E — V une application linéaire. Alors :
Ker (tu) = (Imu)™ et Im (tu) = (Keru)"
Corollaire 2.5.11. Soit v : E — V une application linéaire. Alors :
rgu =rg (tu) :
Corollaire 2.5.12. Soit (n,p) € (N*)?. Alors VA € ML, (k), rg A = rg (‘A).
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3 Formes bilinéaires

Notation 3.0.1. On fite n e N*, E, F, G, Ey, ..., E, des k-espaces vectoriels de dimension finie.

3.1 Applications multilinéaires

Définition 3.1.1 (Application multilinéaire). On dit qu’une application f : Ey X --- X E, — F est
n-linéaire lorsque pour tout i € [1,n] et pour tout (z1,...,2; 1, Tiy1,-.-,%n) € F1 X -+ X E;_1 X
Eiy1 X -+ x E,, Uapplication x € E; — f(x1,...,Ti_1,T,Tix1,...,T,) € F est linéaire. On note
n-Lin (Ey, ..., E,, F) lespace vectoriel des applications n-linéaires Ey X --- X E, — F. Sin = 2,
on parle d’applications bilinéaires, et on note Bil (Fy, Fy, F') = 2-Lin (E, Ey, F). Si F =k, on parle
de formes n-linéaires ou bilinéaires. On pourra noter n-Lin (E\,..., E,) = n-Lin(E, ..., E,, k) et
Bil (B, By) = Bil (Ey, Bs, k).

Exemple 3.1.2.

Eyx---xE, —k

1) Soit (py, ..., up) € ¥ x---x E*. Alors Uapplication est
() (:U’7 nu) 1 n pp

(21, n) > pi1 (21) -+ ph ()
une forme n-linéaire.

AxA— A

(ii) Si A est une k-algébre, alors l'application est bilinéaire.
(a,b) — ab
iii application est une forme bilinéaire appelée crochet de dualité.
(iii) L’applicat t f bil [ het de dualit
(2 1) —> plx)

(iv) Si E = k™, alors det : E™ — k est n-linéaire.

3.2 Formes bilinéaires

Proposition 3.2.1. Soit (e;) (fj)jGJ des bases respectives de E et F. Alors l'application

iel’
Bil (E,F,G) — G/
u— (u (e, fj))(i,j)eIxJ
est un isomorphisme d’espaces vectoriels. En particulier :
dimBil (£, F,G) = (dim F) (dim F') (dim G) .
Corollaire 3.2.2. dimBil (E, F) = (dim F) (dim F').

Définition 3.2.3 (Matrice d’une forme bilinéaire). Soit Sr = (€:),c;c, , Br = (fi),<;<, des bases
respectives de E et F'. Pour ¢ € Bil(E, F'), on appelle matrice de ¢ dans les bases Sg, fr la matrice
sutvante :

M5 (0) = (¢ (€5, ej))%gi.gn eM,, (k).

<ISp

Si E =F et g = Br, on notera Mg, (¢) = Mgy 3,(0).

Proposition 3.2.4. Soit g = (€),¢c,,Br = ([fj)1<j<, des bases respectives de E et F. Soit
¢ € Bil(E, F). Alors Mg, s,(¢) est l'unique matrice A € M, , (k) t.q.

X = MﬁE(x)
Y = MﬁF(y)

Proposition 3.2.5. Soit B, f) deux bases de E, P, By deuzr bases de F. Soit Pp € GL,(k) la
matrice de passage de Bg d [, soit Pp € GL,(k) la matrice de passage de fr a (. Alors :

M, 5. (0) = PpMey p,.(0) Pr.

Définition 3.2.6 (Rang d’une forme bilinéaire). Soit ¢ € Bil(E, F'). On appelle rang de ¢ le rang
de la matrice Mg, . (9), ot Pg, Br sont des bases quelconques de E et F. D’aprés la proposition
3.2.5, cette définition ne dépend pas du choix de g, BF.

V(x,y) € EX F, ¢(z,y) = 'XAY avec {

7



3.3 Formes bilinéaires et dualité

Définition 3.3.1. Soit ¢ € Bil(E, F). On définit deux applications linéaires {, € L (E,F*) et
ro € L(F,E*) par :
F— FE*

Proposition 3.3.2. Les applications suivantes sont des isomorphismes d’espaces vectoriels :

E— F*

ly:

et 7’(;52‘

Bil(E, F) — L (E, F*)
gb — qu

Bil(E, F) —s L (F, E*)

t R:
¢ gbl—)?"¢

Remarque 3.3.3. On aVu € L(E,F*), Ro L™ (u) = .
Proposition 3.3.4. Soit B, Br des bases respectives de E et F. Soit ¢ € Bil(E, F). Alors :

Meppe(9) = Magp () et (Mpppp(0)) = Mp s, ().
Corollaire 3.3.5. Pour ¢ € Bil(E, F), r1g ¢ =rgly =g 7.

Exemple 3.3.6. Si ¢ € Bil (E, E*) est le crochet de dualité, alors {, € L (E, E**) est l'isomorphisme
canonique et 1y = idg-.
Définition 3.3.7 (Forme bilinéaire non dégénérée). Soit ¢ € Bil(E, F'). S’équivalent :
(i) Il existe B, Br bases de E, F t.q. Mg, p.(¢) est inversible.
(ii) Pour tous fg, fr bases de E, F, Mg, s,.(¢) est inversible.
(iii) ¢4 est un isomorphisme.
(iv) 74 est un isomorphisme.

Si ces conditions sont vérifiées, on dit que ¢ est une forme bilinéaire non dégénérée.
Remarque 3.3.8. Pour que ¢ € Bil(E, F') soit non dégénérée, il est nécessaire que dim E = dim F.
Exemple 3.3.9. Le crochet de dualité est une forme bilinéaire non dégénérée.

Proposition 3.3.10. Soit ¢ € Bil(E, F). On note E' = E/Kerly et ' = F/Kerry, et on pose mg
et T les projections canoniques respectives associées a ces deux quotients. Alors il existe une unique
¢ € Bil (E', F') vérifiant :

V(z,y) € Ex F, ¢ (1p(x), 7r(y)) = d(z,y).
De plus, ¢’ est non dégénérée.
Notation 3.3.11. On notera Bil(E) = Bil(F, E) = Bil(E, E, k).
Bil(E) — L(E, E")

Proposition 3.3.12. L’isomorphisme s ’ fait correspondre les formes bilinéaires
— ¢

non dégénérées avec les isomorphismes de E dans E*.

3.4 Orthogonalité

Définition 3.4.1 (Orthogonal). Soit ¢ € Bil(E, F).
(i) PourV C E, on note V+ ={y € F, Vo € V, ¢(z,y) = 0}.
(ii) Pour W C F, on note W+ ={z € E, Vy € W, ¢(x,y) = 0}.

Remarque 3.4.2. Si ¢ € Bil (E, E*) est le crochet de dualité, on retrouve la notion d’orthogonalité
de la définition 2.5.1.



Proposition 3.4.3. Soit ¢ € Bil(E, F).

(i) Pour VC E, on a Vt =10,(V)*, ou V* est compris au sens de la définition 3.4.1 et £y(V)*
est compris au sens de la définition 2.5.1.

(ii) Pour W C F, on a W+ = rgy(W)*t, ou W+ est compris au sens de la définition 3.4.1 et
ro(W)*t est compris au sens de la définition 2.5.1.
Proposition 3.4.4. Soit ¢ € Bil(E, F).
(i) Pour V sous-espace vectoriel de E, on a dimV +dim V+ > dim F, avec égalité dés que ¢ est
non dégénérée.
(ii) Pour W sous-espace vectoriel de F', on a dim W + dim W+ > dim E, avec égalité dés que ¢

est mon dégénérée.

Corollaire 3.4.5. Soit ¢ € Bil(E, F). On suppose ¢ non dégénérée. Alors, pour V sous-espace
vectoriel de E, on a V = F <= V+ ={0p} et V ={0p} <= V+ =F.

3.5 Formes symétriques, alternées et antisymétriques

Définition 3.5.1 (Formes symétriques, alternées et antisymétriques). Soit ¢ € Bil(F).
(i) On dit que ¢ est symétrique lorsque V(x,y) € E?, ¢(x,y) = ¢y, x).
(ii) On dit que ¢ est antisymétrique lorsque V(x,y) € E?, ¢(x,y) = —¢(y, z).
(iii) On dit que ¢ est alternée lorsque Vo € E, ¢(z,x) = 0.

Proposition 3.5.2. Soit ¢ € Bil(E).
(i) ¢ est symétrique <= Ly =14 <= Uy = ly <> ry =14.
(ii) ¢ est antisymétrique <= Ly = —ry <= Uy = —ly <= ry = —1y.
Corollaire 3.5.3. Soit ¢ € Bil(E). Si ¢ est symétrique ou antisymétrique, la notation V*, pour

V C FE, n'est pas ambigué : elle ne dépend pas du fait de voir V. comme partie du “premier” ou du
“second” E.

Proposition 3.5.4. Toute forme bilinéaire alternée est antisymétrique. De plus, si cark # 2, alors
la réciproque est vraie.
Proposition 3.5.5. Soit ¢ € Bil(E), Sg une base de E.

(i) ¢ est symétrique <= Mg, (¢) est symétrique.

(i) ¢ est antisymétrique <= Mg, (p) est antisymétrique.

(iii) ¢ est alternée <= Mg, (¢) est antisymétrique avec des zéros sur la diagonale.

Définition 3.5.6.
(i) On note S(E) C Bil(E) lespace des formes bilinéaires symétriques.
(ii) On note A(F) C Bil(E) l’espace des formes bilinéaires alternées.

Proposition 3.5.7. On note n = dim F.

(i) dim S(E) = " et dim A(E) = "1,

(i) Sicark # 2, alors Bil(E) = S(F) & A(E).

4 Formes quadratiques

Notation 4.0.1. Dans la suite, on suppose que car k # 2, et on note E, E' deux k-espaces vectoriels
de dimension finie.



4.1 Généralités

Définition 4.1.1 (Forme quadratique). On appelle forme quadratique sur E toute application q :
E — k t.q. il existe ¢ € Bil(E) t.q.

Ve e B, q(x) = ¢(x, x).

On dit alors que q est la forme quadratique associée a ¢. On note Q(E) ’espace vectoriel des formes
quadratiques sur F.

Proposition 4.1.2. On consideére :
Bil(E) — Q(F)
D E—k
¢ —
x — ¢(x,x)

Alors p est linéaire, surjective et Kerp = A(E).
Corollaire 4.1.3. Q(F) ~ Bil(E)/A(E) ~ S(FE).
Définition 4.1.4 (Forme polaire). On appelle forme polaire de ¢ € Q(FE) "unique forme bilinéaire

symétrique ¢ t.q. q est associée a ¢. On a :

V(z,y) € E?, ¢(x,y) = = (q(x +y) — gz —y)) .

A

Définition 4.1.5 (Rang d’une forme quadratique). Etant donné une forme quadratique q € Q(E),
on appelle rang de q le rang de la forme polaire de q. On dit que q est non dégénérée si sa forme
polaire est non dégénérée.

Proposition 4.1.6. Soit F' un sous-espace vectoriel de E et ¢ € Q(E). Alors qp est une forme
quadratique, dont la forme polaire est ¢ipxp, ou ¢ est la forme polaire de q.

Proposition 4.1.7. Soit = (e1,...,e,) une base de E. Soit q: E — k. On considére :

K" — k

(T1,. .., xn) —> q (ix@) '

i=1

fa:

Alors q est une forme quadratique ssi f, est un polyndme homogéne (i.e. dont tous les mondmes sont
de méme degré) de degré 2.

4.2 Matrice d’une forme quadratique

Définition 4.2.1 (Isomorphisme de formes quadratiques). Soit ¢ € Q (E), ¢ € Q (E'). On dit que
q et ¢’ sont isomorphes s’il existe un isomorphisme d’espaces vectoriels u : E — E' tel que ¢ = ¢’ ou.

Définition 4.2.2 (Matrice d’'une forme quadratique). Soit ¢ € Q(E), [ une base de E. On appelle
matrice de q dans la base [3, notée Mpg(q), la matrice de la forme polaire de q dans la base 3.

Remarque 4.2.3. Soit ¢ € Q(E), B une base de E. Alors Mg(q) est symétrique.

Proposition 4.2.4. Soit ¢ € Q(E), B et ' deux bases de E, P la matrice de passage de B a (.
Alors :
M (q) ="PM;s(q)P.

Définition 4.2.5 (Matrices congruentes). On dit que deux matrices A, A’ € M, (k) sont congruentes
lorsque :

3P € GL,(k), A’ ='PAP.

Proposition 4.2.6. Soit ¢,q' € Q(FE), § une base de E. Alors q et ¢’ sont isomorphes ssi Mg(q) et
Mg (¢') sont congruentes.
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4.3 Discriminant d’une forme quadratique

Définition 4.3.1 (Discriminant d’une forme quadratique dans une base). Pour ¢ € Q(F) et 3 base
de E, on définit le discriminant de ¢ dans la base [ par :

discg(q) = det Mg(q).

Définition 4.3.2 (Discriminant d’une forme quadratique). Pour g € Q(FE), on appelle discriminant
de q, noté discq, la classe de discs(q) dans k) ~ (ot ~ est définie par : ¥V(z,y) € k*, v ~ y <
Jde € k*, x = cPy), ou 3 est n’importe quelle base de E.

Proposition 4.3.3.
(i) Une forme quadratique est non dégénérée ssi son discriminant est non nul.

(ii) Deuz formes quadratiques isomorphes ont le méme discriminant.

4.4 Orthogonalité

Définition 4.4.1 (Orthogonal). Soit ¢ € Q(E), ¢ sa forme polaire. Pour A C E, on note At
l’orthogonal de A au sens des formes bilinéaires :

At ={z € E, Vac A, ¢(v,a) =0}.

Définition 4.4.2 (Noyau d’une forme quadratique). Soit ¢ € Q(E), ¢ sa forme polaire. On appelle
noyau de q le noyau de ¢ :
Kerg = Ker ly = Kerry = E*.

Proposition 4.4.3. Une forme quadratique est non dégénérée ssi son noyau est nul.

Remarque 4.4.4. Soit g une forme quadratique et F' un sous-espace vectoriel de . Alors FNKerq C
Ker g\, mais ce n'est pas forcément une égalité.

Proposition 4.4.5. Soit ¢ € Q(F) et F' un sous-espace vectoriel de E. Alors :
dim F + dim F* > dim F,
avec égalité ssi q est non dégénérée.

Remarque 4.4.6. Soit ¢ € Q(E) et F un sous-espace vectoriel de E. On peut avoir E D F + F*
meéme si q est non dégénérée.

Proposition 4.4.7. Soit ¢ € Q(F). On note E' = E/Kergq, et w la projection canonique associée.
Alors il existe une unique forme quadratique ¢ € Q (E') t.q. ¢ = ¢’ om. De plus, ¢' est non dégénérée.

Remarque 4.4.8. Soit ¢ € Q(E), E' = E/Kerq et ¢ € Q(E') définie comme ci-dessus. Alors, si
S est un supplémentaire de Ker q dans E, qis et ¢’ sont isomorphes.

4.5 Adjoint d’un endomorphisme

Définition 4.5.1 (Adjoint d'un endomorphisme). Soit ¢ € Q(E), ¢ sa forme polaire. Soit u € L(E).
Alors il existe un unique endomorphisme u* € L(FE) t.q.

V(z,y) € B, ¢ (u(x),y) = ¢ (v,u"(y)) .
On dit que u* est [’adjoint de wu.
L(E) — L(E)

Proposition 4.5.2. Soit g € Q(F). L’application .
U— U

est linéaire, bijective et involutive.

De plus ¥(u,v) € L(E)?, (vou)" =u*ov*.
Proposition 4.5.3. Soit ¢ € Q(E), u € L(E) et 5 une base de E. Alors :

M () = (Ma(q) Mp(u) Mps(q) ).

11



4.6 Cone isotrope d’une forme quadratique

Définition 4.6.1 (Cone isotrope). Soit ¢ € Q(E). On définit le cone isotrope de q par :
Clg) ={z € E, q(x) =0}.
Les éléments de C(q) sont appelés vecteurs isotropes. Si C(q) = {0}, on dit que q est anisotrope.

Proposition 4.6.2. Soit g € Q(F).
(i) Yz € C(q), YA € k, (\x) € C(q).

(ii) Kerq C C(q) mais on n'a pas nécessairement égalité (et C(q) n’est pas forcément un sous-espace
vectoriel de E).

4.7 Bases orthogonales

Définition 4.7.1 (Famille orthogonale). Soit ¢ € Q(FE), ¢ sa forme polaire. On dit qu’une famille
(2i);c; € E" est orthogonale lorsque :

V(i,j) € I, i # j = ¢ (xi,2;) = 0.
On appelle base orthogonale toute base de E qui est orthogonale.

Proposition 4.7.2. Soit ¢ € Q(E), B une base de E. Alors  est une base orthogonale ssi Mgz(q)
est diagonale.

Théoréme 4.7.3. Toute forme quadratique admet une base orthogonale.

Démonstration. Par récurrence sur n = dim E. Clair pour n = 1. Supposons le résultat vrai jusqu’a
(n—1) et soit ' un espace vectoriel de dimension n. Si ¢ = 0, toute base est orthogonale. Sinon, soit
e € Et.q.q(ey) #0.Onnote H = {e;}". Alors HN(ke1) = {0}. Et on a dim H+dim (ke;) > dim E,
d'ou E = H @ (kep). On conclut alors en appliquant ’hypothese de récurrence a H. O

Proposition 4.7.4. Soit ¢ € Q(F). Se donner une base orthogonale de E revient a se donner une
famille (p,...,pr) € (E*)" de formes linéaires sur E linéairement indépendantes et une famille
(a1,...,a,) € K" t.q.

Vo € E, q(z) =) aui(z)’.
i=1

Proposition 4.7.5. Soit ¢ € Q(FE). Soit (11, ..., 1n) € (E*)" une base de E* et (ay,...,a,) € k"
t.q. Vx € E, q(x) = X", a;ui(z)?. Alors :

(i) q est non dégénérée ssi Vi € [1,n], a; # 0.

(ii)
(iii) Kerq = Mi<icn {pi} "

a;#0

(iv) rgq = [{i € [1,n], a; # 0}].
Remarque 4.7.6. Soit q,¢' € Q(E), (p1, ..., pn), (A1,..., An) deux bases de E* et (ay,...,a,) € k™,
(bi,...,by) € k" t.q. Vo € E, q(z) = X0, ayus(z)? et ¢ (x) = X0, bhi(x)? SiVi € [1,n], a; = b;
alors q et ¢’ sont isomorphes. Réciproqguement, si q et ¢’ sont isomorphes, on peut trouver des bases

(f1y s pin) €t (Mg, ..., \,) de E* t.q. on ait les écritures ci-dessus avec ¥i € [1,n], a; = b;. Mais
I’isomorphisme de formes quadratiques n’est pas toujours aussi facile a vérifier.

disc q est la classe de []}_; a;.
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4.8 Méthode de Gaufl

Théoréme 4.8.1 (Méthode de GauBl). La méthode de Gaufl est un algorithme permettant, a partir
de ¢ € Q(F), de déterminer une base (p1,...,pu,) € (E*)" et une famille (aq,...,a,) € k" t.q.
Vi € E, q(z) = Y, aguil)?.

Démonstration. On se rameéne au cas ou F = k™, quitte a se donner une base de E. On procede
ensuite par récurrence sur n. Le résultat est clair pour n = 1. En supposant le résultat vrai jusqu’a

(n — 1), soit ¢ € Q (k). On se donne (a;),c;,,, (Bij)

1<i<j<n 00

Vo € k", = > wri+ > Byma;.

1<i<n 1<i<g<n

On distingue deux cas. Premier cas : 3i € [1,n], a; # 0. Par exemple, supposons «; # 0. Alors :

2

2
Vo € kn, q(x) =y |21+ T Z 5131’3 + Z Bijxixj ( Z 51]1‘]) .
a1 4

<g<n 2<i<j<n 2<j<n

() q' (z2,...,2n)

Ainsi, p1 € (k")" et ¢’ € Q (k"~1). On applique 'hypothése de récurrence a ¢, puis on conclut. Second
s : Vi € [1,n], a; = 0. On peut supposer ¢ # 0. Dans ce cas, il existe 1 < i < j < n t.q. f;; # 0.
Par exemple, supposons que (15 # 0. Alors :

Vo € kﬁn, q(x) = 512$1ZE2 + 2 Z BleBj +Zo Z 52j$j—|— Z Bijxixj

3<j<n 3<j<n 3i<j<sn
— ——
L1 (x3,...,Tn) La(z3,...,%n)
A1 () A2 ()

1 1
2512 IL’l‘l‘iLQ(Ig,...,l’n) IQ—‘—*Ll (l‘g,...,l’n)

Bi2 B2
+ Z Bijrit; — Ly (x3,...,2,) Lo (23,...,2,)
3<i<yj<n 6 12
q" (x3,...,xn)
2 2
A(x) + Az AM(x) — da(zx
gy | M R g A = Ae@)
2 2
—_— ———— [ S ——
) () p ()

Ainsi, py, ph € (k)" et ¢" € Q (k"~?). On applique 'hypothése de récurrence a ¢”, et on conclut. [

4.9 Classification des formes quadratiques sur R et C

Théoréme 4.9.1. Soit ¢ € Q (C"). On note r = rgq. Alors il existe des formes linéaires py, . .., ji
linéairement indépendantes t.q.

T
q= Z pi(x)?
i=1
De plus, deux formes quadratiques sur C" sont isomorphes ssi elles ont le méme rang.

Définition 4.9.2 (Formes positives, négatives). Soit ¢ € Q (R™).
(i) On dit que q est positive lorsque Yo € R™, q(x) > 0.
(ii) On dit que q est définie positive lorsque Vo € R™\{0}, q(z) > 0.
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(iii) On dit que q est négative lorsque VYx € R™, q(x) < 0.
(iv) On dit que q est définie négative lorsque Vo € R™\{0}, ¢(z) < 0.

Remarque 4.9.3. Si g € Q (R") est définie (positive ou négative) alors C(q) = {0}. En particulier,
Kerq = {0} donc q est non dégénérée.

Théoréme 4.9.4 (Loi d’inertie de Sylvester). Soit ¢ € Q (R"). Soit (r,s) € N? t.q. il existe des

formes linéaires piy, ..., s linéairement indépendantes t.q.
T ) r+s )
Vo e R", q(z) =) pi(x) — Y- pi(2)?,
i=1 i=r+1
Alors :

(i) r = max {,0 € N, JF sous-espace vectoriel de R", dim F' = p et qp est définie positz’ve}.

(ii) s = max {a € N, JF sous-espace vectoriel de R", dim F' = o et qp est définie négatz’ve}.
Démonstration. On compléte (1, . .., fi,4s) en une base (ug, ..., u,) de (R™)*. On note (eq, ..., €,)
la base préduale de (u1,...,u,) et on pose FT = Vect (ey,...,e.), F~ = Vect (e,41,...,6r15) €t
F? = Vect (€y4511,--.,6y). Alors R* = F* @ F~ @ F°. De plus, ¢p+ est définie positive et g p-

est définie négative, ce qui prouve les inégalités (<). Réciproquement, soit F, F” des sous-espaces
vectoriels de R" t.q. g et g sont respectivement définie positive et définie négative. Alors :

Fn(F-eF)=Fn(Fer)={0}
Ceci prouve que dim F' < r et dim F’ < s. D’ou les inégalités (>). O

Théoréme 4.9.5. Soit ¢ € Q (R"). Alors il existe un couple (r,s) € N? et des formes linéaires
[, - - fras linéairement indépendantes t.q.

T r+s
Ve e R, q(z) =Y wi(x)> — > i)’
i=1 i=r+1

Le couple (r,s) est uniquement déterminé par q ; il est appelé signature de q. Et deuz formes qua-
dratiques sont isomorphes ssi elles ont la méme signature.

Proposition 4.9.6. Soit ¢ € Q (R") une forme quadratique de signature (r,s). Alors :
(i) q est positive ssi s = 0.
(ii) q est définie positive ssi r = n.

(iii) q est négative ssi r = 0.

)
)
(iv) q est définie négative ssi s = n.
(V) rgg=r+s.

)

(vi) q est non dégénérée ssir+ s =n.

Corollaire 4.9.7. Soit ¢ € Q (R™). Alors C(q) = {0} ssi q est définie (positive ou négative).
5 Produit tensoriel d’espaces vectoriels de dimension finie

Notation 5.0.1. Dans la suite, k est un corps et tous les espaces vectoriels considérés sont sur k et
de dimension finie.
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5.1 Généralités

Définition 5.1.1 (Produit tensoriel d’espaces vectoriels). Soit E, F deux k-espaces vectoriels de
dimension finie. Soit (eq,...,e,) une base de E, (f1,..., fm) une base de F. On définit le produit
tensoriel de E et F' comme le couple (E ® F,bp ), ot E® F est un k-espace vectoriel de dimension
nm et bpp: E X F — E® F est une application bilinéaire t.q. (bg,r (e:, f;)) 1<i<n est une base de

1<jsm
E®F.

Théoréme 5.1.2. Soit E, F' deuz k-espaces vectoriels de dimension finie. Alors pour tout espace-
vectoriel G de dimension finie sur k, application

L(E®F,G) — Bil(E,F,G)

Ha fr— fobpr

est un isomorphisme d’espaces vectoriels.

Corollaire 5.1.3. Soit E, F deux k-espaces vectoriels de dimension finie. Soit M un k-espace
vectoriel de dimension finie et € Bil(E, F, M) t.q. le théoréme 5.1.2 reste vrai en remplagant
(E® F,bgr) par (M, 3). Alors il existe un unique isomorphisme ¢ : EQ F — M t.q. B = pobgp.
Ainsi, on peut identifier tous les couples (E ® F,bg ) construits avec différentes bases de E et F.

Corollaire 5.1.4. Soit E, F' deux k-espaces vectoriels de dimension finie. Alors :
dim(E® F) = (dim F) (dim F) .

Corollaire 5.1.5. Soit E, F deux k-espaces vectoriels de dimension finie. Alors les espaces (E @ F)*
et Bil(E, F') sont canoniquement isomorphes.

Définition 5.1.6 (Tenseurs simples). Soit E, F' deuz k-espaces vectoriels de dimension finie. Pour
(x,y) € Ex F, on notera x @y = bgp(r,y) € E® F. Les éléments de E ® F de la forme x ® y
seront appelés tenseurs simples.

Remarque 5.1.7. Soit E, F deuz k-espaces vectoriels de dimension finie. E ® F est engendré par
les tenseurs simples mais peut contenir d’autres éléments que les tenseurs simples.

Proposition 5.1.8. Soit E, F' deux k-espaces vectoriels de dimension finie. Alors L(E, F) et E*® F
sont canoniquement isomorphes.

Démonstration. On pose d’abord :

E*xF — L(E,F)
EFE— F

(b 9) = z — p(z)y

Alors ¢ € Bil(E*, F,L(E,F)). Soit donc v € L(E*® F,L(E,F)) t.q. ¥ = u o bgp. Montrons
que u est surjective. Soit (f1,..., f,) une base de F. Soit h € L(E, F). Pour i € [1,n], soit pu; =
h(fF) e E*. Alors Vo € E, h(z) =X ui(z) fi donc h = u (X1, i ® fi). Donc u est surjective. Et
dim L(E, F) = dim (E* ® F') donc u est un isomorphisme. O

Remarque 5.1.9. Soit E, F deux k-espaces vectoriels de dimension finie, et soit u : E* @ F —
L(E, F) lisomorphisme canonique. Alors pour tout t € E* ® F, rgu(t) est le nombre minimal de
tenseurs simples nécessaires dans une écriture de t comme somme de tenseurs simples.
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5.2 Morphismes

Proposition 5.2.1. Soit E,E', F, F' des k-espaces vectoriels de dimension finie, v € L (F,E"),
ve L(F,F). Alors il existe un unique élément noté (u®v) € L(F ® F,E' ® F') vérifiant :

V(z,y) € EXF, (u@v)(r®@y) = u(r) @v(y).

Proposition 5.2.2. Soit E, E',E", F, F', F" des k-espaces vectoriels de dimension finie. On consi-
déreuve L(E,E"),ve L(F,F'), v e L(E,E"), v € L(F',F"). Alors :

(W @v)o(uev)=(uou)® (v ov).
Corollaire 5.2.3. Soit E, E', F, F' des k-espaces vectoriels de dimension finie, w € L(E,E"), v €

L(F,F"). St u et v sont des isomorphismes, alors (u ® v) est aussi un isomorphisme.

5.3 Quelques isomorphismes canoniques

Proposition 5.3.1. Soit E, F,G trois k-espaces vectoriels de dimension finie. Alors il existe un
unique isomorphisme (dit canonique) u: (FE & F)® G — (F ® G) & (F ® G) vérifiant :

V(z,y,2) E EXF X G, u((z,y)®2)=(rQ2y®2).

Proposition 5.3.2. Soit E, F' deux k-espaces vectoriels de dimension finie. Alors il existe un unique
isomorphisme (dit canonique) u: E® F — F ® E vérifiant :

V(iz,zy) e EXFiu(z®y) =y .

Proposition 5.3.3. Soit E, F,G trois k-espaces vectoriels de dimension finie. Alors il existe un
unique isomorphisme (dit canonique) u: (E® F)® G — E ® (F ® G) vérifiant :

V(z,y,2) EEXFXxG u((z®y)®2) =22 (y® 2).

On pourra donc noter E® F @ G pour (E® F)® G ou E® (F® Q).

6 Groupes

6.1 Geénéralités
Définition 6.1.1 (Groupe). Un groupe est la donnée de (G, *,¢), ou G est un ensemble, *x : GX G —
G est une loi de composition interne, e € G, vérifiant :

(i) * est associative : V(a,b,c) € G, (a*b)xc=ax (bxc).

(ii) e est un élément neutre pour x :Va € G, axe =exa = a.

(iii) Tout élément de G est inversible : Ya € G, 3b € G, axb=bx*a = e.

Proposition 6.1.2. Soit G un groupe.
(i) L’élément neutre de G est unique.

(ii) L’inverse d’un élément a € G est unique ; on le note a™*.

Définition 6.1.3 (Groupe abélien). On dit qu’un groupe G est abélien (ou commutatif) lorsque
V(a,b) € G*, a*xb="b=*a.

Définition 6.1.4 (Ordre d'un groupe). Soit G un groupe. On appelle ordre de G le cardinal de G
(qui peut étre infini).

16



Définition 6.1.5 (Sous-groupe). Soit G un groupe et H C G. On dit que H est un sous-groupe de
G lorsque les propriétés suivantes sont vérifiées :

(i) e€ H.
(i) V(a,b) € H?, (axb) € H.
(iii) Ya € H, a™' € H.

Proposition 6.1.6. Soit G un groupe et H C G. Alors H est un sous-groupe de GG ssi les conditions
suivantes sont vérifiées :

(i) H # 2.
(i) V(a,b) € H*, (axb') € H.

Définition 6.1.7 (Sous-groupe engendré). Soit G un groupe et X C G. On appelle sous-groupe
engendré par X, et on note (X), le plus petit sous-groupe de G contenant X (il existe car une
intersection de sous-groupes de G est un sous-groupe de G ). On a :

(X)y=A{aj**x---*xa;", neN, (ay,...,a,) € X", (e1,...,e,) € {-1,1}"}.

n

Définition 6.1.8 (Groupe monogene). On dit qu’un groupe G' est monogene (ou cyclique) lorsque
dz € G, G = (z).

Définition 6.1.9 (Ordre d’'un élément). Soit G un groupe. Etant donné © € G, on appelle ordre de
x Uordre de (x) (qui peut étre infini).

Définition 6.1.10 (Morphisme de groupes). Soit G,G" deux groupes. On appelle morphisme de
groupes toute application f : G — G’ vérifiant :

(i) fle)=¢"

(ii) V(a,b) € G%, f(axb) = f(a) ' f(b).
Définition 6.1.11 (Isomorphisme de groupes). Soit G, G’ deux groupes, f : G — G’ un morphisme
de groupes. On dit que f est un isomorphisme lorsque f est bijectif. Si tel est le cas, alors f~=' est

aussi un morphisme de groupes (donc un isomorphisme). On dit alors que G et G’ sont isomorphes
et on note G ~ G'.

Définition 6.1.12 (Noyau et image). Soit G, G’ deux groupes, f : G — G’ un morphisme de groupes.
On définit :
Imf=f(G) et Kerf=f"({e}).
Proposition 6.1.13. Soit G, G’ deux groupes, f: G — G’ un morphisme de groupes. Alors Im [ et
Ker f sont des sous-groupes de respectivement G' et G. Et :
(i) f est surjective ssi Im f = G.
(ii) f est injective ssi Ker f = {e}.

6.2 Classes définies par un sous-groupe

Définition 6.2.1 (Classes a gauche). Soit G un groupe et H un sous-groupe de G. On définit une
relation ~gy sur G par :
V(z,y) € G? v~y <=y 'z € H.

Alors ~p est une relation d’équivalence. Et on pose G/H = G/ ~pg. Les éléments de G/H sont
appelés classes a gauche de G pour H. Etant donné x € G, la classe de x dans G/H est notée xH.

Remarque 6.2.2. On peut définir de méme les classes a droite pour un sous-groupe H de G, en
considérant la relation d’équivalence x ~y y <= xy~' € H. L’ensemble quotient est alors noté
H\G, ses éléments sont appelés classes a droite, et la classe d'un x € G est notée Hz.
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Définition 6.2.3 (Indice d'un sous-groupe). Soit G un groupe et H un sous-groupe de G. On appelle
indice de H dans G, et on note |G : H], le cardinal de G/H (qui peut étre infini).

Remarque 6.2.4. Soit G un groupe et H un sous-groupe de G. Alors G/H est fini ssi H\G est fini.
Si tel est le cas, alors |G/H| = |H\G)|.

Théoréme 6.2.5. Soit G un groupe et H un sous-groupe de G. Alors toutes les classes a gauche de
G pour H ont le méme cardinal.

Corollaire 6.2.6. Soit G un groupe et H un sous-groupe de G. St G est fini, alors :

G| = [H]-[G : H].
Corollaire 6.2.7 (Théoreme de Lagrange). Soit G un groupe et H un sous-groupe de G. Si G est
fini, alors |H| divise |G)|.

Corollaire 6.2.8. Soit G un groupe. Alors pour tout x € G, l'ordre de x divise [’ordre de G.

6.3 Sous-groupes distingués

Définition 6.3.1 (Sous-groupe distingué). Soit G un groupe et H un sous-groupe de G. S’équivalent :
(i) Ya € G, aH = Ha.
(ii) Va € G, aHa ' C H.
(iii) G/H = H\G.

On dit alors que H est un sous-groupe distingué (ou normal) de G.

Exemple 6.3.2. 5i G est un groupe abélien, alors tout sous-groupe de G est distingué.

Notation 6.3.3 (Commutateur). Soit G un groupe. Pour (z,y) € G?, on note [z,y| = zyx~ty~L.

Définition 6.3.4 (Groupe dérivé et centre). Soit G un groupe. On définit :
(i) Le groupe dérivé de G : D(G) = ({[z,y], (z,y) € G*}),
(ii) Le centre de G : Z(G) = {z € G, Yy € G, xy = yz}.

Proposition 6.3.5. Soit G un groupe. Alors D(G) et Z(G) sont des sous-groupes distingués de G.
De plus, tout sous-groupe de Z(QG) est distingué dans G.

Proposition 6.3.6. Soit G, G’ deux groupes, [ : G — G' un morphisme de groupes. Alors Ker [ est
un sous-groupe distingué de G.

Définition 6.3.7 (Normalisateur d’un sous-groupe). Soit G un groupe et H un sous-groupe de G.
On appelle normalisateur de H dans G [’ensemble :

Ng(H)={r € G, xH = Hx}.

Proposition 6.3.8. Soit G un groupe et H un sous-groupe de G. Alors Ng(H) est le plus grand
sous-groupe de G t.q. H est un sous-groupe distingué de Ng(H ). En particulier, H est distingué dans
G ssi G = Ng(H).

Définition 6.3.9 (Groupe simple). On dit qu’un groupe G est simple s’il n’a pas de sous-groupe
distingué non trivial (i.e. différent de {e} et G).
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6.4 Groupes quotients

Théoréme 6.4.1. Soit G un groupe et H un sous-groupe distingué de G. Alors il existe une unique
structure de groupe sur G/H t.q. la projection canonique 7w : G — G /H est un morphisme de groupes.
On a alors H = Ker .

Corollaire 6.4.2. Soit G un groupe et H un sous-groupe de G. Alors H est distingué ssi il existe
un groupe G’ et un morphisme f: G — G’ t.q. H = Ker f.

Proposition 6.4.3. Soit G un groupe. Alors G/D(G) est un groupe abélien, et D(G) est le plus petit
sous-groupe distingué de G vérifiant cette propriété.

Proposition 6.4.4. Soit G un groupe et H un sous-groupe distingué de G. On note I' (G/H) l'en-
semble des sous-groupes de G/H et I'y(G) l'ensemble des sous-groupes de G contenant H. Alors
Uapplication
o [T(G/H) — Ty(G)

' K+— 7 Y(K)
est une bijection, ou m: G — G/H est la projection canonique.

Théoréme 6.4.5 (Théoreme de factorisation pour les groupes). Soit G, G’ deuz groupes, f : G — G’
un morphisme de groupes, H un sous-groupe distingué de G et m: G — G/H la projection canonique.
S’équivalent :

(i) H C Ker f.
(ii) 1l existe un morphisme de groupes w: G/H — G’ t.q. f =uom.

Si ces conditions sont vérifiées, alors la factorisation est unique.

Corollaire 6.4.6. Soit G, G’ deux groupes, [ : G — G' un morphisme de groupes. Alors :

G/Ker f ~Tm f.

6.5 Actions de groupes

Définition 6.5.1 (Action de groupe). Soit G un groupe et X un ensemble. Une action de G sur X
GxX —X

(9. ) — g
(i) V(a,b) e GZ,Vr e X, a-(b-x) = (ab) - x.
(ii) Ve e X, e-z = .

est la donnée d’une application vérifiant :

Notation 6.5.2. Si X est un ensemble, on note Bij(X) le groupe des bijections de X dans X.

Proposition 6.5.3. Soit G un groupe et X un ensemble. Alors une application - : G x X — X est
une action de groupe ssi l’application
G — Bij(X)
X —X
rT—a-x

a+——

est un morphisme de groupes.
Exemple 6.5.4.
(i) GL,(C) agit sur C".
(ii) Si X est un ensemble, Bij(X) agit sur X.
(iii) GL,(C) agit sur M, (C) par conjugaison.
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(iv) Un groupe G agit sur lui-méme par translation ou par conjugaison.

Proposition 6.5.5. Soit G un groupe.

o , HxX —X
(i) Si G agit sur un ensemble X et H est un sous-groupe de G, alors est une
(hyz) — h-x

action de H sur X.
Gx (X xY)—XxY

est une action de

(ii) Si G agit sur deux ensembles X et'Y, alors

G sur X xY.

G xP(X)— P(X)

est une action de G sur
(guE)'—>{gI7 LL’EE}

(iii) S¢ G agit sur un ensemble X, alors

P(X).

(iv) Si G agit sur un ensemble X et'Y est une partie de X vérifiant Vg € G,Vy €Y, g-y €Y,

GxY —Y )
alors est une action de G sur'Y .

(9.y)— gy

Définition 6.5.6 (Action fidele). On dit qu’une action d’un groupe G sur un ensemble X est fidele
lorsque le morphisme associé ¢ : G — Bij(X) est injectif.

Proposition 6.5.7. Soit G un groupe agissant sur un ensemble X, ¢ : G — Bij(X) le morphisme
associé. Alors G/ Ker ¢ agit sur X, et cette action est fidéle.

Définition 6.5.8 (Stabilisateurs). Soit G un groupe agissant sur un ensemble X. Pour x € X, on
définit le stabilisateur de x par :

Stabg(z) ={g € G, g- v ==z}.

Ainsi Stabg(z) est un sous-groupe de G et si ¢ : G — Bij(X) est le morphisme associé a laction de
G sur X, alors Ker ¢ = N cx Stabg(x).

Définition 6.5.9 (Orbites). Soit G un groupe agissant sur un ensemble X. Pour x € X, on définit
l’orbite de x par :
G-x={g-x, g€ G}.

On peut de plus définir une relation ~ sur X par ¥(z,y) € X, o ~y <y € G- x. Alors ~ est
une relation d’équivalence dont les classes d’équivalence sont les orbites.

Définition 6.5.10 (Action transitive). On dit qu’une action est transitive lorsqu’il n’y a qu’une
seule orbite.

Définition 6.5.11. Si G est un groupe agissant sur un ensemble X, on note :
XC={recX Vgeq, g-v=u}.
Exemple 6.5.12. Soit G un groupe. Alors G agit sur lui-méme par conjugaison et GY = Z(G).

Théoréme 6.5.13 (Théoreme de Cayley). Soit G un groupe fini de cardinal n. Alors il existe un
morphisme injectif de groupes de G dans &,,. Autrement dit, G s’identifie a un sous-groupe de &,,.

Démonstration. Considérer l'action de G sur lui-méme par translation a gauche. ]
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6.6 Formule des classes

Proposition 6.6.1. Soit G un groupe agissant sur un ensemble X. Soit x € X. Alors :
(i) G/Stabg(x) est en bijection avec G - x.
(ii) Pour tout g € G, on a Stabg(g - ) = g Stabg(x)g™.
(iii) Pour tout g € G, on a{h € G, h-x =g-z} = gStabg(x).

Corollaire 6.6.2. Soit G un groupe agissant sur un ensemble X. Soit v € X. Alors G - x est finie
ssi Stabg(z) est d’indice fini dans G. Si tel est le cas, alors :

|G - x| = |G : Stabg(x)]
|G|

= — ' G est fini.
Staba(@)] st G est fini
En particulier, si G est fini, alors |G - x| divise |G]|.

Théoréme 6.6.3 (Formule des classes). Soit G un groupe agissant sur un ensemble fini X. Soit
Q C X un ensemble de représentants des orbites de X sous l'action de G. Alors :

| X| =[G : Stabg(z)]
z€eQ
|G| , .
= G est )
P Stabe(2) si G est fini
6.7 Le cas des p-groupes

Définition 6.7.1 (p-groupe). Sip est un nombre premier, on appelle p-groupe tout groupe fini dont
le cardinal est une puissance de p.

Théoréme 6.7.2. Soit G un p-groupe agissant sur un ensemble fini X . Alors :
X = [x9] (o]

Démonstration. Soit {2 un ensemble de représentants des orbites de X. Selon la formule des classes
(théoreme 6.6.3), on a :

X =Y [G s Stabg(x)] = [XC|+ > [G: Stabg(x)].

z€Q TEQ\XGC

Or, pour z € Q\XY, [G : Stabg(z)] est un entier strictement supérieur a 1 et divisant |G|, qui est
une puissance de p. Donc Vo € Q\ X%, p | [G : Stabg(x)]. Il

Théoréme 6.7.3 (Lemme de Cauchy). Soit G un groupe fini et p un nombre premier divisant |G|.
Alors il existe un élément x € G d’ordre eractement p.

Démonstration. On note X = {(z1,...,2,) € GP, x;---x, = e}. On fait agir Z/pZ sur X par
i-(z1,...,2p) = (Tit1,- -, Titp). Onnote S = {(z,...,2), v € G est d’ordre exactement p}. Il suffit
de prouver que S # @. Or on a X%/P2 = {(e,...,e)} U S. Ainsi, selon le théoréme 6.7.2 :

S = [X#" 1= X[ -1= |G —1=-12£0 [p].
Donc [S| # 0 et S # @. O

Théoréme 6.7.4. Soit G un p-groupe non trivial. Alors Z(G) 2 {e}.

Démonstration. On consideére I'action de G sur lui-méme par conjugaison. On a G¢ = Z(G). Donc
|1Z(G)| = ‘GG’ =|G|=0 [p]. Doncp||Z(G)], et |Z(G)| =1 (car e € Z(G)), donc |Z(G)| = p. O

Corollaire 6.7.5. Si p est un nombre premier et G est un p-groupe d’ordre p*, alors G est abélien.
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6.8 Les théoremes de Sylow

Définition 6.8.1 (p-Sylow). Soit G un groupe fini et p un nombre premier. On appelle p-Sylow de
G tout sous-groupe H de G qui est un p-groupe et t.q. p1 [G : H]. Autrement dit, H est un p-Sylow
ssi [H| = p(S) o1 v, (|G]) est la valuation p-adique de |G].

Proposition 6.8.2. Pour tout groupe fini G, il existe un morphisme injectif de groupes de G dans
un groupe admettant un p-Sylow.

Démonstration. Sin = |G|, le théoreme de Cayley (théoreme 6.5.13) fournit un morphisme injectif
v :G— 6,. Sik est un corps fixé, on considere alors :

S, — GL,(k)

o (5z‘,o(j)) 1<i<n
1<j<n

Alors u est un morphisme injectif de groupes. On fixe k = Z/pZ. Ainsi, uop : G — GL,, (Z/pZ) est
un morphisme injectif de groupes. Or :

L. @/z)| = T1 (" — ") =™ T1 (1),
k=0 k=1

n(n

Ainsi, les p-Sylow de G L,, (Z/pZ) sont les sous-groupes de GL,, (Z/pZ) de cardinal p > Si on note
T C GL, (Z/pZ) 'ensemble des matrices triangulaires supérieures avec des 1 sur la diagonale, alors
T est un sous-groupe de GL,, (Z/pZ) de cardinal p% ; ¢’est donc un p-Sylow. O
Proposition 6.8.3. Soit G un groupe fini, H un sous-groupe de G et P un p-Sylow de G. Alors il
eziste a € G t.q. (aPa™') N H est un p-Sylow de H.

Démonstration. On considére 'action de H par translation a gauche sur G/P. Comme p { |G/P|,
il existe une orbite de cardinal non divisible par p (d’apres la formule des classes). Soit donc a € G
t.q. |H - (aP)| n’est pas divisible par p. Notons que :

Stabgy (aP) = Stabg(aP) N H = (aPa_l) NH.

Ainsi |H - (aP)| = [H : (aPa™*) N H|. Donc pt [H : (aPa™) N H], et (aPa™') N H est un p-groupe
comme sous-groupe de aPa~! (qui est un p-groupe car |aPa~!| = |P|). Donc (aPa™!) N H est un
p-Sylow de H. O

Corollaire 6.8.4. Si un groupe admet un p-Sylow, alors tous ses sous-groupes aussi.

Théoréme 6.8.5 (Théoremes de Sylow). Soit G un groupe fini et p un nombre premier. Alors :
(i) G admet au moins un p-Sylow.
(ii) Tous les p-Sylow de G sont conjugués.
(iii) Sin,(G) est le nombre de p-Sylow de G, alors n,(G) | |G| et ny,(G) =1 [p].

Démonstration. (i) C’est une conséquence de la proposition 6.8.2 et du corollaire 6.8.4. (ii) Soit
H et P deux p-Sylow de G. Selon la proposition 6.8.3, il existe a € G t.q. (aPa™) N H est un
p-Sylow de H. Comme H est un p-groupe, on a donc (aPa™')N H = H, i.e. H C aPa™!'. Par
ailleurs |H| = |P| = |aPa™!|, donc H = aPa™'. (iii) On note X l’ensemble des p-Sylow de G.
Selon (i), X # @. On considére l'action de G sur X par conjugaison. Selon (ii), cette action est
transitive. Donc X est une orbite, d’ou | X| divise |G|, i.e. n,(G) divise |G|. Soit maintenant P € X
(car X # @). On considére dorénavant I'action de P sur X par conjugaison. Comme P est un p-
groupe, le théoreme 6.7.2 fournit n,(G) = | X| = ‘XP’ [p]. Montrons alors que X¥ = {P}, ce qui

fournira bien n,(G) = 1 [p]. Soit @ € X”. On a Vo € P, xQz~' = Q, donc P C Ng(Q). De
plus, @ C Ng(Q). Donc P et @ sont des p-Sylow de Ng(Q). Selon (ii), il existe a € Ng(Q) t.q.
P = aQa™'. Or Q est distingué dans Ng(Q), donc aQa™ = Q, d'ott Q = P. Donc X¥ = {P} et
ny,(G)=1 [p]. 0
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Corollaire 6.8.6. Soit G un groupe fini, H un sous-groupe de G qui est un p-groupe. Alors H est
contenu dans un p-Sylow de G.

Démonstration. Soit P un p-Sylow de G, qui existe selon le premier théoreme de Sylow (théoréme
6.8.5). Selon la proposition 6.8.3, soit a € G t.q. (aPa~') N H est un p-Sylow de H. Alors (aPa~')N
H = H car H est un p-groupe, d’ott H C aPa™", et aPa~! est un p-Sylow de G. O

6.9 Le groupe symétrique
6.9.1 Généralités
Définition 6.9.1 (Groupe symétrique). On note &,, = Bij ([1,n]), pour n € N*.

Définition 6.9.2 (Cycle). Soit r > 1. On appelle r-cycle de &,, tout 0 € &, t.q. il existe iy, ..., i, €
[1,n] deux a deux distincts t.q.

Vi€ [Lr], o)) =i et o(i) =i et Vie[ln]\{i,....i}, o(i) =i

On note alors o = (iy -+ - i,). On appelle support de o l'ensemble {i1,...,i,}. Un r-cycle est d’ordre
exactement r dans le groupe &,,. Les 2-cycles sont appelés transpositions.

Proposition 6.9.3. Deuz cycles a supports disjoints commutent.

Théoréme 6.9.4. Tout élément de &,, s’écrit de maniére unique a l’ordre prés comme produit de
cycles a supports disjoints.

Corollaire 6.9.5. G,, est engendré par les transpositions. Plus précisément, tout o € &,, s’écrit
comme produit d’au plus (n — 1) transpositions.

Proposition 6.9.6. Sicy,...,c; sont des cycles de &,, a supports disjoints de longueurs respectives

l1,..., by, alors Uordre de TI'_, ¢; est le PPCM des (i)1<ict-

6.9.2 Conjugaison dans G,
Lemme 6.9.7. Soit (iy --- i) un r-cycle de S,,. Alors :

VT €&y, T(iy i) T = (7 (01) - T ().

Théoréme 6.9.8. A une permutation o € &,,, on associe une partition de n (i.e. une suite d’entiers
ki > > ks 2 1 avec Y;_1 ki = n) donnée par les longueurs des cycles dans la décomposition de
o en produit de cycles a supports disjoints. Alors deux éléments de S,, sont conjugués ssi ils ont la
méme partition associce.

Théoréme 6.9.9. Sin > 3, alors Z (6,,) = {id}.

6.9.3 Signature

Théoréme 6.9.10. St n > 2, alors il existe un unique morphisme de groupes non trivial S, — C*.
Ce morphisme est appelé signature et noté €. Il est a valeurs dans {—1,1}.

Démonstration. Unicité. Si ¢ : G,, — C* est un morphisme de groupes, alors toutes les transposi-
tions sont conjuguées deux a deux donc ont la méme image (car C* est abélien), et cette image est
dans {—1,1} (car les transpositions sont d’ordre 2). De plus, les transpositions engendrent &,, donc
@ est uniquement déterminé par I'image des transpositions. Donc il y a au plus deux morphismes de
groupes &, — C*, dont un est trivial. Existence. On définit :

e:0€ G, — H MGC*.

I<i<jsn  J T

On montre que € est un morphisme de groupes. Et € ((12)) < 0 donc € est non trivial. O
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Corollaire 6.9.11.

(i) Sio € &, est un produit de k transpositions, alors e(o) = (=1)*. En particulier, la parité de
k ne dépend que de o et pas du choix des transpositions.

(ii) Sic e &, est un l-cycle, alors e(c) = (—1)"+1.

Définition 6.9.12 (Parité d’'une permutation). On dit qu’une permutation o € &,, est paire lorsque
e(o) = 1. Dans le cas contraire (i.e. €(0) = —1), on dit que o est impaire.

6.9.4 Le groupe alterné
Définition 6.9.13 (Groupe alterné). On appelle groupe alterné le groupe :

A, =Kere={0€6,, ¢(c) =1}.

Proposition 6.9.14. 2, est un sous-groupe distingué de S,, d’indice 2. De plus, c’est ['unique
sous-groupe d’indice 2 de S,,.

Proposition 6.9.15. 2, est engendré par les 3-cycles.

Démonstration. Comme tout élément de %A, s’écrit comme produit d’'un nombre pair de transpo-
sitions, il suffit de prouver que le produit de deux transpositions peut s’écrire comme produit de
3-cycles. O]

Proposition 6.9.16. Sin > 5, alors les 3-cycles sont conjugués dans 2U,,.

Démonstration. Soit 0,0’ deux 3-cycles. Selon le théoréme 6.9.8, il existe 7 € &,, t.q. 0/ = 70771

Si T € 2,, cela prouve que o et ¢’ sont conjugués dans 2(,,. Sinon, soit a, b deux éléments distincts
de [1,n] hors du support de o (car n > 5). Alors la transpositions (ab) commute avec o. Ainsi, en
notant 7' = 7 (ab), on a o’ = 7o', et 7' € A,,. O

Corollaire 6.9.17. Si H est un sous-groupe distingué de 2,, contenant un 3-cycle, alors H = 2A,,.

Lemme 6.9.18. Si H est un sous-groupe distingué de s contenant un 5-cycle, alors H contient
tous les b-cycles.

Démonstration. Soit ¢ € H un 5-cycle. Alors (¢) est un 5-Sylow de s (car |As] = 3 |G5] =
60). Selon le deuxiéme théoreme de Sylow (théoreme 6.8.5), les 5-Sylow de 25 sont exactement les
conjugués de (c), qui sont inclus dans H car H est distingué. Donc H contient tous les 5-Sylow de
s, donc tous les 5-cycles de 2s. O

Proposition 6.9.19. 25 est simple.

Démonstration. Soit H C 25 un sous-groupe distingué. On énumere les éléments de A5 :

— L’identité (1 élément).

— Les 3-cycles (20 éléments) : si H en contient un, alors H = 2.

— Les produits de deux transpositions a supports disjoints (15 éléments) : si H en contient un,

alors H les contient tous.

— Les 5-cycles (24 éléments) : si H en contient un, alors H les contient tous.
L’identité est dans H, et aucun 3-cycle n’est dans H (car H # ). Ainsi |H| est égal a 1, 1 + 15,
1424 ou 1+ 15+ 24. Mais |H| | 60 donc |H| =1, i.e. H = {id}. O

Théoreme 6.9.20. Sin > 5, alors A, est simple.
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Démonstration. Soit H C 2, un sous-groupe distingué, H # {id}. Soit o € H\{id}. Soit a € [1,n]
t.q. o(a) # a. On note b = o(a), et on se donne ¢ € [1,n]\ {a,b,o(b)}. On note 7 = (acb) € A,,. On
considére p = 7o to~!. Comme o € H et H est distingué, o7~ € H, donc p € H. Et on a :

p=T (07’710*1) = (acb)(bo(b)o(c)).

Soit X = {a,b,c,0(b),o(c)} le support de p. On a |X| < 5. Soit donc Y un ensemble de cardinal 5
t.q. X C Y C [1,n]. On pose :

G={red, 7(Y)CY et Vx e [l,n]\Y, 7(x) =z}.

On a G ~ 25, donc G est simple selon la proposition 6.9.19. Soit alors H' = HNG. H' est distingué
dans G, et p € H'. Comme p # id, il vient H' = G, i.e. G C H. En particulier, H contient un 3-cycle
donc H =%U,,. [

7 Représentations linéaires des groupes finis

7.1 Généralités

Définition 7.1.1 (Représentation linéaire). Soit G un groupe. On appelle représentation linéaire de
G la donnée d’'un C-espace vectoriel V de dimension finie et d’un morphisme de groupes p : G —
GL(V). On dit que V est [’espace sous-jacent de la représentation. La représentation est notée (p, V) ;
on abrége parfois en omettant p ou V. Pour g € G et v € V, on pourra noter g -v = p(g)v. On
appelle degré de la représentation la dimension de V. On dit que la représentation est fidele lorsque

p est injectif.

Remarque 7.1.2. Une représentation linéaire de G peut étre vue comme la donnée d’un C-espace
vectoriel V' de dimension finie et d’une action de G sur V t.q. pour tout g € G, l'application

V—V L
est linéaire.
V> g-v

7.2 Constructions de représentations

Proposition 7.2.1. Si G est un groupe, et p : G — C* est un morphisme, alors ¢ peut étre vu
comme une représentation de degré 1 de G. Une telle représentation est appelée caractere linéaire de

G.

Proposition 7.2.2 (Somme de deux représentations). Soit G un groupe. Soit (p,V') et (p', V')
deux représentations de G. On note i : GL(V) x GL(V') — GL(V @ V') Uinjection canonique. On
considére r =i o (p,p'). Alors (r,V @& V') est une représentation de G.

Proposition 7.2.3 (Produit tensoriel de deux représentations). Soit G un groupe. Soit (p,V') et
(0", V") deux représentations de G. On considére r : g € G — p(g9) ® p' (g9) € GL(V @ V'). Alors
(r, V@ V') est une représentation de G.

Proposition 7.2.4 (Torsion d’une représentation par un caractere). Soit G un groupe, (p,V') une
représentation de G et ¢ un caractére de G. On considére r : g € G — (g)p(g) € GL(V). Alors
(r,V) est une représentation de G. C’est en fait le produit tensoriel des représentations (p,V') et

(¥, C).

Proposition 7.2.5. Soit G un groupe. Soit (p,V) et (p', V') deuzx représentations de G. On consi-
dere :

G — GL(L(V, V"))
T LVV) — LV, V)
gr— / .
fr—=r(g)efoplg)
Alors (r, L(V, V")) est une représentation de G.

1
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Proposition 7.2.6. Soit G un groupe. Soit (p,V') une représentation de G. On considére r : g €
G+ (g)~' € GL(V*). Alors (r,V*) est une représentation de G.
Proposition 7.2.7. Soit G un groupe, H un sous-groupe de G. Soit (p, V') une représentation de G.
(i) (p|H,V) est une représentation de H.
(ii) On suppose que H est distingué dans G et que H C Kerp. Soit m : G — G/H la projection

canonique. Alors il existe une représentation (p,V) de G/H t.q. p=pom.

Proposition 7.2.8 (Représentation de permutation associée a une action). Soit G un groupe agissant
sur un ensemble fini X. On note Vx = @,cx Ce, et on définit px : G — GL (Vx) parVg € G, Vx €
X, px(g)es = €gu. Alors (px,Vx) est une représentation de G.

Exemple 7.2.9. &,, agit de maniére naturelle sur [1,n]. Et la représentation de permutation (p, C")
associée a cette action vérifie Vo € &,, Vi € [1,n], p(0)e; = ey, 0t (e1, ..., e,) est la base canonique
de C™.

7.3 Sous-espaces stables

Définition 7.3.1 (Sous-espaces stables). Soit (p, V') une représentation d’un groupe G. Soit W un
sous-espace vectoriel de V. On dit que W est un sous-espace stable lorsque :

Vg € G, p(g)W C W.

Supposons maintenant que W est stable.
(i) On a une représentation de G notée (p|W,W> définie par Vg € G, pw (9) = p(g)w - On dit

que c’est une sous-représentation de (p, V).

(ii) On a une représentation de G notée (pv/W, V/W) définie par Vg € G, pyyw(g)om = mop(g),
oum:V — V/W est la projection canonique. On dit que c’est une représentation quotient de

(p,V).

Définition 7.3.2. Si (p, V) est une représentation d’un groupe G, on note :
Vé={2€V,Vged, g-v=x}.
Alors V& est un sous-espace stable de V.

Exemple 7.3.3 (Représentation standard de &,,). On considére la représentation (p,C") de &,
définie dans l'exemple 7.2.9. On note pu : © € C* — Y2 2, et D = C(e;+---+ey,). Alors
D = (C”)G". Ainsi C* = D & Kerpu, et D et Kerp sont des sous-espaces stables. De plus, la
sous-représentation (p‘D,D) est triviale. Et on appelle représentation standard de &,, la sous-

représentation (p‘Kew , Ker ,u), qui sera notée H,.

7.4 Morphismes de représentations

Définition 7.4.1 (Morphisme de représentations). Soit (p, V') et (p/, V') deux représentations d’un
groupe G. On appelle morphisme de représentations de (p, V') vers (p/, V') toute application linéaire
u:V =V ity

Vg € G, uoplg) = p'(g) o
On dit aussi que u est G-équivariante. On note Homg(V, V') U'ensemble des morphismes de repré-
sentations de (p, V') vers (p',V'). C’est un sous-espace vectoriel de L(V,V').
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Définition 7.4.2 (Isomorphisme de représentations). Soit (p, V') et (p', V') deux représentations d’un
groupe G. On appelle isomorphisme de représentations tout morphisme de représentations bijectif.
Autrement dit, un isomorphisme de représentations est une application linéaire bijective u : V — V'
vérifiant :

Vg€ G, p'(g) =uop(g)ou.
Proposition 7.4.3. Soit (p,V) et (o', V') deux représentations d’un groupe G. Siu:V — V' est un
isomorphisme de représentations, alors u=' : V' — V est aussi un isomorphisme de représentations.

Proposition 7.4.4. Soit (p, V') et (p/,V') deuz représentations d’un groupe G. En considérant la
représentation canonique de G sur L(V, V') (c.f. proposition 7.2.5), on a :

Homeg(V, V') = L(V, V)€,

Proposition 7.4.5. Soit (p, V') et (p', V') deux représentations d’un groupe G. Alors l’isomorphisme
canonique V* @ V' — L (V, V') est un isomorphisme de représentations.

7.5 Sous-espaces stables et supplémentaires

Théoréme 7.5.1. Soit (p, V) une représentation d’un groupe fini G. Soit W C V un sous-espace
stable. Alors W admet un supplémentaire stable par G.

Démonstration. On va construire 7 € £(V') un projecteur G-équivariant d’image W. Ainsi, Ker 7
sera un supplémentaire de W, stable par G. Pour cela, soit d’abord p un projecteur quelconque
d’image W. On pose :

1
T = p(g)opoplg)™.
|G|gezc

Montrer que Vg € G, mo p(g) = p(g) o, i.e. m est G-équivariant. De plus, comme W est stable,
(m o p) et p coincident sur W. Et ils coincident clairement sur Ker p. Comme V = W @ Kerp, on a
donc wop = p. On en déduit que m o m = 7. Ainsi, 7 est un projecteur, W D Imm; et trp = trm,
d’ou rgp =rgm, ce qui fournit W = Im 7. Donc 7 convient. 0

Remarque 7.5.2. Soit (p, V') une représentation d’un groupe fini G. Soit U;W deux sous-espaces
stables de V t.q. V.=U @ W. Alors (p,V) est la somme des représentations (p|U, U) et (p‘W,W)

(c.f. proposition 7.2.2). De plus, la représentation <p|U, U) est isomorphe a (pV/W, V/W)

Proposition 7.5.3. Soit (p, V') une représentation d’un groupe fini G. On pose :

"= 1] 2

geG
Alors wg est un projecteur G-équivariant d’image V.

Démonstration. Montrer que Vg € G, 7g o p(g9) = g = p(g) o mg. Ceci prouve que mg est G-
équivariant et permet de montrer que g o m¢ = me. En déduire de plus que V¢ = Im 7. 0

Corollaire 7.5.4. Soit (p,V') une représentation d’un groupe fini G. Alors :

dim V¢ = \G] Z trp(g
geG
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7.6 Représentations irréductibles

Définition 7.6.1 (Représentation irréductible). Soit (p, V') une représentation d’un groupe G. On
dit que (p, V') est irréductible lorsque V' # {0} et les seuls sous-espaces de V' stables par G sont {0}
etV.

Notation 7.6.2. Si G est un groupe, on note I ’ensemble des classes d’isomorphisme des représen-
tations irréductibles de G. Les éléments de I (qui sont des classes d’équivalence de représentations)
seront assimilés a des représentations.

Théoréme 7.6.3 (Lemme de Maschke). Soit (p, V') une représentation non nulle d’un groupe fini
G. Alors V s’écrit comme somme directe de sous-espaces stables qui sont des représentations irré-
ductibles.

Remarque 7.6.4. La décomposition fournie par le lemme de Maschke n’est pas nécessairement
unique.

Exemple 7.6.5. On reprend les notations de l’exemple 7.3.3. Alors la décomposition C* = D@ Ker
est une décomposition de C" en représentations irréductibles.

Théoréme 7.6.6 (Lemme de Schur). Soit (p, V') et (r,W) deux représentations irréductibles d’un
groupe fini G. Alors on est dans l'un des deux cas suivants :

(i) Homg (V, W) = {0}.

(i) (p,V) et (r,W) sont isomorphes et dim Homg(V, W) = 1.
En particulier, Homg(V, V) = Cidy .
Démonstration. Soit u € Homg(V, W). Notons que Keru et Imu sont des sous-espaces stables
respectifs de V' et W. Comme V et W sont irréductibles, on a Keru = {0} ou Keru = V, et
Imu = {0} ou Imu = W. Donc u = 0 ou u est un isomorphisme. Supposons maintenant que
Homeg(V, W) # {0}. Alors (p, V') et (r, W) sont isomorphes. Reste a prouver que dim Homg(V, W) =
1. Soit donc (u,v) € (Homg(V,W)\{0})>. On note f = u~' ov € Home(V,V)\{0}. 1l suffit de
prouver que f € Cidy. Pour cela, soit A € C une valeur propre de f (car C est algébriquement

clos). L’espace Ker (f — Xidy ) est stable par G, non réduit a {0}, donc il est égal a V' (car V est
irréductible). Ainsi, f = Aidy . O

Notation 7.6.7. Soit (p, V') une représentation d’un groupe fini G. A Uaide du lemme de Maschke
(théoréme 7.6.3), on écrit :

V= é Vi,
i=1
ot V; est une représentation irréductible de G pour tout i € [1,n]. Pour W € Ig, on pose alors :
nw = |{i € [1,n], V; @ W}|.
Proposition 7.6.8. Deuz représentations (p, V') et (p/, V') d’un groupe fini G sont isomorphes ssi
VW € Ig, nw = ny,.

En particulier, pour W € I, nw ne dépend pas du choiz de la décomposition de V' en sous-espaces
irréductibles.

Démonstration. Pour W € I, on notera :

Vw= @ V et Vie= & V/

1<ign 1<ign/
Vi W V/eW
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Ainsi :
V:@VW et V':@V‘ﬁv.

Welg Welg

(=) Soit f : V — V'’ un isomorphisme de représentations. Montrons que f (V) C Vjj, pour tout
W e I. Soit pour cela U € Ig,avec U % W (siVU € Ig, U ~ W, alors Vyj, = V', donc f (Viy) C Viy).
On note 7y la projection sur V{; parallelement a @y ep 3 Vi~ Soit de plus i’ € [1,n'] t.q. Vjy = U.
On note 7y la projection dans V{; sur V;, associée a la somme directe V; = @1<;c,y V. On considere
V/~U
donc, pour i € [1,n] t.q. V; ~ W :
/ [Vi 1 TU ;T /
WV, —V —=V;, =V, ~U.

Ainsi 7y oy o fjy, est un morphisme entre deux représentations irréductibles non isomorphes ; selon
le lemme de Schur (théoreme 7.6.6), ce morphisme est nul. Or :

Tyo fy, = Y, mpomyo fiy, =0.
1<i'<n
Vi’,:U
Autrement dit Im fjy, C Kerzy. Et ceci est vrai pour tout U t.q. U %2 W, donc Im fy, C Vjj,. Ceci
étant vrai pour tout ¢ € [1,n] t.q. V; ~ W il vient f(Viy) C V}j,. Et f est un isomorphisme de
représentations, ce qui fournit :
YW e Iq, f (Vw) = VI//V

Donc :

dimViy  dimVf,
dmW  dimw W
(<) SiVw € Ig, nw = njy, alors VIV € I, Viy ~ V), donc :

V= w= p V=V

Welg Welg

VIV € Ig, nw =

]

Proposition 7.6.9. Soit G un groupe abélien fini. Alors toutes les représentations irréductibles de
G sont de dimension 1.

Démonstration. Soit (p, V') une représentation irréductible de G. Soit g € G. Soit A une valeur
propre de p(g) (car C est algébriquement clos). On considere V) = Ker (p(g) — Aidy). Alors V)
est stable par G (car G est abélien), et V) # {0}. Comme (p,V) est irréductible, V), = V. Donc
p(g) = Midy. Ainsi, Vg € G, p(g) € Cidy. Donc tout sous-espace de V' est stable par G. Donc V est
de dimension 1. O

7.7 Caractere d’une représentation

Définition 7.7.1 (Caractere). Soit (p, V) une représentation d’un groupe fini G. Le caracteére de
(p, V') est Uapplication suivante :

. G —C
lg—trp(g)

Si (p, V') est irréductible, on dit que xy est un caractere irréductible. Si dim V' = 1, on dit que xv
est un caractere linéaire.

Xv

Proposition 7.7.2. Soit (p,V) et (p/,V') deuz représentations d’un groupe fini G. Si (p,V) et
(o', V") sont isomorphes, alors :

Xv = Xv’.
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Proposition 7.7.3. Soit (p, V') une représentation d’un groupe fini G. Alors :

Vg e G, xv (9_1) = xv(9)

Démonstration. Soit g € G, n = dim V. On note Ay,..., A, les valeurs propres de p(g). Comme G
est un groupe fini, on a p(g)!“l = p (g'G‘> = 1. Donc Vi € [1,n], |\;| = 1. Donc :

xv(97") =trplg) ! = SA=Y
=1 1=

]

Remarque 7.7.4. Soit (p, V') une représentation d’un groupe fini G. Pour tout g € G, le polynome
(X'G‘ — 1) est simplement scindé et annule p(g), donc p(g) est diagonalisable.

Proposition 7.7.5. Soit (p, V') une représentation d’un groupe fini G. Alors :
Vg € G, p(g) = idy <= xv(g) =dim V.

Corollaire 7.7.6. Soit (p, V) une représentation d’un groupe fini G. Alors (p, V') est fidéle ssi Vg €
G\{e}, xv(g) # dim V.
Proposition 7.7.7. Soit (p,V) et (r,W) deux représentations d’un groupe fini G. Alors :
(1) xvew =xv + xw-
(i) xewvw) = Xvxw-
(iil) xvew = xvXxw-
(iv) xv+=Xv-

Proposition 7.7.8. Soit (p, V') une représentation d’un groupe fini G. Alors :

dim V¢ = Z xv (g
|G| geG

Démonstration. Voir corollaire 7.5.4. ]

Exemple 7.7.9. Soit G un groupe fini agissant sur un ensemble fini X. Soit (px,Vx) la représen-
tation de permutation associée a cetle action (c.f. proposition 7.2.8). Alors :

Vg€ G, xvx(9) = {r € X, g-x =}

7.8 Interlude — Espaces hermitiens

Définition 7.8.1 (Espace hermitien). Soit E un C-espace vectoriel de dimension finie. On appelle
produit scalaire hermitien sur E toute application (- |-) : E x E — C vérifiant les trois conditions
suivantes :

(i) (-|-) est sesquilinéaire : Vo € E, ¥V (y,y) € E*, Va € C, {z |y+ay') = (x| y) + a (x| )
et Vye E,V(z,2')€ E*, VaeC, (x+ax'|y)=(z|y)+a(z|y).

(i) (-|-) est hermitienne : V(z,y) € E?, (y | x) = (z | y).
(ili) (-|-) est définie positive : Vo € E\{0}, (z | z) € R}.

On dit alors que (E, (- | -)) est un espace hermitien.

Définition 7.8.2 (Orthogonal). Soit E un espace hermitien. Pour X C E, on définit :

Xt={yecE VeeX, (z|y)=0={ycE, Ve e X, (y|z)=0}.
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Proposition 7.8.3. Soit E un espace hermitien.
(i) Pour X C E, X* est un sous-espace vectoriel de E.
(ii) Pour X C B, X+ = Vect(X)*.
(iii) Si V est un sous-espace vectoriel de E, E =V & V=,

Corollaire 7.8.4. Soit E un espace hermitien et V un sous-espace vectoriel de E. Alors :

() V=E+<=Vi={0}eV={0}<=V=E.

(i) Vi =V.
Définition 7.8.5 (Famille orthogonale, orthonormale). Soit £ un espace hermitien, (e;),c; une
famille d’éléments de E.

(i) On dit que (e;),; est orthogonale lorsque V(i,7) € I?, i # j => (e; | ;) = 0.

(ii) On dit que (e;),c; est orthonormale lorsqu’elle est orthogonale et que Vi € I, {e; | ;) = 1.
Remarque 7.8.6. Toute famille orthonormale d’un espace hermitien est libre.

Exemple 7.8.7. On peut redémontrer le théoréme 7.5.1 en utilisant des notions d’espaces hermitiens.
Pour cela, soit (p, V') une représentation d’un groupe fini G et soit W C V un sous-espace stable.
On se donne d’abord (- | -) un produit scalaire hermitien quelconque sur V.. On va utiliser (- | -) pour
construire sur V' un produit scalaire hermitien [- | -] vérifiant :

Vge G, V(z,y) V3 [g-xlg-yl =[xyl

On définit pour cela :
[ 1] (@y) €eViea D (g-alg-y).

geG

Alors |- | ] convient. On considére W= Lorthogonal de W au sens de [+ | -]. Alors V. =W @ W+, et
on vérifie que W+ est stable par G.

7.9 Fonctions centrales

Définition 7.9.1 (Fonction centrale). Soit G un groupe fini. On appelle fonction centrale sur G
toute application f: G — C qui vérifie :

V(g,h) € G*, f(gh) = f(hg).

Autrement dit, une fonction centrale est une fonction constante sur les classes de conjugaison. On
note R(G) le C-espace vectoriel des fonctions centrales sur G.

Proposition 7.9.2. Soit G un groupe fini. Alors dim R(G) est le nombre de classes de conjugaison
dans G.

Exemple 7.9.3. Soit (p, V) une représentation d’un groupe fini G. Alors xv € R(G).

Définition 7.9.4 (Structure hermitienne de R(G)). On munit R(G) d’un produit scalaire hermitien
en posant :

Y(u,v) € R(G)?, (u|v) = \G]Z

geG

Proposition 7.9.5. Soit (p, V') et (r, W) deux représentations d’un groupe fini G. Alors, dans R(G) :

{(xw | xv) = dim Homg (W, V).
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Démonstration. On considere la représentation de G sur L (W, V) obtenue a partir des repré-
sentations sur V' et W (c.f. proposition 7.2.5). Alors, avec les propositions 7.4.4, 7.7.8 et 7.7.7, on
a:

dim Homg, (W, V) = dim £ (W, V)¢ |G‘ > Xeowvy(9) \GI > xwlg) = (xw | xv)-

geqG geG

Corollaire 7.9.6. Soit (p,V) et (r,WW) deux représentations d’un groupe fini G. Alors :

dim Homg (W, V) = dim Homg (V, W) .
Corollaire 7.9.7. Soit G un groupe fini. Alors la famille (XV)VEIG est orthonormale.
Démonstration. Utiliser le lemme de Schur (théoreme 7.6.6). O

Proposition 7.9.8. Soit (p, V') une représentation d’un groupe fini G. Etant donné W € I, on
définit ny comme dans la notation 7.6.7. Alors :

YW € I, nw = (xw | xv) -
Corollaire 7.9.9. Soit (p,V) et (p/, V') deux représentations d’un groupe fini G. Alors :
Xv = Xv' < (p7 V) = (pla V/) :

Définition 7.9.10 (Représentation réguliere gauche). Soit G un groupe fini. Alors G agit sur lui-
méme par translation a gauche. Comme dans la proposition 7.2.8, on en déduit une action de G sur
Vi = ClGl appelée représentation réguliere gauche de G.

Proposition 7.9.11. Soit G un groupe fini et Vg sa représentation réguliere gauche. Alors :
ve = |Gl 1e.

Proposition 7.9.12. Soit G un groupe fini et W € Iq. Alors, pour la représentation réguliére gauche
de G, on a ny = dim W.

Démonstration. On a :

nw = (Xw | Xvg) Z xw(9)xve(9) = xw(e) = tridy = dim W.

IGI

gea@
O
Corollaire 7.9.13. Soit G un groupe fini. Alors :
Gl = > (dim W)?.
Welg
Démonstration. Utiliser le fait que |G| = dim Vi et la proposition 7.9.12. O

Proposition 7.9.14. Soit G un groupe fini. Alors (Xw)y;,, est une base orthonormale de R(G).

Démonstration. On a déja vu (c.f. corollaire 7.9.7) que la famille (xw )y, est orthonormale

(donc libre). Montrons que Vect (xw, W € I¢) = R(G), ie. {xw, W € Ig}" = {0}. Soit donc
o€ {xw, W € I}". Etant donnée une représentation (p, V) de G, on définit :

fva =" alg)plyg) € LIV).

geG
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Alors fy, € Homg(V, V). Ainsi, si V' est irréductible, fy,, est une homothétie : il existe A € C t.q.
fvia = Nidy. On a alors :

Mdim V) = tr fua = 3 a(g)xv(g) = |Gl {a | xv) =0,

geG

donc A = 0 et fy, = 0. Remarquons maintenant que si (p, V') est une représentation quelconque de
G,V =U®W, avec U et W stables, alors U et W sont stables par fy, et fV,a‘U = fua et fv,a|W =
fwa. En décomposant une représentation quelconque (p,V) de G en somme de décompositions
irréductibles (c.f. lemme de Maschke, théoréme 7.6.3), on en déduit que fy,, = 0. On applique cela a
la représentation réguliere gauche (pg, Vo) (c.f. définition 7.9.10) de G. Ainsi, en notant e; le vecteur
de base de V; indexé par le neutre de G :

0= fugal(er) = alg)(g-e1) =D alg)e,

geG geqG
Comme (eg)geG est une base de Vg, il vient Vg € G, a(g) =0, i.e. a = 0. ]

Corollaire 7.9.15. Soit G un groupe fini. Alors G a autant de représentations irréductibles que de
classes de conjugaison.

Corollaire 7.9.16. Soit G un groupe fini. Alors :

Va e R(G), a= Y (xw|a)xw.

Welag

7.10 Table des caracteéeres

Définition 7.10.1 (Table des caracteres). Soit G un groupe fini. On appelle table de caracteres de
G le tableau dont les colonnes sont indexées par les classes de conjugaison i, . ..,vs (il est aussi utile
d’indiquer le nombre d’éléments de chaque classe de conjugaison) de G et les lignes sont indexées
par les représentations irréductibles Wy, ..., Wy de G. Dans la case (i,j) est indiquée la valeur de
Xw; (g;), ot g; est un élément quelconque de ;.

Exemple 7.10.2 (Table des caracteres de &3). On note 1 la représentation triviale de &3, € la
signature, et Hy la représentation standard de &3 (c.f. exemple 7.3.3). Alors la table des caractéres
de &3 est donnée par :

(1) (12) (123)
1 élément | 3 éléments | 2 éléments
1 1 1
€ 1 —1 1
Hs 2 0 -1

Proposition 7.10.3. Soit G un groupe fini. On considere la table des caractéres de G, vue comme
une matrice X € Mg (C). On note K € M, (C) la matrice diagonale dont le i-iéme coefficient est le
cardinal de la i-iéme classe de conjugaison de G.

(i) Dans la colonne correspondant a la classe de e (habituellement la premiére colonne), le coef-
ficient de la i-iéme ligne est la dimension de la i-iéme représentation irréductible de G. Donc
le somme des carrés des coefficients présents dans cette colonne est égale a |G| (c.f. corollaire
7.9.13).

(i) XK (X) = |G| L.
(i) (X)X = |G| KL

(iv) Les colonnes de X sont deuz d deuz orthogonales pour le produit scalaire hermitien usuel.
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Exemple 7.10.4 (Table des caracteres de &y). On note 1 la représentation triviale de Sy, € la
signature, Hy la représentation standard de Sy, Hy(e) la torsion de Hy par e (c.f. proposition 7.2.4)
et W la cinquiéme représentation irréductible de S4. Alors la table des caractéres de Sy est donnée
par :

(1) (12) (123) (1234) (12)(34)
1 élément | 6 éléments | 8 éléments | 6 éléments | 8 éléments
1 1 1 1 1
€ 1 -1 1 —1 1
Hy 3 1 0 —1 -1
Hy(e) 3 -1 0 1 -1
w 2 0 -1 0 2

8 Groupes linéaires

8.1 Généralités
Définition 8.1.1 (Groupes linéaires). Soit k un corps, n € N*.
(i) On note GL,(k) le groupe des matrices inversibles de M, (k) et SL, (k) = Kerdet C GL, (k).

(il) Si E est un k-espace vectoriel de dimension n, on note GL(E) le groupe des endomorphismes

inversibles de L(E) et SL(F) = Kerdet C GL(F).
On a GL(E) ~ GL,(k) et SL(E) ~ SL,(k).

Proposition 8.1.2. Soit k un corps fini de cardinal q, n € N*. Alors :

GL (k)] = H (=) et ISL®= H (¢ = ¢*)

8.2 Transvections

Définition 8.2.1 (Transvection). Soit k un corps, E un k-espace vectoriel de dimension n. On dit
que u € GL(FE) est une transvection lorsque :

(i) dimKer (v —idg) =n — 1.

(i) detu = 1.
Proposition 8.2.2. Soit k un corps, E un k-espace vectoriel de dimension n. Pour u € GL(E), les
propriétés suivantes sont équivalentes :

(i) u est une transvection.
(i) 1l existe p € E*\{0} et v € Ker u\{0} t.q.

Ve e B, u(z) = x + p(x)v.

On dit alors que u est une transvection d’hyperplan H = Ker p et de droite D = kv. H et D
sont entiérement déterminés par u car H = Ker (u — idg) et D =Im (u — idg).
(iii) 1l existe une base B de E et un X\ € k* t.q. Mp(u) = I, + AE" 1™,
(iv) Il existe une base B de E t.q. Mp(u) = I,, + E"~ b
Proposition 8.2.3. Soit k un corps, E un k-espace vectoriel de dimension n. Soit w € GL(E) une

transvection d’hyperplan H et de droite D. Alors pour tout g € GL(E), gug™" est une transvection
d’hyperplan g(H) et de droite g(D).

Proposition 8.2.4. Soit k un corps, E un k-espace vectoriel de dimension n. Alors toutes les
transvections sont conjuguées dans GL(E).
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Démonstration. Selon la proposition 8.2.2, pour toute transvection u, il existe une base B de E
t.q. Mp(u) = I,, + E"=1", O

Proposition 8.2.5. Soit k un corps, E un k-espace vectoriel de dimension n. Sin > 3, alors toutes
les transvections sont conjuguées dans SL(E).

Démonstration. Soit u,v deux transvections (donc (u,v) € SL(E)?). Soit g € GL(E) t.q. v
gug~!. On note a = det g. Soit B une base de F t.q. Mg(u) = I,, + E"'". Si on pose h € GL(E
défini par Mp(h) = diag(a,1,...,1), on a uh = hu (car n > 3). Ainsi, v = (gh D u(gh ™))", e
(gh™') € SL(E).

O

Proposition 8.2.6. Soit k un corps. Dans SLy(k), toute matrice de transvection est conjuguée d

une matrice de la forme <(1) gf>7 avec x € k*. De plus, pour (x,y) € (k*)?, les matrices (é f) et

1
(0 Z{) sont conjuguées ssi il existe t € k* t.q. % =12,

8.3 Dilatations
Définition 8.3.1 (Dilatation). Soit k un corps, E un k-espace vectoriel de dimension n. On dit que
u € GL(E) est une dilatation lorsque :
(i) dimKer (u —idg) =n — 1.
(ii) detu # 1.
Proposition 8.3.2. Soit k un corps, E un k-espace vectoriel de dimension n. Pour u € GL(E), les
propriétés suivantes sont équivalentes :
(i) w est une dilatation.
(ii) Il existe un hyperplan H, une droite D et un a € k*\{1} avec E = H & D t.q.
Ve e H, u(z) =z et Ve € D, u(zr) = ax.
On dit alors que u est la dilatation d’hyperplan H, de droite D et de rapport a. u est caracté-
risée par H, D, a, et réciproquement.
(iii) 1l existe une base B de E et un a € k*\{1} t.q. Mg(u) = diag (1,...,1,a).
Proposition 8.3.3. Soit k un corps, E un k-espace vectoriel de dimension n. Soit u € GL(E) la

dilatation d’hyperplan H, de droite D et de rapport a. Alors pour tout ¢ € GL(E), gug™' est la
dilatation d’hyperplan g(H), de droite g(D) et de rapport a.

Proposition 8.3.4. Soit k un corps, E un k-espace vectoriel de dimension n. Alors deux dilatations
u,v sont conjuguées dans GL(E) ssi elles on le méme rapport (i.e. detu = detv).

8.4 Opérations élémentaires sur les lignes et les colonnes

Définition 8.4.1 (Matrices élémentaires). Soit k un corps, A € k*, (i,7) € [1,n]* avec i # j.
(i) La matrice de transvection T;;(A) est définie par T;;(N\) = I, + AE;;.
(ii) La matrice de transposition P;; est définie par Py; = 1, — E;; — E;; + Eij + Eji.

Remarque 8.4.2. Soit k un corps, X € k*, (i,7) € [1,n]* avec i # j. Alors T;;(\) est la matrice
d’une transvection : il existe une transvection v € GL (k™) et une base B de k™ t.q. T;;(\) = Mpg(u).

Proposition 8.4.3. Soit k un corps, A € M, (k), A € k*, (i,7) € [1,n]* avec i # j. On note
L1,..., L, les n vecteurs lignes de A, €1,..., &, les n vecteurs colonnes de A. On a alors une
correspondance entre les matrices élémentaires et les opérations élémentaires sur les lignes et les
colonnes de A :
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Lignes Transvection | £, +— £, + A&, | Ar—T;;(N)A
Transposition Li— L Ar— P ;A

Colonmnes Transvection | €; «— &€, +A&; | Ar— AT};i(N)
Transposition ¢ +— ¢ Ar— AP,

Remarque 8.4.4. Les opérations de transvection ne changent pas le déterminant, mais les opérations
de transposition le multiplient par (—1).

Théoréme 8.4.5 (Algorithme du pivot de GauBl). Soit k un corps, A € M, (k). Alors on peut
transformer A en une matrice diagonale D par des opérations élémentaires sur les lignes et les
colonnes. De plus, det A = (—1)"det D, ot m est le nombre de transpositions effectuées.

8.5 Générateurs des groupes linéaires

Lemme 8.5.1. Soit k un corps et a € k*. Alors :

o o) (490 1) = (5 o)
o {6665

Théoréme 8.5.2. Soit k un corps et n € N*. Alors SL,(k) = ({T3;(\), i # j, A € k*})

Démonstration. Pour ¢ # j, on pose 152-]- =1,—E;—E;;+E;—E; € SL,(k). Pouri <n—1
et a € k*, on pose d;(a) = diag (1,...,1,a,a™*,1,...,1) € SL,(k), ot le a est en position i. On note
Gr=({T(\), i # 4, Nek*}), Go = (G1U{ Py, i #j}) et Gs = (G2 U{di(a), i <n—1, a € k}).
Notons que G5 contient toutes les matrices diagonales de SL, (k). Or, avec le théoréeme 8.4.5, on voit
que toute matrice A € SL, (k) s’écrit A = PDQ, avec (P, Q) € G3, D diagonale. Ainsi, SL,(k) = Gs.
De plus, avec le lemme 8.5.1, on voit que Gy = G puis que G3 = Go. Ainsi, G; = SL, (k). ]
Théoreme 8.5.3. Soit k un corps et E un k-espace vectoriel de dimension n.
(i) SL(E) est engendré par les transvections.

(ii) GL(E) est engendré par les transvections et les dilatations.

8.6 Sous-groupes et quotients des groupes linéaires

Proposition 8.6.1. Soit k un corps et n € N*. Alors :
(i) Z(SLn(k)) = palk) Ly == pn(k), 0t pn(k) = {X € k*, k" = 1}.
(ii) Z (GL,(k)) = k*1,, ~ k*.

Proposition 8.6.2. Soit k un corps et n € N*. Alors :
(i) D(SL,(k)) = SL,(k), sauf sin =2 et (k~7Z/2Z ou k ~7/3Z).
(ii) D(GL,(k)) = SLy(k), sauf sin=2 et k ~7Z/27Z.

Corollaire 8.6.3. Soit k un corps et n € N*. Soit A un groupe abélien

(i) On suppose que n # 2 ou (k £ Z/27 et k # Z/3Z). Alors tout morphisme ¢ : SL,(k) — A
est trivial.

(ii) On suppose que n # 2 ou k % Z/27Z. Alors pour tout morphisme ¢ : GL, (k) — A, il eziste
un morphisme ¢ : k* — A t.q. o =1 odet.
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8.7 Groupes projectifs linéaires
Définition 8.7.1 (Groupes projectifs linéaires). Soit k un corps, n € N*.
(i) On note PGL,(k) = GL,(k)/Z (GL,(k)) et PSL,(k) = SL,(k)/Z (SL,(k)).
(ii) Si E est un k-espace vectoriel de dimension n, on note PGL(E) = GL(E)/Z (GL(E)) et
PSL(E)=SL(E)/Z (SL(FE)).
On a PGL(E) ~ PGL, (k) et PSL(E) ~ PSL, (k).
Théoréme 8.7.2. Soit k un corps, n € N*. Alors PSL, (k) est simple, sauf sin =2 et (k ~ Z/27
ou k ~7Z/37).
Remarque 8.7.3. PSLy (Z/27) ~ G Ly (Z/27) ~ &3 et PSLy (Z/37) ~ 4.

Remarque 8.7.4. Soit k un corps et E un k-espace vectoriel de dimension n. On note P(E) [’en-
semble des droites vectorielles de E, appelé espace projectif de E. Alors GL(E) agit sur P(E), mais
cette action n’est pas fidéle, son noyau est Z (GL(FE)). Ainsi, PGL(E) = GL(E)/Z (GL(E)) agit de
maniére fidéle sur P(E). De méme, PSL(E) agit de maniére fidéle sur P(E).

9 Groupes orthogonaux

9.1 Généralités

Définition 9.1.1 (Groupes orthogonaux). Soit E un R-espace vectoriel de dimension n et q une
forme quadratique définie positive sur E. On pose :

O(q) = {u € GL(E), Vx € E, q(u(r)) = q(2)},

et SO(q) = O(q)NSL(E). Les éléments de O(q) sont appelés isométries ; ceuxr de SO(q) sont appelés
isométries directes.

Proposition 9.1.2. Soit E un R-espace vectoriel de dimension n et ¢ une forme quadratique définie
positive sur E. Soit uw € GL(E).

(i) Soit 5 une base orthonormée de E. Alors u € O(q) ssi u(f) est une base orthonormée de E.
(i) u € O(q) ssi u* =ut.
(iii) St u € O(q), alors (detu) € {—1,+1}.

Proposition 9.1.3. Soit E un R-espace vectoriel de dimension n et q une forme quadratique définie

positive sur E. Sin est impair, alors O(q) ~ SO(q) x {—1,+1} (car (—idg) € O(q¢)\SO(q)).

9.2 Aspect matriciel
Définition 9.2.1 (Groupes orthogonaux). Soit n € N*. On définit :

On(R) = {A € GL,(R), '"AA = 1I,},
et SO,(R) = O, (R) N SL,(R).

Proposition 9.2.2. Soit E un R-espace vectoriel de dimension n et ¢ une forme quadratique définie
positive sur E. Soit  une base orthonormale de E et u € GL(E). Alors :

(i) uw e O(q) <= Mgp(u) € O,(R).

(i) v e SO(q) <= Mp(u) € SO,(R).
Ainsi, O(q) ~ O,(R) et SO(q) ~ SO, (R).

Proposition 9.2.3. Soit n € N*. Alors O, (R) est une partie compacte de M, (R).
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9.3 Décomposition polaire

Définition 9.3.1 (Endomorphisme symétrique). Soit E un R-espace vectoriel de dimension n et
q une forme quadratique définie positive sur E. Un endomorphisme u € L(FE) est dit symétrique
lorsque u* = u. On note S(E) l’ensemble des endomorphismes symétriques de L(E).

Théoréme 9.3.2 (Théoréme spectral). Soit E un R-espace vectoriel de dimension n et q une forme
quadratique définie positive sur E. Alors tout endomorphisme symétrique sur E est diagonalisable en
base orthonormée, a valeurs propres réelles.

Définition 9.3.3 (Endomorphismes positifs et définis positifs). Soit E un R-espace vectoriel de
dimension n et q une forme quadratique définie positive sur E. Soit uw € S(E).

(i) On dit que u est positif, et on note u € ST(E), lorsque les valeurs propres de u sont positives.

(ii) On dit que u est défini positif, et on note u € STT(E), lorsque les valeurs propres de u sont
strictement positives.

Remarque 9.3.4. Soit E un R-espace vectoriel de dimension n et ¢ une forme quadratique définie
positive sur E. Soit uw € S(E). Alors u est défini positif ssi (z,y) — (u(z)|y) est un produit
scalaire, ot (- | -) est la forme polaire de q.

Proposition 9.3.5. Soit E un R-espace vectoriel de dimension n et q une forme quadratique définie
positive sur E. Alors pour tout g € STH(E), il existe un unique h € STT(E) t.q. g = h?. De plus, h
est un polyndome en g.

Théoréme 9.3.6 (Décomposition polaire). Soit E un R-espace vectoriel de dimension n et q une
forme quadratique définie positive sur E. Soit g € GL(E). Alors il existe un unique couple (u,s) €
O(q) x STH(E) t.q. g = us. De plus, s est un polynome en (g*g).

Remarque 9.3.7. La décomposition polaire définit une bijection O,(R) x ST (R) — GL,(R). On
peut en fait montrer que cette bijection est un difféeomorphisme.

Remarque 9.3.8. O,(R) est un sous-groupe compact mazimal de G L, (R).

Remarque 9.3.9. Soit E un R-espace vectoriel de dimension n et ¢ une forme quadratique définie
positive sur E. Soit f € L(E). Alors f admet une décomposition polaire (i.e. I(u,s) € O(q) X
ST(E), f =us), mais elle n’est pas nécessairement unique.

9.4 Symétries, réflexions et renversements
Définition 9.4.1 (Symétries, réflexions, renversements). Soit E un R-espace vectoriel de dimension
n et g une forme quadratique définie positive sur E.

(i) SiV est un sous-espace vectoriel de E, on a E =V &V, et on définit la symétrie orthogonale
sy par rapport a VL comme la symétrie par rapport a V4 parallélement a V. On a sy € O(q).

(ii) Si D est une droite vectorielle de E, on définit la réflexion 1p de droite D par Tp = sp.

(iii) Si P est un plan vectoriel de E, on définit le renversement op de plan P par op = sp.

Proposition 9.4.2. Soit E un R-espace vectoriel de dimension n et q une forme quadratique définie
positive sur F.

(i) Soit V,V' deux sous-espaces vectoriels de E de méme dimension. Alors sy et sy sont conju-
guées par un élément de SO(q).

(ii) SiV est un sous-espace vectoriel de E et u € O(q), alors usyu™' = s,).

Proposition 9.4.3. Soit E un R-espace vectoriel de dimension n et ¢ une forme quadratique définie
positive sur E. Alors O(q) agit transitivement sur {x € E, ||z|| = r} pour tout r > 0.
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9.5 Générateurs des groupes orthogonaux

Théoréme 9.5.1. Soit E un R-espace vectoriel de dimension n et q une forme quadratique définie
positive sur E. Alors O(q) est engendré par les réflexions. Plus précisément, toute isométrie u € O(q)
s’écrit comme produit d’au plus codim Ker (u — idg) réflexions.

Lemme 9.5.2. Soit E un R-espace vectoriel de dimension n > 3 et q une forme quadratique définie
positive sur E. Si D et D' sont deux droites vectorielles de E, alors il existe deux plans vectoriels P
et P' t.q.

TDTp! — OpOpr.

Théoreme 9.5.3. Soit E un R-espace vectoriel de dimension n et g une forme quadratique définie
positive sur E. Sin > 3, SO(q) est engendré par les renversements. Plus précisément, toute isométrie
directe u € SO(q) s’écrit comme produit d’au plus codim Ker (u — idg) renversements.

9.6 Sous-groupes des groupes orthogonaux

Proposition 9.6.1. Soit n € N*.
(i) Z(On(R)) ={—1,,+1,}.
(ii) Sin >3, Z(SO,(R)) ={—1,,+I1,} N SO,(R).
(iii) Sin <2, Z(SO,(R)) = SO, (R).
Proposition 9.6.2. Soit n € N*.
(i) D (On(R)) = SOn(R).
(ii) Sin >3, D(SO,(R)) = SO,(R).
(iii) Sin <2, D(SO,(R)) ={I,}.

9.7 Groupes projectifs orthogonaux

Définition 9.7.1 (Groupes projectifs orthogonaux). Soit n € N*.
(i) On note PO,(R) = 0,(R)/Z (O,(R)) et PSO,(R) = SO,(R)/Z (SO,(R)).

(ii) Si E est un R-espace vectoriel de dimension n et q est une forme quadratique définie positive

sur E, on note PO(q) = O(q)/Z (O(q)) et PSO(q) = SO(q)/Z (SO(q)).
On a PO(q) ~ PO,(R) et PSO(q) ~ PSO,(R).

Théoréme 9.7.2. PSO,4(R) ~ SO5(R) x SO5(R).
Notation 9.7.3. Pour 6 € R, on note :

1 0 0
Ry =10 cosf —sinf| € SO3(R).

0 sinf cosf
Proposition 9.7.4. Tout élément de SO3(R) est conjugué dans SO3(R) a un Ry, 0 € R.
Corollaire 9.7.5. SO3(R) est conneze par arcs.

Proposition 9.7.6. Pour 0 € R, Ry est conjugué a R_y dans SO3(R).

-1 0 0
Démonstration. Montrer que R_g = SRyS™!, avec S = ( 0 -1 0). O]
0 0 1

Proposition 9.7.7. Soit (A, B) € SO3(R)2. Alors A et B sont conjugués dans SO3(R) ssi tr A =
tr B.
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Théoréme 9.7.8. SO3(R) est simple.

Démonstration. Soit N un sous-groupe distingué non trivial de SO3(R). On va montrer que N
contient un renversement. Comme tous les renversements sont conjugués dans SO3(R), on en déduira
que N contient tous les renversements, donc N = SO3(R) car les renversements engendrent SO3(R).
Soit donc A € N\{I,}. Si A est un renversement, on a terminé. Sinon, quitte a conjuguer, on peut
supposer que A = Ry, 8 € R. Alors :

Rog = [R@,S] < N,

ou S est définie dans la démonstration de la proposition 9.7.6. Comme Ry n’est pas un renversement,
cosx sinx 0
Ryg # I,. Donc tr Reg = 1 + 2cos (20) < 3. Pour = € [0, 7], on note U(x) = | —sinxz cosz 0. Et
0 0 1
on considere :
v:x €0, — tr[Ry,U(z)] € R.

On a y(0) = trl, = 3, v(7w) = tr[Ry, S] = tr Rey = 3 — ¢, avec ¢ > 0. Comme v est continue,

v ([0,7]) D [3 — ¢, 3]. En particulier, il existe m € N* et z € [0, 7] t.q. y(z) = 1+ 2cos (%) D’apres
la proposition 9.7.7, [Rg,U(z)] est alors conjugué a R=. Donc R= € N, d'ott R, = (R%)m € N.
Donc N contient un renversement et N = SO5(R). O

Théoréme 9.7.9. PSO, (R) est simple sin =3 oun > 5.

40



	Relations d'équivalence et quotients
	Généralités
	Quotients d'espaces vectoriels

	Formes linéaires et dualité
	Formes linéaires et hyperplans
	Espace dual et bidual
	Transposée d'une application linéaire
	Sommes directes
	Orthogonalité

	Formes bilinéaires
	Applications multilinéaires
	Formes bilinéaires
	Formes bilinéaires et dualité
	Orthogonalité
	Formes symétriques, alternées et antisymétriques

	Formes quadratiques
	Généralités
	Matrice d'une forme quadratique
	Discriminant d'une forme quadratique
	Orthogonalité
	Adjoint d'un endomorphisme
	Cône isotrope d'une forme quadratique
	Bases orthogonales
	Méthode de Gauß
	Classification des formes quadratiques sur R et C

	Produit tensoriel d'espaces vectoriels de dimension finie
	Généralités
	Morphismes
	Quelques isomorphismes canoniques

	Groupes
	Généralités
	Classes définies par un sous-groupe
	Sous-groupes distingués
	Groupes quotients
	Actions de groupes
	Formule des classes
	Le cas des p-groupes
	Les théorèmes de Sylow
	Le groupe symétrique

	Représentations linéaires des groupes finis
	Généralités
	Constructions de représentations
	Sous-espaces stables
	Morphismes de représentations
	Sous-espaces stables et supplémentaires
	Représentations irréductibles
	Caractère d'une représentation
	Interlude – Espaces hermitiens
	Fonctions centrales
	Table des caractères

	Groupes linéaires
	Généralités
	Transvections
	Dilatations
	Opérations élémentaires sur les lignes et les colonnes
	Générateurs des groupes linéaires
	Sous-groupes et quotients des groupes linéaires
	Groupes projectifs linéaires

	Groupes orthogonaux
	Généralités
	Aspect matriciel
	Décomposition polaire
	Symétries, réflexions et renversements
	Générateurs des groupes orthogonaux
	Sous-groupes des groupes orthogonaux
	Groupes projectifs orthogonaux


