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1 Anneaux — définitions et exemples de base

1.1 Définition
Définition 1.1.1 (Anneau). Un anneau est un triplet (A,+, X), ou A est un ensemble et + et X
sont des lois de composition interne sur A vérifiant :
(i) (A,+) est un groupe abélien, de neutre noté 04.
(ii) x est associative et admet un neutre noté 14.
(i) x est distributive a gauche et a droite sur +.

Si de plus x est commutative, on dit que (A,+, X) est un anneau commutatif.

Exemple 1.1.2. Z, Z[i| = {a +ib, (a,b) € Z*}, Z/nZ, Z|X], Z/nZ[X] sont des anneaux.

1.2 Divisibilité
Définition 1.2.1 (Divisibilité). Soit A un anneau, (a,b) € A% On dit que a divise b, et on note
a | b, lorsqu’il existe un ¢ € A t.q. b = ac.

Notation 1.2.2. Soit A un anneau. Etant donné a € A, on note Div(a) Uensemble des diviseurs de
a dans A.

Définition 1.2.3 (Eléments associés). Soit A un anneau, (a,b) € A%. S équivalent :
(i) a|b et b|a.
(ii) Div(a) = Div(b).

On dit alors que a et b sont associés.

Définition 1.2.4 (Eléments inversibles). Soit A un anneau et a € A. On dit que a est inversible
dans A lorsqu’il existe b € A t.q. 14 = ab = ba. On écrit alors b = a~*. On note A* l’ensemble des
éléments inversibles de A.

Proposition 1.2.5. Soit A un anneau. Alors (A*, X) est un groupe de neutre 14.

Définition 1.2.6 (Corps). Soit A un anneau commutatif. On dit que A est un corps lorsque A* =

A\{0}.
Remarque 1.2.7. Soit A un anneau. Alors Va € A, A* C Div(a).

Définition 1.2.8 (Eléments premiers entre eux). Soit A un anneau, (a,b) € A%. On dit que a et b
sont premiers entre eux lorsque Div(a) N Div(b) = A*.



1.3 Eléments premiers et irréductibles

Définition 1.3.1 (Eléments premiers et irréductibles). Soit A un anneau commutatif et a € A. On
suppose que a # 04 et a & A*.

(i) On dit que a est irréductible lorsque :
V(b,c) € A%, a=bc=bec A* ou c € A*.
(ii) On dit que a est premier lorsque :

V(b,c) € A%, a|bc =>a|b ou a| c.

1.4 Diviseurs de zéro

Définition 1.4.1 (Diviseur de zéro). Soit A un anneau. Un élément a € A est appelé diviseur de
zéro lorsque 3b € A\ {04}, 04 = ab = ba.

Définition 1.4.2 (Anneau integre). Un anneau commutatif est dit integre lorsqu’il n’admet aucun
diviseur de zéro non nul.

Proposition 1.4.3. Tout corps est un anneau integre.

Exemple 1.4.4. Z/nZ est intégre ssi n est premier.

1.5 Factorisation et équations diophantiennes

Lemme 1.5.1 (Lemme de GauB). Soit 7 € Z. Alors w est irréductible dans Z ssi 7 est premier dans
Z.

Théoréeme 1.5.2. Soit m € Z[i]. Alors 7 est irréductible dans Z[i] ssi 7 est premier dans Z][i].
Démonstration. Admis temporairement. ]
Remarque 1.5.3. 2 est premier dans Z mais pas dans Z[i] (car 2 = (1 +14)(1 —1)).

Théoréme 1.5.4. Soit a € Z[i|\{0}. Alors il existe u € Z[i]*, m,...,m, des irréductibles deux a
deuz non associés de Z[i] et (nq,...,n,) € (N*)" t.q. a = un{* ---7wl. De plus, l’écriture est unique
a permutation pres, en s’autorisant a remplacer les 7; par des irréductibles associés.

Démonstration. Admis temporairement. O

Lemme 1.5.5. Soit x,y, 2 € Z premiers entre eux dans leur ensemble t.q. 2% = 2% + y>. Alors :
(i) (z+1dy) et (z —iy) sont premiers entre eux dans Z[i|.
(ii) 11 existe u € Z[i]* et (a, B) € Z* t.q. x + iy = u (o +iB)° et x — iy =u (a — if)>.

Proposition 1.5.6. Soit x,y, 2z € Z premiers entre eux dans leur ensemble t.q. 2*> = 2% 4+ y?. Alors
il eziste (o, B) € Z? t.q. (z,y,2) = (a® — 3%,2a8,a® + (?).

2 Anneaux — Sous-anneaux, idéaux, morphismes et quo-
tients

2.1 Sous-anneaux

Définition 2.1.1 (Sous-anneau). Soit A un anneau. On appelle sous-anneau de A tout sous-ensemble
B C A vérifiant les trois propriétés suivantes :



(i) B est un sous-groupe de (A,+).
(ii) B est stable par x :¥(x,y) € B%, 2y € B.
(iii) 14 € B.
Définition 2.1.2 (Sous-anneau engendré par une partie). Soit A un anneau. Si E C A, on appelle

sous-anneau engendré par E le plus petit sous-anneau de A contenant E.

Exemple 2.1.3. Soit K un corps. On appelle corps premier de K, et on note Ky, le plus petit
sous-corps de K. Ky contient le sous-anneau de K engendré par {1x}.

2.2 Idéaux
Définition 2.2.1 (Idéal). Soit A un anneau. On appelle idéal a gauche (resp. a droite) de A tout
sous-ensemble I C A vérifiant les deux propriétés suivantes :
(i) I est un sous-groupe de (A,+).
(ii) Ve € A, Il C I (resp. Ve € A, Ix C I).
Lorsque A est commutatif, la notion d’idéal a gauche est équivalente a celle d’idéal a droite; on dit

alors simplement “idéal”.

Exemple 2.2.2. Soit A un anneau commutatif non nul. Alors A admet au moins deux idéauz : {04}
et A. Bt A est un corps ssi ces deux idéaux sont les seuls idéauxr de A.

Définition 2.2.3 (Idéal engendré par une partie). Soit A un anneau commutatif. Si E C A, on
appelle idéal engendré par E, noté (E), le plus petit idéal de A contenant E.

Définition 2.2.4 (Idéal principal). Soit A un anneau commutatif. Pour x € A, l'idéal ({x}) est noté
(x) et appelé idéal principal engendré par x.

Exemple 2.2.5. Tout idéal de 7Z est principal.

2.3 Morphismes

Définition 2.3.1 (Morphisme d’anneaux). Soit A et B deuzx anneauz. On appelle morphisme d’an-
neaux de A vers B toute application ¢ : A — B vérifiant :

(i) Y(z,y) € A, é(z +y) = ¢(z) + o(y),
(ii) Y(z,y) € A%, ¢(zy) = ¢(x)o(y),
(iii) ¢ (14) = 1.

Remarque 2.3.2. Si l'anneau B est intégre et Uapplication ¢ est non nulle, la condition (iii) dans
la définition d’un morphisme d’anneaux est une conséquence des deux autres.

Notation 2.3.3. Si A et B sont deur anneauz et ¢ : A — B et un morphisme d’anneauz, on note

Ker¢ = ¢ ({05}) et Im ¢ = 6(A).

Proposition 2.3.4. Soit A et B deux anneauzr commutatifs et ¢ : A — B un morphisme. Alors :
(i) Pour tout J idéal de B, ¢~1(J) est un idéal de A.

(ii) Ker¢ est un idéal de A.

) Im ¢ est un sous-anneau de B.
) o(A%) C B
)

(v) Si ¢ est surjective et x € A est irréductible, alors ¢(x) est irréductible.

(iii

(iv

Exemple 2.3.5. [l n’existe aucun morphisme d’anneaur ¢ : Z[i| — 7Z (sinon on aurait 0 =

o2 +1)=09>i)*+1).



2.4 Quotients

Définition 2.4.1 (Anneau quotient). Soit A un anneau commutatif et I un idéal de A. On définit
une relation d’équivalence R sur A par :
V(z,y) € A%, 2Ry <= (v —y) € I.

Le quotient A/R est noté A/1. Alors il existe une unique structure d’anneau sur A/I t.q. la projection
canonique ™ : A — A/I est un morphisme d’anneauzx. Si a € A, l’élément w(a) pourra étre noté a ou
bien a + 1.
Définition 2.4.2 (Idéal premier, idéal maximal). Soit A un anneau commutatif et I un idéal de A.
(i) On dit que I est premier lorsque ¥(a,b) € A?>, ab€ [ =>a €1l ou be .
(ii) On dit que I est mazimal lorsque I C A et pour tout idéal J de A, si I C J C A, alors I = J.
Proposition 2.4.3. Soit A un anneau commutatif et I un idéal de A.
(i) I est premier ssi A/I est intégre.

(i1) I est mazximal ssi A/I est un corps.

Corollaire 2.4.4. Tout idéal maximal est premier.

2.5 Divisibilité et idéaux

Proposition 2.5.1. Soit A un anneau commutatif et (a,b) € A% Alors :
a|b<=(b) C (a).

Proposition 2.5.2. Soit A un anneau commutatif et a € A. Alors :

(i) a est premier ssi (a) est premier.

(i) a est irréductible ssi (a) est maximal parmi les idéaux principauz propres de A.

Définition 2.5.3 (Anneau principal). Un anneau commutatif intégre A est dit principal lorsque tout
idéal de A est principal.

Exemple 2.5.4. Z est principal.

Proposition 2.5.5. Soit A un anneau principal. Alors un élément p € A est irréductible ssi il est
premier.

2.6 Exemple — critere d’Eisenstein

Proposition 2.6.1. Soit K un corps. Alors pour tout S € K[X] et pour tout P € K[X]| avec
deg P > 1, il existe un unique couple (Q, R) € K[X]? t.q.

S=PQ+R et deg R < deg P.

Lemme 2.6.2. Soit K un corps. Soit n € N* et (A, B) € K[X]* t.q. X™ = AB. Alors il existe
ueEK*, 0<ng<ntqg A=uX™ et B=u"1X""0,

Théoréme 2.6.3 (Critere d’Eisenstein). Soit P = Y7_,ax X* € Z[X], avec n € N*. On suppose
qu’il existe un nombre premier p t.q.

(i) ptan.
(ii) Yk €{0,...,n—1}, p| ax.
(iii) p? 1 ao.
Alors P est irréductible dans Z[X].
Démonstration. Supposons par I'absurde P = AB, avec (A, B) € (Z[X]\Zo[X])*. La réduction

de P modulo p sécrit : A x B = P = @,X". D’apres le lemme 2.6.2, A et B sont des mondmes
dans Z/pZ[X]. Donc p divise les coefficients constants respectifs de A et B; donc p? divise ag. C'est

absurde. ]



2.7 Opérations sur les idéaux

Proposition 2.7.1. Soit A un anneau commutatif, I et J deux idéaux de A. Alors INJ et I + J
sont des idéauzx de A.

Définition 2.7.2 (Idéal produit). Soit A un anneau commutatif, I et J deux idéauz de A. On définit
lidéal 1J par :

IJ=({zy, (x,y) e I x J}) = {kayk, reN, (x,...,z.) €I, (y1,...,y,) € Jr}.
k=1
On définit de plus 'idéal I™ par récurrence sur n en posant I° = A et I"1 = I"].

Définition 2.7.3 (PGCD et PPCM). Soit A un anneau principal, (ay,...,a,) € A™.
(i) On appelle PGCD de ay, ..., a, tout élément d € A t.q. (d) = (a1) + - -+ (ayn).
(ii) On appelle PPCM de ay, ..., a, tout élément m € A t.q. (m) = (a1) N ---N(ay).

Définition 2.7.4 (Idéaux premiers entre eux). Deuz idéauz I et J d’un anneau commutatif A sont
dits premiers entre eux lorsque A =1+ J.

Théoréme 2.7.5 (Théoreme des restes chinois). Soit A un anneau commutatif.

(i) Soit I et J deux idéaux premiers entre eux de A. Alors Iy Iy = Iy NIy et on a un isomorphisme
canonique :

AJ(INT)~ (A)I) x (A}]).

(ii) Soit I, ..., I, n idéaux premiers entre eur deuxr a deux de A. Alors Iy--- I, =1 N---N1, et
on a un isomorphisme canonique :

A/ (LN N1~ (A/L) x - x (A/L,).

3 Anneaux noethériens

3.1 Anneaux noethériens

Définition 3.1.1 (Idéal principal, idéal de type fini). Soit A un anneau commutatif, I un idéal de
A.

(i) On dit que I est principal lorsqu’il existe v € A t.q. I = (z).
(ii) On dit que I est de type fini lorsqu’il existe (xq,...,x,) € A" t.q. I = (x1) + -+ + ().

Définition 3.1.2 (Anneau principal, anneau noethérien). Soit A un anneau commutatif.
(i) On dit que A est principal lorsque A est intégre et tout idéal de A est principal.
(ii) On dit que A est noethérien lorsque tout idéal de A est de type fini.

Remarque 3.1.3. Un anneau noethérien n’est pas nécessairement integre.
Proposition 3.1.4. L’image par un morphisme d’anneaux d’un anneau noethérien est noethérien.

Corollaire 3.1.5. Soit A un anneau noethérien et I un idéal de A. Alors A/I est noethérien.



3.2 Théoreme de Krull
Proposition 3.2.1. Soit A un anneau commutatif. Soit (I)),c, une chaine d’idéaur de A (i.e.
V(\u) €A IyC I, oul,ClI,) Alors :

(i) Uxea I est un idéal de A.

(i) SiVA e A, I, C A, alors Uyep In € A.

Définition 3.2.2 (Ensemble inductif). Un ensemble ordonné est dit inductif lorsque toute chaine
(i.e. toute partie totalement ordonnée) admet un majorant.

Théoréme 3.2.3 (Lemme de Zorn). Tout ensemble inductif admet un élément maximal.

Théoréme 3.2.4 (Théoreme de Krull). Soit A un anneau commutatif et I un idéal propre de A.
Alors il existe un idéal mazimal J t.q.

IcJCA.

Démonstration. On considere F = {J idéal de A, I C J C A}. Selon la proposition 3.2.1, F est
inductif. Selon le lemme de Zorn, F admet donc un élément maximal J, ce qui fournit le résultat. [

3.3 Anneaux noethériens (suite)

Théoréme 3.3.1. Soit A un anneau commutatif. S’équivalent :
(i) A est noethérien.
(ii) Toute suite d’idéaur de A croissante pour l'inclusion est stationnaire.

(iii) Toute famille non vide d’idéaur de A admet un élément mazximal.

Démonstration. (i) = (ii) Soit (I,), .y une suite d’idéaux croissante pour l'inclusion. On note
I = Unen In- Selon la proposition 3.2.1, I, est un idéal de A. Comme A est noethérien, il existe
des éléments ay,...,a; t.q. oo = (@1) + -+ + (ax). Pour j € {1,...,k}, on a a; € I = Upen In,
donc il existe n; € N t.q. a; € I,;. Si N = max;cjnj, alors Vj € {1,...,k}, a; € Iy, d'ott
I = (a1) + -+ (ag) = Iy. Ainsi Vn > N, I, = Iy. (ii) = (iii) Par contraposée, supposons qu’il
existe une famille F non vide d’idéaux de A sans élément maximal. On choisit alors Iy € F, puis,
apres avoir construit Iy C --- C [,,, comme [,, n’est pas un élément maximal de F, il existe I,,,1 € F
t.q. I, € I,+1. On construit ainsi une suite strictement croissante (donc non stationnaire) d’idéaux
de A. (iii) = (i) Soit I un idéal de A. On considere F = {J idéal de A de type fini, J C I}. On a
F # @ car {0} € F. Donc F admet un élément maximal J,,. Si J,,, C I, alors il existe x € I\ J,,, et

=

(Jm + (2)) € F, ce qui contredit la maximalité de J,,. Donc J,, = I, et I est de type fini. ]

3.4 Anneaux de polynoémes

Définition 3.4.1 (Polynomes a coefficients dans un anneau). Si A est un anneau commutatif, on
note A[X] Uanneau des polyndmes a coefficients dans A. On définit de plus par récurrence les anneauz
des polynomes a plusieurs indéterminées en posant A[Xy, ..., Xoi1] = A[Xq, ..., Xy] [Xog1]-

Remarque 3.4.2. Soit A un anneau commutatif. Alors Uapplication j: a € A — aX° € A[X] est
un morphisme injectif d’anneaux, ce qui permet d’identifier A au sous-anneau j(A) de A[X].

Proposition 3.4.3. Soit A un anneau commutatif intégre.
(i) VP € A[X], degP < 0 <= P =0.
(ii) Y(P,Q) € A[X]?, deg(PQ) = deg P + deg Q.
Corollaire 3.4.4. Soit A un anneau commutatif.

(i) A est intégre ssi A[X| est intégre.



(i) Si A est intégre, alors A[X|* = A*.

Théoréme 3.4.5 (Division euclidienne). Soit A un anneau commutatif intégre. Alors pour tout
S € A[X] et pour tout P € A[X] avec P unitaire (i.e. de coefficient dominant 1), il existe un
unique couple (Q, R) € A[X])? t.q.

S=PQ+R et deg R < deg P.

Proposition 3.4.6. Soit A un anneau commutatif, P € A[X] et a € A. S’équivalent :
(i) P(a) =0.
(ii) X — « divise P.

On dit alors que « est racine de P.

Démonstration. (ii) = (i) Clair. (i) = (ii) Noter que V& € N, X* — of = (X — a)Qy, avec
Qi = Z?;& o177 X7, Comme P(a) = 0, il vient, en écrivant P = 3¢_ pp X" :

P=P—Pa) = Zpk (Xk—ozk) :(X—a)Zkak.

]

Corollaire 3.4.7. Soit A un anneau commutatif intégre. Alors tout polynéme P € A[X] admet au
plus deg P racines.

Lemme 3.4.8. Soit G un groupe abélien fini. Alors G admet un élément dont [’ordre est le PPCM
des ordres des éléments de G.

Proposition 3.4.9. Si A est un anneau commutatif integre, alors tout sous-groupe fini de A* est

cyclique.

3.5 Théoréme de Hilbert

Lemme 3.5.1. Soit A un anneau commutatif. Pour I idéal de A[X] est n € N, on définit :
0,(I) = {0} U {coefficients dominants des éléments de I qui sont de degré n} .

Alors 0,(1) est un idéal de A et on a les propriétés suivantes :
(i) Si 1 C J sont des idéaux de A, alors ¥n € N, 0,,(I) C 0,(J).
(ii) Si I est un idéal de A, alors Vn € N, 0,,(I) C 0,41(1).
(iii) Si I C J sont des idéaur de A, alors [ = J <= VYn € N, 0,,(I) =0,(J).

Démonstration. (iii) Si I = J, alors Yn € N, 9,,(I) =0,(J). Si I C J supposons par l’absurde que
Vn €N, 0,(I) =0,(J). Soit P € J\I t.q.

deg P = min d .
o8P = gui, desQ
Si k = deg P, alors le coefficient dominant de P est dans 04(.J) = 0x(/), donc il existe Q € I C J de

méme degré et de méme coefficient dominant que P. Ainsi, (P — Q) € J, et deg(P — Q) < deg P.
Par construction de P, il vient (P — Q) € I, d’ou P € I, ce qui est faux. O

Théoréme 3.5.2 (Théoreme de Hilbert). Si A est un anneau noethérien, alors A|X] est noethérien.



Démonstration. Soit (I,,), .y une suite croissante d’idéaux de A[X]. Avec les notations du lemme
3.5.1, et d’apres le théoreme 3.3.1, la famille (04 (11,)) ;. ez @dmet un élément maximal 3, (1), car
A est noethérien. Pour k € {0,...,¢}, la suite (04 (I,)),,cy €St une suite croissante d’idéaux, donc il
existe n, € N t.q.

n = ng, ak (In) = ak (]nk) .

On pose maintenant N = max {m, ny, ..., ns}. Soit maintenant n > N. Montrons que I,, = Iy. On
a Iy C I,. Selon le lemme 3.5.1, il suffit de prouver que Vk € N, 9, (Ix) = 04 (I,,). Soit donc k € N.
Si k< ¢, alors g (In) = 0k (Ln,) = 0k (Ln). Si k > ¢, alors :

0% (IN) D 0 (Im) D0y (Im) et 0% (In> D 0 (Im) D 0y (Im) .

Par maximalité de 9, (I,,,), on a 0 (In) = 00 (I,,) =0 (I,,). D’out Iy = I,,. O

4 Anneaux euclidiens et anneaux factoriels

4.1 Anneaux euclidiens

Définition 4.1.1 (Anneau euclidien). Soit A un anneau commutatif intégre. On dit que A est eu-
clidien lorsqu’il existe une application v : A\ {04} — N t.q.

V(a,b) € Ax (A\{04}), I(q,7) € A%, a=qb+7r et (r=0 ou v(r) <v(b)).
On dit alors que v est un stathme euclidien

Exemple 4.1.2. Z et Z[i] sont euclidiens. K[X]| est euclidien si K est un corps.

Proposition 4.1.3. Tout anneau euclidien est principal.

4.2 Anneaux factoriels

Définition 4.2.1 (Systeme de représentants des classes d’irréductibles). Soit A un anneau com-
mutatif intégre. Soit P ’ensemble des irréductibles de A. On appelle systeme de représentants des
classes d’irréductibles pour la relation d’association (SRCI) de A toute partie P C P t.q. pour tout
m € P, il existe un unique ' € P qui est associé a T.

Définition 4.2.2 (Anneau factoriel). Un anneau commutatif intégre A est dit factoriel lorsque pour
tout a € A\ {04}, il existe un unique u € A* et une unique famille presque nulle (n,), ., € N” t.q.
a=ullrep ", ot P est un SRCI de A.

Proposition 4.2.3. Soit A un anneau noethérien intégre. Alors tout élément de A se décompose en
produit d’irréductibles.

Démonstration. Soit F' ’ensemble des éléments non nuls et non inversibles de A ne se décomposant
pas en produit d’irréductibles. Poser F = {(a), a € F'}; supposer par 'absurde F # & et considérer
un élément maximal de F. ]

Définition 4.2.4 (Valuation m-adique). Soit A un anneau commutatif intégre, m un irréductible de
A. Pour a € A, on définit la valuation w-adique de a par :

v.(a) =sup{n e N, 7" | a}.
Onar|a<= v(a)>0.

Proposition 4.2.5. Soit A un anneau factoriel. Soit m un irréductible de A. Alors :
(i) V(a,b) € A%, v (ab) = v (a) + v, (D).



(ii) V(a,b) € A%, vy (a+b) = min (ve(a),v. (b)), avec égalité dés que vy(a) # v (D).

Définition 4.2.6 (PGCD). Soit A un anneau factoriel muni d’un SRCIP. Si (a,b) € A2, on définit
le PGCD de a et b par :
alNb= H 7_{_min(vﬂ((1),1J7r(b))‘
TeP

Proposition 4.2.7. Soit A un anneau commutatif intégre vérifiant les deux hypothéses suivantes :
(i) Tout élément de A se décompose en produit d’irréductibles.
(ii) Tout élément irréductible de A est premier.

Alors A est factoriel.

Corollaire 4.2.8. Tout anneau principal est factoriel.

4.3 Corps des fractions d’un anneau integre

Théoréme 4.3.1. Soit A un anneau intégre. Alors il existe un corps K 4, appelé corps des fractions
de A, t.q.
(i) 1l existe un morphisme injectif d’anneaur j : A — Ka.

(ii) Pour tout corps F, et pour tout morphisme injectif d’anneaux ¢ : A — F, il existe un mor-
phisme de corps ¢ : Ky — F t.q. p =1 o j (i.e. ¥ prolonge v, en identifiant A et j(A)).

K 4 est unique a isomorphisme prés. On identifiera toujours A a j(A) et on considérera que A C K 4.
Définition 4.3.2 (Elément normalisé). Soit A un anneau factoriel muni d’un SRCIP et soit K le

corps des fractions de A. On dit qu’un élément v € K4\ {04} est normalisé par rapport a P lorsqu’il
existe une famille presque nulle (ng) . € Z” t.q.

T = HW””.

4.4 Contenu d’un polynéme sur un anneau factoriel

Définition 4.4.1 (Polynéme primitif). Soit A un anneau factoriel et P € A[X]|\{04}. On dit que
P est primitif lorsque le PGCD des coefficients de P est égal a 14 (dans n’importe quel SRCI).

Proposition 4.4.2. Soit A un anneau factoriel muni d’un SRCI P et soit K4 le corps des fractions
de A. Pour tout P € KA[X]|\ {04}, il existe un unique c¢(P) € K4\ {04} normalisé t.q. P = ¢(P)P;,
ou P, € A[X] est un polynome primitif. On dit que c(P) est le contenu de P (dans le SRCI P).

Proposition 4.4.3. Soit A un anneau factoriel muni d’un SRCI P et soit K4 le corps des fractions
de A.
(i) VP € K4[X]\ {04}, Yo € K4\ {04} normalisé, ¢ (aP) = ac(P).
(ii) VP € Ka[X]\ {04}, P € A[X] < ¢(P) € A.
(iii) VP € AIX]\ {04}, P primitif < c¢(P) = 1a4.
Notation 4.4.4. Soit A un anneau commutatif intégre et m € A un élément premier. Alors la
projection canonique A — A/(m) induit un morphisme d’anneaur P € A[X]—— P € A/(n)[X]. Ce

morphisme est appelé morphisme de réduction modulo (7). De plus, comme m est premier, A/(m)
est intégre donc A/(m)[X] aussi.

Lemme 4.4.5. Soit A un anneau factoriel. Alors tout élément irréductible de A est premier.

Démonstration. Soit 7 un irréductible de A. Soit (a,b) € A? t.q. 7 | ab. Alors v.(a) + v, (b) =
vr(ab) > 0 donc v,(a) > 0 ou v, (b) > 0. O
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Proposition 4.4.6. Soit A un anneau factoriel muni d’un SRCI P. Alors :

(P, Q) € AIXI\{04}", ¢(PQ) = ¢(P)e(Q).

Démonstration. Soit P; et ()7 des polyndémes primitifs t.q. P = ¢(P)P; et Q@ = ¢(Q)Q1. On a
PQ = ¢(P)c(Q)P,Q;. 11 suffit alors de prouver que P;Q; est primitif. En effet, si Pi@Q; n’est pas
primitif, soit 7 un irréductible de A divisant ¢ (P;Q). On réduit modulo () :

Py Q1 = PiQ1 = 04/(m)x)-

Comme A/(m)[X] est intégre, P = 04/(x)x] 0w Q1 = 04/(myx). Donc P; ou Qq n’est pas primitif.
C’est absurde. O

4.5 Théoréme de Gaufl

Proposition 4.5.1. Soit A un anneau factoriel dont on note K4 le corps des fractions. Alors les
irréductibles de A[X] sont les irréductibles de A et les polyndmes non constants, irréductibles dans
K4[X], et primitifs.

Théoréme 4.5.2 (Théoreme de Gaufl). Si A est un anneau factoriel, alors A[X]| est factoriel.

Démonstration. On va montrer que A[X] est factoriel a 'aide de la proposition 4.2.7. Montrons
que les hypotheses (i) et (ii) sont vérifiées. (i) Si P € A[X]\ {04}, on décompose P en produit
d’irréductibles de K4[X], ou K4 est le corps des fractions de A, et on en déduit une décomposition de
P en produit d’irréductibles de A[X]. (ii) Soit P € A[X] un élément irréductible. On veut prouver que
P est premier, i.e. A[X]/(P) est intégre. Si P € A, alors A[X]|/(P) ~ A/(P)[X], donc A[X]/(P) est
integre. Sinon, P est primitif et irréductible dans K4[X]. On considére alors le morphisme d’anneaux
suivant :
¢ AX]/(P) — Ka[X]/(P).

Montrons que ¢ est injectif. Pour cela, soit I' € Ker¢ et H € T'. Alors il existe D € K4[X] t.q.
H = DP.Si D=0, alors D € A[X]. Sinon, ¢(D) = ¢(D)c(P) = ¢(DP) = c¢(H) € A car H € A[X],
donc D € A[X]. Donc H € (P) (dans A[X]), i.e. I' = O4px)/(p). Donc ¢ est injectif et A[X]/(P) est
isomorphe a un sous-anneau de K4[X]/(P) (qui est integre), donc A[X]/(P) est integre. O

5 Extensions de corps

5.1 Plongements et extensions de corps

Définition 5.1.1 (Plongement). On appelle plongement tout morphisme injectif d’anneauz.

Définition 5.1.2 (Extension de corps). Soit K et L deux corps. S’il existe un plongement p : K — L,
on dit que L est une extension de K, ou encore que L/K est une extension de corps.

Exemple 5.1.3. C/R, R/Q et Q {\/ﬂ /Q sont des extensions de corps.

Définition 5.1.4 (Corps algébriquement clos). Un corps K est dit algébriquement clos lorsque tout
polynome non constant de K[X] admet une racine dans K.

Théoréme 5.1.5 (Théoreme de d’Alembert-Gaufl). C est algébriquement clos.
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5.2 Point de vue de ’algebre linéaire

Définition 5.2.1 (Extension finie). Une extension de corps L/K est dite finie lorsque L est de
dimension finie en tant que K-espace vectoriel. Sa dimension est alors appelée degré de [’extension
L/K et notée [L : K].

Remarque 5.2.2. Si L/K est une extension finie, ou K est un corps fini, alors L est un corps fini
et |L| = |K|FH.

Théoréme 5.2.3 (Théoreme de la base télescopique). Soit M/L et L/K deuz extensions finies.
Alors M/K est une extension finie et :

(M : K] =[M:L|[L:K].

Plus précisément, si (€;),c; est une K-base de L et (f;);.; est une L-base de M, alors (e;f;)
est une K-base de M.

1,J)eIxXJ

5.3 Eléments algébriques et transcendants

Notation 5.3.1. Si B est un anneau, A un sous-anneau de B et a € B, on note Ala] le plus petit
sous-anneau de B contenant A et .

Lemme 5.3.2. Soit B un anneau, A un sous-anneau de B et o € B. Alors il existe un unique
morphisme d’anneau 6, : A[X] — B t.q.

(i) Ya € A, 04(a) = a.

(il) 04(X) = a.

On a alors Ala] = Imd,.

Définition 5.3.3 (Elément algébrique ou transcendant). Soit L/K une extension de corps et oo € L.
(i) On dit que « est transcendant sur K lorsque Kerd, = {04}.

(ii) On dit que «v est algébrique sur K lorsque Ker o, # {04}. Comme K[X] est principal, on note
alors P, € K[X] l'unique polynome unitaire t.q. Kerd, = (P,). P, est appelé le polyndme
minimal de «; son degré est appelé degré de .

Notation 5.3.4. Si L est un corps, K un sous-corps de L et « € L, on note K(«) le plus petit
sous-corps de L contenant K et a.

Théoréme 5.3.5. Soit L/K une extension de corps et a € L. Sont équivalentes :

(i) « est algébrique sur K.
(i) Klo] = K(a).
(iii) L’extension K(a)/K est finie.

Définition 5.3.6 (Extension algébrique). Une extension de corps L/K est dite algébrique lorsque
tout élément de L est algébrique sur K.

Corollaire 5.3.7. Toute extension finie est algébrique.

Corollaire 5.3.8. Soit L/K une extension de corps. On note Ly, l'ensemble des éléments de L
algébriques sur K. Alors L,y est un sous-corps de L, et l'extension L,./K est algébrique.
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5.4 Corps de rupture, corps de décomposition

Définition 5.4.1 (Corps de rupture). Soit K un corps et P un irréductible de K[X]. On appelle
corps de rupture de P sur K tout corps L t.q. il existe « € L t.q. L = K[a] et P(a)) = 0.

Définition 5.4.2 (Corps de décomposition). Soit K un corps et P € K[X] un polynéme non
constant. On dit que L est un corps de décomposition de P sur K lorsqu’il existe (o, ..., a;) € L*,
we K* t.q L=Klay,...,a5) et P=ull_ (X — ).

Définition 5.4.3 (K-morphisme). Soiti : K — L et i : K — L' deux extensions de corps. On
appelle K-morphisme tout morphisme de corps o : L — L' t.q. c o1 =1".

Proposition 5.4.4. Soit j : K — K' un isomorphisme de corps. On note j : K[X]| — K'[X]
le morphisme induit par j. Soit P un irréductible de K[X]|. On note L et L' des corps de rupture
respectifs de P sur K et de j(P) sur K'; et on note a et o/ des racines respectives de P et j(P)
dans L et L'. Alors il existe un unique isomorphisme j : L — L' prolongeant j et t.q. j(a) = o',

Théoréme 5.4.5. Soit K un corps et P un irréductible de K[X]. Alors il existe un corps de rupture
de P sur K. De plus, le corps de rupture est unique a K-isomorphisme pres.

Théoréme 5.4.6. Soit K un corps et P € K[X] non constant. Alors il existe un corps de décompo-
sition de P sur K. De plus, le corps de décomposition est unique a K-isomorphisme pres. Il est noté

Dx(P).

5.5 Corps finis
5.5.1 Caractéristique et sous-corps premier

Définition 5.5.1 (Caractéristique). Soit K un corps. On considere le morphisme d’anneaux :

9 7 — K
In—n-1g

Si 9 est injectif, on dit que K est de caractéristique nulle et on note car K = 0. Sinon, il existe
un nombre premier p t.q. Kerv = pZ. Le nombre premier p est appelé caractéristique de K et noté
car K.

Définition 5.5.2 (Sous-corps premier). Soit K un corps. On appelle sous-corps premier de K le
plus petit sous-corps de K.

Notation 5.5.3. Si p est un nombre premier, on note F,, le corps Z/pZ.

Proposition 5.5.4. Soit K un corps.
(i) Sicar K =0, alors le sous-corps premier de K est isomorphe a Q.

(ii) Sicar K =p >0, alors le sous-corps premier de K est isomorphe a F,,.

Proposition 5.5.5. Soit K un corps de caractéristique p > 0. Alors Uapplication :
F:oeK—2?e K

est un endomorphisme de corps, appelé endomorphisme de Frobenius de K. Si K est fini, c’est un
automorphisme induisant ’identité sur le corps premier.
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5.5.2 Classification des corps finis

Proposition 5.5.6. Le cardinal d’un corps fini est toujours un nombre primaire, c¢’est-a-dire une
puissance d’un nombre premier.

Lemme 5.5.7. Soit L un corps et ¢ : L — L un endomorphisme de corps. Alors Ker (¢ —idy) est
un sous-corps de L.

Théoréme 5.5.8. Soit p un nombre premier et n € N*. Alors il existe un corps de cardinal p" (donc
de caractéristique p). Il est unique a Fp,-isomorphisme prés. On le note Fpn.

Démonstration. Considérer un corps de décomposition L de X?" — X sur F,. En notant F 'en-
domorphisme de Frobenius de L, noter que les racines de X?" — X sur L sont les éléments de
Ker (F™ —idy). D’apres le lemme 5.5.7, Ker (F™ — idy) est un sous-corps de L et contient toutes les
racines de X?" — X, donc L = Ker (F™ — idy). Ainsi, L est 'ensemble des racines de X?" — X, donc
|L| =p". O

5.5.3 Groupe multiplicatif d’un corps fini

Lemme 5.5.9. Soit A un anneau intégre et G un sous-groupe fini de A*. Alors G est cyclique.

Proposition 5.5.10. Soit ¢ un nombre primaire. Alors ¥y est cyclique.

5.5.4 Polynomes irréductibles d’un corps fini

Proposition 5.5.11. Soit K un corps et soit P € K[X] un polynome de degré n > 1. S’équivalent :
(i) P est irréductible sur K.
(ii) Pour toute extension L/K de degré inférieur ou égal a %, P n’a pas de racine dans L.

Corollaire 5.5.12. Soit p un nombre premier et d € N*. Alors il existe un polynome de F,[X]
irréductible unitaire de degré d.

5.6 Cloture algébrique

Définition 5.6.1 (Cloture algébrique). Soit K un corps. On dit qu’un corps L est une cldture
algébrique de K lorsque L est algébriquement clos et l'extension L/K est algébrique.

Proposition 5.6.2. Soit L/ K une extension algébrique et soit ) un corps algébriquement clos. Alors
tout morphisme de corps j : K — € se prolonge en un morphisme de corps j : L — €.

Démonstration. On considere :
F = {(F, 7), F'est un corps t.q. K C F'C L, 7 : F — Q est un morphisme de corps t.q. 7jx = j} :

On munit F de 'ordre < défini par (F,7) < (F',7') ssi F' C F' et 7(p = 7. Alors I'ensemble ordonné
(F, <) est inductif; selon le lemme de Zorn (théoréme 3.2.3), il admet un élément maximal (F, 7).
Supposons par I'absurde que F' C L et soit a« € L\F. Alors a est algébrique sur K donc sur F
(car l'extension L/K est supposée algébrique), soit donc P, le polynéme minimal de o sur F. Soit
Q = 7(P,) € Q[X]. Comme  est algébriquement clos, soit J une racine de @) dans 2. D’apres le
lemme 5.4.4, on peut prolonger 7 : F — Q en un morphisme 7 : Fla] — Q t.q. 7(a) = (. Ainsi,
(F,7) < (Fla],T) et F # Fla]. Cela contredit la maximalité de (F, 7). Donc F' = L. O

Lemme 5.6.3. Soit L/K une extension algébrique et M/L une extension quelconque. Soit x € M
un élément algébrique sur L. Alors x est algébrique sur K.
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Démonstration. Comme z est algébrique sur L, soit P = Y% A\, X' € LIX]\{0} t.q. P(x) = 0.
Pour i € {0,...,d+ 1}, on pose K; = K [Ag, ..., \i_1]. Alors, pour tout i € {0,...,d}, K;11/K; =
K; [N] /K, et A; est dans L, donc \; est algébrique sur K donc sur K;. Ainsi, 'extension K;,1/K;
est finie. On en déduit que 'extension Ky.q1/K est finie. Et I'extension K41 [z] /K41 est finie car
P(x) =0et P € Ku1 [X]\{0}. Donc K4y1[z]/K est finie, donc K[z]/K est finie : x est algébrique
sur K. O

Proposition 5.6.4. Soit L/K une extension, avec L algébriquement clos. On note L, 'ensemble
des €léments de L algébriques sur K. Alors Lyg est algébriquement clos; c’est donc une cloture
algébrique de K.

Lemme 5.6.5. Soit K un corps. Alors il existe une extension L/K t.q. tout polyndme non constant
de K[X] posséde une racine dans L.

Démonstration. On pose :
S ={Xp, P K[X]\K}.

Et on considere K [S] 'anneau des polynomes a indéterminées dans S. On consideére de plus :
I'=({P(Xp), P e KIX\K}) C K[S].

I est un idéal de K [S]. Et I C K [S] car 1 ¢ I. D’apres le théoreme de Krull (théoreme 3.2.4), il
existe un idéal maximal m t.q. I C m C K [S]. On vérifie alors que, dans K [S] /m (qui est un corps),
tout polynéme non constant de K[X| admet une racine. O

Théoréme 5.6.6 (Théoreme de Steinitz). Soit K un corps. Alors K admet une cloture algébrique,
et elle est unique a K-isomorphisme pres.

Démonstration. Unicité. Soit L, et Ly deux clotures algébriques de K. D’apres la proposition
5.6.2, le plongement ¢ : K — Ly se prolonge en un morphisme j : Ly — Ly. Alors j est injectif
(car c’est un morphisme de corps). Reste a prouver que j est surjectif. Pour cela, soit y € Lo.
Comme Lo/K est une extension algébrique, soit P € K[X]\{0} unitaire t.q. P(y) = 0. Comme
L, est algébriquement clos, on décompose P = [[¢_, (X — 2;), avec (x1,...,74) € L. On note
K' = Kxy,...,zq], K" = K[j(z1),...,j (z4)]. Notons que y est racine de P, donc y € K”. De
plus, j (K') C K", j est injectif, et K’ et K" sont de méme dimension sur K, donc j (K') = K”.
Donc y € K" = j(K') C j(Ly). Donc j est un isomorphisme. Existence. D’apres la proposition
5.6.4, il suffit de prouver que K admet une extension L/K, avec L algébriquement clos. Pour cela,
on construit une suite de corps (Ly),cy en posant Ly = K, puis Ly O Ly t.q. tout polynéme non
constant de L;[X] possede une racine dans Lg.; (selon le lemme 5.6.5). On pose alors L = Upen Lk
et on vérifie que L est un corps algébriquement clos contenant K. O]

5.7 Polynémes symétriques

Définition 5.7.1 (Polynéme symétrique). Soit A un anneau commutatif et n € N*. Un polyndme
Pe AlXy,...,X,] est dit symétrique lorsque :

VT € G, P (Xoq) o Xoy) = P (X1, Xo)

L’ensemble des polynomes symétriques de A[Xq, ..., X,] forme un sous-anneau de A[X, ..., X,].

Notation 5.7.2 (Polyndémes symétriques élémentaires). Soit A un anneau commutatif et n € N*.
Pour p e {1,...,n}, on pose :

Op = Z X“XZPGA[Xl,,Xn]

1<y < <ip<n

Le polynome o, est symétrique.
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Proposition 5.7.3. Soit A un anneau commutatif et n € N*. On a :

[T —X;)=T"+> (-1)0,T" " € (A[Xy,..., X,]) [T].

J=1 p=1
Corollaire 5.7.4. Soit K un corps. Soit P = Y, a; X7 € K[X], avec a, #0,n > 1. Soit oy, ...,y
les racines de P dans une extension L/K dans laquelle P est scindé. Alors :

Vp S {17 .. ,n}, Op (Oél,. .. ,Oén) = (_1)pan*p.
Qn

Théoréme 5.7.5. Soit A un anneau commutatif et n € N*. Si P € A[Xy,...,X,] est un polyndme
symétrique, alors il existe un unique polynome Q € A [Ty, ...,T,] t.q.

P=Q(o1,...,04).

6 Théorie de Galois

6.1 K-morphismes et séparabilité
6.1.1 Morphismes d’une extension monogéene
Définition 6.1.1 (Extension monogene). Une extension L/K est dite monogéne lorsqu’il existe
ael tq L=Klo.
Proposition 6.1.2. Soit L/K une extension monogéne, « € L t.q. L = Kla], P, le polynome
minimal de o sur K. Si €} est une cloture algébrique de K, alors lapplication :

Homg (L, Q) — Rq (Pa)

fr— f(x)

est une bijection entre [’ensemble Homy (L, QY) des K-morphismes L — Q et ['ensemble Rq (P,) des
racines de P, sur €.

6.1.2 Séparabilité

Définition 6.1.3 (Polyndme séparable). Soit K un corps et P € K[X]. S’équivalent :
(i) Les racines de P dans une cléture algébrique de K sont simples.
(ii) P et P’ sont premiers entre eux dans K[X].
Si ces propriétés sont vérifiées, on dit que P est séparable.
Définition 6.1.4 (Elément séparable et extension séparable). Si L/K est une extension algébrique,

un élément o € L est dit séparable sur K si son polynome minimal sur K est séparable. On dit de
plus que Uextension L/K est séparable lorsque tout élément de L est séparable sur K.

Lemme 6.1.5. Soit L/K une extension algébrique et Q) une cloture algébrique de L. Si o € Q) est
séparable sur K, alors o est séparable sur L.

Démonstration. Le polynome minimal de o sur L divise le polynéme minimal de o sur K. ]

Théoréme 6.1.6. Soit L/K une extension finie et Q une cloture algébrique de K. Soit N =
|Homg (L, Q)| le nombre de K-morphismes distincts L — . Alors on a :

1< NLI[L:K].
De plus, les assertions suivantes sont équivalentes :
(i) N=[L:K].
(ii) Il existe des éléments xy,...,x, de L séparables sur K t.q. L = K [x1,...,2,].

(iii) L’extension L/K est séparable.

Démonstration. Par récurrence a ’aide de la proposition 6.1.2. 0
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6.1.3 Corps parfaits

Définition 6.1.7 (Corps parfait). Soit K un corps. Sont équivalentes :
(i) Tout polynome irréductible de K[X] est séparable.

(ii

) Tout élément d’une cloture algébrique de K est séparable sur K.
(iii) Toute extension algébrique de K est séparable.
)

(iv) Pour toute extension finie L/ K, le nombre de K-morphismes distincts de L dans une extension
algébriquement close de K est égal a [L : K].

On dit alors que K est un corps parfait.
Proposition 6.1.8. Toute extension algébrique d’un corps parfait est un corps parfait.

Proposition 6.1.9. Un corps est parfait ssi il est de caractéristique nulle ou son endomorphisme
de Frobenius (c.f. proposition 5.5.5) est bijectif.

Corollaire 6.1.10. Les corps finis sont parfaits.

6.2 Groupe d’automorphismes d’une extension

Définition 6.2.1 (K-automorphisme). Soit L/K une extension de corps. Un K-automorphisme de
L est un K-morphisme bijectif L — L. On note Aut(L/K) le groupe des K -automorphismes de L.

Remarque 6.2.2. Soit L/K une extension de corps et o € Aut(L/K). Si P € K[X], alors :
Vee L, o(P(z)) =P(o(x)).
Par conséquent, o agit par permutation sur [’ensemble des racines de P dans L.

Remarque 6.2.3. Si L/K est une extension finie, alors tout K-morphisme L — L est un K-
automorphisme de L.

Proposition 6.2.4. Soit L/K une extension finie. Alors le groupe Aut(L/K) est fini et :
|Aut (L/K)| < [L: K].
En cas d’égalité, l'extension L/K est séparable.

Définition 6.2.5 (Extension normale). Soit L/K une extension finie. On dit que L/K est une
extension normale lorsque tout polynome irréductible de K[X| qui a une racine dans L est scindé sur

L.

Définition 6.2.6 (Extension galoisienne). Soit L/K une extension finie. Sont équivalentes :
(i) |Aut (L/K)| =[L: K].
(ii) L’extension L/K est séparable et tout K-morphisme de L dans une cloture algébrique de L a
pour image L.

(iii) L’extension L/K est normale et séparable.
(iv) 1l existe un polynome P € K[X] séparable dont L/K est une extension de décomposition.

On dit alors que 'extension L/K est galoisienne. Le groupe Aut(L/K) est alors appelé groupe de
Galois de L/K et noté Gal(L/K).
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6.3 Lemme d’Artin
Notation 6.3.1. Si L est un corps et G est un groupe d’automorphismes de L, on pose :
LY ={re L, VoG, ox)=ua}.

Théoréme 6.3.2 (Lemme d’Artin). Soit L un corps et G un groupe fini d’automorphismes de L.
Alors LG est un sous-corps de L, lextension L/LC est finie et :

L: L] =G,
En particulier, Uextension L)LY est galoisienne de groupe de Galois G.

Démonstration. On a L¢ = N, . Ker (o —idy), donc LY est un sous-corps de L selon le lemme
5.5.7. Supposons par I'absurde que |G| < {L : LG} < +00. Soit n = |G|. On note G = {oy,...,0,}.
Par hypothese, il existe un (n + 1)-uplet (ay, ..., ap+1) € L™ qui est L% libre. On considére I’appli-
cation linéaire :

J i p—— g
f: ntl .
(xla"'awnJrl) — Zo—i (aj)x]'
7=1 1<i<n
Alors f admet un noyau non trivial ; soit (x1, ..., z,41) € Ker f\{0} dont le nombre m de coefficients
non nuls est minimal. On peut supposer que les coefficients non nuls de (z1,...,xz,) sont les m
premiers, et que x,, = 1. On a alors :
m—1
Vo € G, o(aj)z;+ o (a,) =0. (%)
j=1
n+1
Montrons que (z1,...,Ty1) € (LG) ™ En effet, si 7 € G, la relation (*) appliquée & 7! o o fournit
>t o (ag) 7 (25) + 0 (an) = 0 pour tout o € G. Par différence :
m—1
V1 e G, Vo € G, o (a;) (1 (z;) —x;) = 0.
j=1
Donc V7 € G, (7 (2;) — %), <<, 1 € Ker f. Par minimalité de m :
Vie{l,...,n+ 1}, Vr € G, 7 (xj) = x;.
n+1
Donc (x1,...,Tp41) € (LG> " \{0}. Comme 7%} ajz; = 0, la famille (ay, ..., ani1) est L9liée, ce
qui est absurde. Ainsi, 'extension L/LY est finie et [L : LG} < |G|. De plus |G| < ‘Aut (L/LGN <
[L : LG}, d’out le résultat. O

6.4 Correspondance de (Galois

Théoréme 6.4.1 (Correspondance de Galois). Soit L/K une extension finie galoisienne.
(i) Pour tout sous-groupe H C Gal (L/K), l’ensemble L est un sous-corps de L contenant K,
et {LH : K} est égal a l'indice de H dans Gal (L/K).
(ii) Pour tout sous-corps F' de L contenant K, l'extension L/F est galoisienne et Gal (L/F) =
{oc € Gal(L/K),Vz € F, o(x) = x}.
(iii) Les applications H — LT et F —— Gal (L/F) sont des bijections décroissantes, réciproques

l'une de l'autre, entre I'ensemble des sous-groupes de Gal (L/K) et l’ensemble des sous-corps
de L contenant K.
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Définition 6.4.2. Si G est un groupe et H est un sous-groupe de G, on définit le normalisateur de
H dans G par :
Ne(H) = {g €G, gHg™ = H}-

Proposition 6.4.3. Soit L/ K une extension finie galoisienne et soit H un sous-groupe de Gal (L/K).

(i) Pour tout o € Gal(L/K), on a :

o (L") =11
Ainsi, le normalisateur de H dans Gal (L/K) est {(T € Gal(L/K), o (LH) C LH}.
(ii) L’application :
Naaiw/s0) (H) — Aut (L /K)
o o|LH

est un morphisme surjectif de groupes de noyau H. En particulier, 'extension LY /K est
galoisienne ssi H est distingué dans Gal (L/K). Si tel est le cas, alors :

Gal (L /K) ~ Gal (L/K) /H.

Proposition 6.4.4. Soit K un corps, 2 une cloture algébrique de K, et L une extension finie
séparable de K contenue dans Q. 1l existe alors une plus petite extension L8/L contenue dans ) t.q.
Uextension L8/ K soit galoisienne. On dit que L# est une cloture galoisienne de [’extension L/K.

Corollaire 6.4.5. Si L/K est une extension finie séparable, alors L n’admet qu’un nombre fini de
sous-corps contenant K.

Démonstration. Soit L# une cloture galoisienne de L/K. La correspondance de Galois montre
que 'ensemble des sous-corps de L contenant K est en bijection avec I'ensemble des sous-groupes
de Gal (L#/K) contenant Gal (L&/L). Le résultat découle alors du fait quun groupe fini n’a qu'un
nombre fini de sous-groupes. ]

6.5 Action du groupe de Galois sur les racines
Proposition 6.5.1. Soit K un corps, P € K|[X] un polynome séparable et L une extension de
décomposition de P sur K.
(i) Gal(L/K) agit par permutation sur l’ensemble R (P) des racines de P dans L.
(ii) L’action de Gal(L/K) sur Rp(P) est fidéle.
(iii) L’action de Gal(L/K) sur Rp(P) est transitive ssi P est irréductible.

6.6 Théoréeme de I’élément primitif

Lemme 6.6.1. Soit K un corps infini, V un K-espace vectoriel de dimension finie, Vi,...,V, une
famille finie de sous-espaces vectoriels stricts de V.. Alors Uy, Vi C V.

Théoréme 6.6.2 (Théoreme de I'élément primitif). Soit L/K une extension finie séparable. Alors
Uextension L/K est monogene, i.e. il existe x € L t.q. L = K|x].

Démonstration (Premiére méthode). Premier cas : K est fini. Alors L est fini, donc L* est un
groupe cyclique engendré par x € L* (c.f. proposition 5.5.10). Ainsi, L = K*. Second cas : K est
infini. Selon le corollaire 6.4.5, I'ensemble H = {K|z], x € L} est fini. De plus, on a Upjey M = L
car Vo € L, x € K|z]. D’apres le lemme 6.6.1, il existe M € ‘H t.q. L = M. Autrement dit, il existe
reltq L=K[z. O
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Démonstration (Deuxieme méthode). Par récurrence, on se ramene au cas ou L = K|z, y], et on
cherche a montrer que 3z € L, L = K|[z]. Si K est fini, alors L* est cyclique et L/K est monogene;
on peut donc supposer K infini. Soit P, et P, les polynémes minimaux respectifs de x et y sur K.
On pose €2 une cloture algébrique de L et on écrit dans € :

T S

P=]](X —) et Py=11(X—-y),

i=1 j=1

avec x = 71 et y =y, et les (7)., € " deux a deux distincts et les (yj)KKS € QF aussi car
I'extension L/K est séparable. Comme K est infini, il existe ¢ € K t.q. V(i,7) # (1,1), z; + cy; #
x1 + cyp. Posons z = x + cy et montrons que L = K|[z]. Pour cela, posons :

R=P,(z—cX) € (K[z]) [X].

On a R(y) = 0. De plus, Vj # 1, R (y;) # 0 par choix de ¢. On en déduit que RA P, = X —y. Or
R € (K[z]) [X], P, € K[X] C (K[z])[X], donc RA P, € (K[2]) [X], dou y € K|[z], puis z € K|z],
d'ou L = K[z,y| C K|[z]. O

Remarque 6.6.3. Une autre approche de la théorie de Galois consisterait a démontrer d’abord
le théoréme de l'élément primitif (avec la deuzriéme démonstration ci-dessus, donc sans utiliser de
théorie de Galois), puis en déduire les théorémes de théorie de Galois. Ceci permet de ne considérer
que des extensions monogenes.
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