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1 Fonctions analytiques et holomorphes

1.1 Séries entieres

Définition 1.1.1 (Série dérivée d'une série entiere). Soit a € CY. On appelle série dérivée de la série
entiére > a, Z" la série entiére > (n + 1)a,1 2",

Proposition 1.1.2. Une série entiere et sa série dérivée ont le méme rayon de convergence.

Définition 1.1.3 (Fonction C-dérivable, holomorphe). Soit U un ouvert de C, zo € U et f : U — C.
On dit que f est C-dérivable en zy lorsque la fonction
U\{z} —C
Pz f(z) = [ (20)

Z
zZ— 20

admet une limite en zy. S’il en est ainsi, cette limite est notée f'(zy) et appelée dérivée de f en z.
On dit de plus que f est holomorphe surU lorsqu’elle est C-dérivable en tout point de U. L’ensemble
des fonctions holomorphes sur U est noté H (U).

Théoréme 1.1.4. Soit a € CV. La fonction somme S de la série entiére 3 a,Z" est holomorphe
sur le disque ouvert de convergence et sa dérivée S’ est égale a la fonction somme de la série dérivée
Y(n+1)a,12™.

Corollaire 1.1.5. La fonction somme d’une série enticre est indéfiniment C-dérivable et ses dérivées
successives sont égales aux fonctions sommes des séries dérivées successives.

Définition 1.1.6 (Fonction développable en série entiere). Soit f une fonction définie dans un
voisinage de zy € C. On dit que [ est développable en série entiere en zy s’il existe une série entiére
Y a,Z™ de rayon de convergence non nul et un voisinage V de zy t.q.

VzeV, f(z) = ian (z —20)".
n=0
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Théoréme 1.1.7. Soit f une fonction développable en série entiére en 0. Alors il existe un voisinage
de 0 sur lequel f est indéfiniment C-dérivable, et le développement en série entiere de f en 0 est son

/ s OIS
développement en série de Taylor Y fT!()Z .
Corollaire 1.1.8.
(i) S’ existe, le développement en série entiére d’une fonction est unique.

(ii) Si f est une fonction développable en série entiére en 0, alors toutes les dérivées de f sont dé-
veloppables en série entiere et leurs développements sont les séries entiéres dérivées successives
du développement de f.

(iii) Toute combinaison linéaire de fonctions développables en série entiére est développable en série
entiere.

1.2 Fonctions analytiques

Définition 1.2.1 (Fonction analytique). Soit U un ouwvert de C, f : U — C. On dit que f est
analytique surU si f est développable en série entiére en tout point de U. On note A(U) I’ensemble
des fonctions analytiques sur U.

Proposition 1.2.2. Soit U un ouvert de C.
(i) AU) est une C-algeébre.
(ii) C[X]C AU) CHU).

Théoréme 1.2.3. Si une série entiére Y a,Z" a un rayon de convergence non nul, alors sa fonction
somme est analytique sur le disque ouvert de convergence.

1.3 La fonction exponentielle

Définition 1.3.1 (Exponentielle). On définit :

C—C
exp : > 2"
Z — 7'
—n!

Proposition 1.3.2. La fonction exponentielle est analytique sur C et exp’ = exp.

Proposition 1.3.3. Pour (v,w) € C?, on a exp(v)exp(w) = exp(v + w), exp(v)~*

lexp(v)| = exp (R(v)).

Théoréme 1.3.4. La fonction exponentielle induit un morphisme de groupes (C,+) — (C*, x). Ce
morphisme est continu, surjectif mais non injectif.

= exp(—v) et

Démonstration. Morphisme continu de groupes. Clair avec les propriétés précédentes. Surjectivité.
Soit £ € C*\R_. On pose f :t € [0,1] — (1 — ) +t£; f est continue et ne s’annule pas. On pose
ensuite :

tf(w)
g:te|0,1] — / du
O )
OnaVte [0,1], ¢(t) = J;/((f)), d’ott on déduit en dérivant que :

vt € [0,1], f(t) exp (—g(t)) = 1.

Il vient £ = f(1)
aisément que (—1
n € C t.q. exp(n)

exp (g(1)) € exp (C). Comme i € exp (C) et exp est un morphisme, on montre
€ exp (C) puis que R* C exp (C), d’ou exp (C) = C*. Non injectivité. 11 existe
—1, d’ott exp (2n7) = 1 = exp(0), et 2n # 0. O

||
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Proposition 1.3.5. On consideére :

R—TU
|t exp(it)
Alors ¢ est un morphisme de groupes surjectif et son noyau est un sous-groupe fermé strict de R,
donc de la forme oZ, avec o € RY.. Le plus petit réel strictement positif de Ker ¢ est noté 2.
Corollaire 1.3.6.
(i) Le noyau du morphisme de groupes exp : C — C* est 2inZ.

(ii) La fonction exponentielle est périodique et ’ensemble de ses périodes est 2inZ.

1.4 Quelques propriétés fondamentales des fonctions analytiques
1.4.1 Principe du prolongement analytique
Théoréme 1.4.1 (Principe du prolongement analytique). Soit U un ouvert connexe de C, a € U et
f e AU). Les conditions suivantes sont équivalentes :
(i) f est identiquement nulle sur U.

(i) f est identiquement nulle sur un voisinage de a.

(iii) vn € N, f™(a) = 0.

Démonstration. (i) = (ii) « (iii) Clair. (i) = (i) Soit V = {z €U, Vn €N, f"(z) =0}. V
est un fermé de U. Et selon I'équivalence (ii) < (iii), V est I'ensemble des z € U tel que f est
identiquement nulle dans un voisinage de z. Ainsi, V' est un ouvert de . Donc V' est un ouvert fermé
non vide de U, qui est connexe, donc V =U. [l

Corollaire 1.4.2. Soit U un ouvert connexe de C, (f,g) € AU)>. Si f et g coincident au voisinage
d’un point de U, alors [ = g.

1.4.2 Principe des zéros isolés

Notation 1.4.3. Pour a € C et r > 0, on notera D(a,r) = {2 € C, |z —a| <r} et Cla,r) =
{z€C, |z—a|] =1}

Définition 1.4.4 (Partie discrete). Soit U un ouvert de C et A C U. On dit que A est une partie
discrete de U lorsque :
Va e A, Ir >0, An D(a,r) ={a}.

Proposition 1.4.5. Soit U un ouvert de C et A CU. S’équivalent :
(i) Tout z € U admet un voisinage V' tel que ANV est fini.
(ii) Pour tout compact K de U, AN K est fini.
(iii) A est une partie discréte et fermée de U.

Si ces conditions sont vérifiées, on dit que A est une partie localement finie de U.

Démonstration. (i) = (ii) Soit K un compact de Y. Tout z € K admet un voisinage ouvert V,
t.q. ANV, est fini. Et on a K C U,ex Vz. Selon la propriété de Borel-Lebesgue, il existe m € N* et
(21,...y2m) € K™ t.q. K C U2, V,,. Ainsi ANK Cc U2, (ANV,,), done AN K est fini. (i) = (iii)
Discrete. Soit a € A. Soit V' un voisinage compact de a. Alors ANV est fini. Comme C est séparé, on
en déduit Uexistence de r > 0 t.q. AND(a,r) = {a}. Fermée. Soit par 'absurde z € A\ A et soit V un
voisinage compact de z. Alors ANV est fini d’ott on déduit I'existence de r > 0 t.q. AND(z,r) = @.
Donc z ¢ A. C’est absurde, donc A est fermée. (iii) = (i) Soit 2 € U. Premier cas : z € A. Comme A
est discrete, il existe 7 > 0 t.q. AN D(z,r) = {z}. Alors V = D(z,r) convient. Second cas : z € C\ A.
Comme C\ A est un ouvert, il existe r > 0 t.q. D(z,r) C C\A. Ainsi, V = D(z,r) convient. O
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Théoréme 1.4.6 (Principe des zéros isolés). Soit U un ouvert conneze de C et f € A(U) non
identiquement nulle. Alors f=1 ({0}) est une partie localement finie de U.

Démonstration. f est analytique donc continue, donc f~! ({0}) est une partie fermée de . Reste
a prouver que f~'({0}) est une partie discrete de U. Soit donc w € f~1 ({0}). D’aprés le principe
du prolongement analytique (théoréme 1.4.1), il existe p € N*, choisi minimal, t.q. f® (w) # 0. On a
alors I'existence d’un voisinage V' de w, d’'un a; € C* et d’une fonction g continue en w avec g(w) =0

t.q.
Vz eV, f(z) = ar(z — w)* + g(2) (2 — w)".

En prenant W C V un voisinage de w t.q. Vz € W, |g(2)| < |ax|, on a f~1 ({0}) N W = {w}. Donc
F71({0}) est discrete. -

Corollaire 1.4.7. SiU est un ouvert connexe de C, alors l'anneau A (U) est intégre.

Proposition 1.4.8. Soit U un ouvert connezxe de C, f € A(U) non identiquement nulle et w € U.
Alors il existe k € N vérifiant les conditions suivantes :

(i) f®(w)#0 et Vp e [0,k], fP(w)=0.
(ii) Le premier terme non nul du développement en série entiére de f en w est de la forme
ar (z — w)*, avec ay, # 0.

(iii) Il exziste un voisinage V de w dans U et h € A(V) avec h(w) # 0 t.q. Vz € V, f(z) =
h(z)(z — w)k.

On dit que k est [’ordre de multiplicité de w en tant que zéro de f.

1.5 Fonctions holomorphes
1.5.1 Rappels

Définition 1.5.1 (Fonction différentiable en un point). Soit U un ouvert de C, f :U — C et zp € U.
On dit que f est différentiable en zy lorsqu’il existe une application R-linéaire L : C — C t.q.

lim f(z) = f(20) — L(2 — 20)

Z—r20 |Z — ZO|

=0.

L’application linéaire L est alors appelée différentielle de f en zy et notée df (z0). En notant B la
base canonique de C, on a :

oP 20 opP 20
Mg (df (20)) = (% EZo; a;% EZOD :

ozr
avec P =R(f) et Q = (f).
Lemme 1.5.2. Soit u: C — C. S’équivalent :

(i) u est C-linéaire.

(i) 1l existe o € C t.q. Vz € C, u(z) = az.

L . . —b
(iii) w est R-linéaire et sa matrice dans la base canonique est de la forme (a a >, avec (a,b) € R

b

Si ces conditions sont vérifiées, on dit que u est une similitude.



1.5.2 Fonctions holomorphes

Proposition 1.5.3. Soit 2y € C.
(i) L’ensemble des fonctions définies au voisinage de zy et C-dérivables en zy est une algébre.

(ii) Soit f (resp. g) une fonction définie au voisinage de zy (resp. de f(zo)) et C-dérivable en z
(resp. en f (). Alors (go f) est C-dérivable en z et : (go f) (20) = f' (20) - ¢’ (f (20)).

(iii) Soit f une fonction définie au voisinage de zy et C-dérivable en zy avec f(z9) # 0. Alors %

est définie au voisinage de zy et C-dérivable en zy, et : (%)/ (20) = —}c;(ég))

Proposition 1.5.4. Soit f une fonction définie au voisinage de zy € C. Les assertions suivantes
sont équivalentes :

(i) f est C-dérivable en z.
(ii) f est différentiable en zy et df (zo) est C-linéaire.

(iii) f est différentiable en zy et satisfait I’équation de Cauchy-Riemann :

af of B
% (Zo) + Zafg/ (Zo) = 0,
qu’on peut aussi écrire :
) oQ oP oQ

o (20) = a—y (20) et 8731 (20) = T or (20) ,

avec P =R(f) et Q = (f).

Remarque 1.5.5. Soit f une fonction définie au voisinage de zy € C. Si [ est C-dérivable en z,
alors f (20) = 2L (z0) = =i ().

Notation 1.5.6. Soit f une fonction définie au voisinage de zy € C. Sous réserve d’existence, on
notera :

of , . 1(of of _1(0f of
5z ) =3 2\ ox

e (20) — Z07y (Zo)> et = (20) = 5 <8:): (20) + Z(‘Ty (20)> :

y ) . io E)
L’équation de Cauchy-Riemann s’écrit alors é (20) = 0.

Proposition 1.5.7. Soit U etV deux ouverts de C.
(i) H(U) est une sous-algébre de C°(U).
(ii) Si f € HU) ne s’annule pas sur U, alors ; € HU).
(iii) S7 f est holomorphe surlU, f(U) CV et g est holomorphe surV, alors (g o f) est holomorphe
surl.
Exemple 1.5.8.
(i) z — z est holomorphe sur C.
(ii) z — Z n’est pas holomorphe sur C.
(iii

Toute fonction polynomiale est holomorphe sur C.

)
)
(iv) Toute fraction rationnelle F' est holomorphe sur C\Z, ou Z est l’ensemble des pdles de F.
(v) La somme d’une série entiére est holomorphe sur le disque ouvert de convergence.

)

(vi) Toute fonction analytique sur un ouvert U est holomorphe sur U.



2 Théorie de Cauchy pour les domaines étoilés

2.1 Intégrales curvilignes

Définition 2.1.1 (Chemin). Soit U C C un ouvert. On appelle chemin (ou arc paramétré) de U
tout couple ([a,b],7), ot —o0 < a < b < +o0 ety : [a,b] = U. On dit que y(a) est ['origine de v et
que y(b) est son extrémité. Le chemin est dit fermé si y(a) = v(b). On dit alors que c’est un lacet.

Définition 2.1.2 (Chemins équivalents). Deux chemins de classe C* (resp. C°) ([a,b],7) et ([c,d], )
sont dits équivalents s’il existe une application ¢ : [a,b] — |[c,d] bijective, croissante, et telle que ¢
et o=t sont de classe C' (resp. C°), vérifiant v = § o .

Définition 2.1.3 (Intégrale curviligne). Soit ([a,b],) un chemin de classe C' et f une fonction
continue sur 7y ([a, b]). L’intégrale de f selon ~y est définie par :

[ 1@ as= [ £ @) ve .

Lorsqu’il n’y a pas d’ambiguité, on pourra noter v f(2) dz = [ f(z) dz, ou I' = v([a,b]), sans
expliciter la définition de 7.

Proposition 2.1.4. Si ([a,b],v) et ([¢c,d],0) sont deux chemins équivalents et si f est une fonction
continue sur vy ([a,b]), alors [, f(z) dz = [5 f(2) dz.

Définition 2.1.5 (Longueur d’un chemin). Etant donné un chemin ([a,b],7), on appelle longueur
du chemin ~ la grandeur L = [° |y (t)| dt.

Proposition 2.1.6. Soit ([a,b],7) un chemin de classe C* et de longueur L et f une fonction continue
sur vy ([a,b]). Alors :

[ 1= az<Le sw [f2)].

Y z2€7([a,b])
Définition 2.1.7 (Chemin C,,,). Soit U un ouvert de C. Un chemin continu ([a,b],v) sera dit de
classe Cp,, (C' par morceauz) dans U s’il existe une subdivision a = ap < ay < --- < ax = b de [a, ]
t.q. la restriction de vy a chaque intervalle [a;_1,a;], pour j € [1,k], est de classe C*.

Proposition 2.1.8. Soit ([a

,bl,y) un chemin C;m dans U et f une fonction continue sur U. On
suppose qu’il existe € H (U) t

.q. F' = f. Alors :
Aﬂddzszwn—meD-

Corollaire 2.1.9. Soit ([a,b],7) un chemin fermé C),, dans U et f une fonction continue sur U
admettant une primitive. Alors [, f(z) dz = 0.

2.2 Indice

Exemple 2.2.1. On considére le chemin v : t € [0,27] — €. Pour w € C avec |w| < 1, on pose
fo iz € C\{w} — —L=. On obtient facilement [ fo(z) dz = 2im et on cherche d calculer [, f.,(z) dz
pour |w| < 1. Pour cela, on fize w et on étudie la fonction g : s € [0,1] — [, fo(2) dz. On montre
par convergence dominée que g est dérivable et que ¢’ = 0, d’ot on déduit que Vw € C, |w| < 1 =

dz _ o,
Yo = .

Définition 2.2.2 (Indice d’un chemin par rapport a un point). Si ([a,b],7y) est un chemin fermé
Cpm et w € C\7y([a,D]), on définit I'indice du chemin ~y par rapport a w le nombre :

1 d
Ind, (w) / :
.

A% Jy 2 —w’
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Proposition 2.2.3. Soit ([a,b],7) un chemin fermé C,,,. On note T' =~ ([a,b]). Alors Ind, est une
fonction définie sur C\I' et d valeurs dans Z, constante sur chaque composante connexe de C\I' et
nulle sur la composante connezxe non bornée de C\I'.

Démonstration. Soit a = ag < - -+ < a; = b une subdivision adaptée a . Soit w € C\I'. On pose :

(t) = () —w

Soit ¢ € [1,k]. ¢ est dérivable sur Ja;_i,a;[ et on obtient par le calcul Vs € |a;_1,a;], ¥'(s) = 0.
Ainsi, ¢ est constante sur [a;—1,a;]. On en déduit que 9 est constante sur [a,b]. Donc (b)) = ¥(a);
or v(b) = 7(a), donc p(b) = p(a) = 1. On en déduit 2ir Ind, (w) = [ vzt(t dt € 2inZ. Donc Ind,
est bien a valeurs dans Z. On montre par convergence dominée que Ind, est continue, d’ott on déduit

que Ind, est constante sur chaque composante connexe de C\I'. De plus :

"(t L 1
\Indy(w\g/wdt<sup > 0
21 Ja (1) = w| 27 tefap) V() — W] Jelotoo

90156[(175]'—>6XP</:7,(t>wdt> et ?ﬂ:se[a,b]»—)ﬂ

ou L est la longueur de v. Comme Ind, est a valeurs dans Z, ceci prouve que Ind, est nulle sur la
composante connexe non bornée de C\I'. [

Remarque 2.2.4. Intuitivement, Ind,(w) est le nombre de tours (avec un signe) décrits par ~y(t)
autour de w lorsque t décrit [a, b].

Proposition 2.2.5. Soit a € C, r € R%.. On considére le chemin v : t € [0,27] — a + re™. On
note I' = v ([0, 27]) = C(a, ). Alors :

1 st |jw—
Vw € C\I', Ind,(w) = { $ijw—al <

0si|lw—al>r

2.3 Existence des primitives

Définition 2.3.1 (Primitive). Soit f € C° (U), ou U est un ouvert de C. On appelle primitive de f
toute fonction F € H(U) t.q. F' = f.

Théoréme 2.3.2. Soit f € C° (Ll), ou U est un ouvert de C. Alors f admet une primitive ssi pour
tout chemin fermé ~ de classe C,,,, [, f(z) dz = 0.

Démonstration. (=) Voir corollaire 2.1.9. (<) Sans perte de généralité, on peut supposer U
connexe (comme U est ouvert, U est donc connexe par arcs). Si ([a,b],7) est un chemin C;m, on
montre que [, f(2) dz ne dépend que de y(a) et de v(b) mais pas de . Cela donne un sens a la
notation ff f(z) dz pour («, 8) € U? car il existe toujours un chemin v (qu’on peut supposer C;m)
liant « et 3 et car l'intégrale [ f(2) dz ne dépend pas du choix de 7. On fixe alors 2y € U et on

pose :
FZEZ/{>—>/ ) dw € C.

Pour z € U et h € C* suffisamment proche de 0, on a alors :

F(z+h)— F(z) 1 /Z+h
—f(2)| = — w)— f(2)) dz| < su w) — — 0,
) 1@ = [ U@ - sz < s () - 16)]
ce qui prouve que F' est holomorphe et que F’ = f. O
Remarque 2.3.3. On a fc 0 1) = 2im # 0 donc z |—> 2 n’admet pas de primitive sur C*.



Définition 2.3.4 (Ouvert étoilé). Un ouvert U C C est dit étoilé sl existe un zy € U t.q. Vz €
U, [z0,2] CU.

Exemple 2.3.5. Tout ouvert convexe non vide est étoilé par rapport a chacun de ses points.

Théoréme 2.3.6. Soit f € C°(U), ot U est un ouvert étoilé de C. On suppose que pour tout triangle
A contenu dans U, [y f(2) dz = 0. Alors f admet une primitive sur U.

Démonstration. Soit zp un point de U par rapport auquel U est étoilé. Alors Vz € U, [z, 2] C U.
On pose :
1
F:zeld— f(w)dw:/f((l—t)zo+tz)(z—zo)dt€C.
0

[ZOvZ]
Soit z € U. Soit r > 0 t.q. D(z,7) CU. Soit h € D(0,r). Le triangle A de sommets zg, 2, (z + h) est
contenu dans U, donc [y, f(w) dw = 0. Il vient :

Wh e D(0,r), F(z +h) — F(z) = /[ Ly ) e

On peut alors conclure avec le méme raisonnement que pour le théoreme 2.3.2. ]

Corollaire 2.3.7. Soit f € C®(U), ou U est un owvert étoilé de C. S équivalent :
(i) f admet une primitive.
(i) Pour tout chemin fermé ~ de classe C,,,, [, f(z) dz = 0.
(iii) Pour tout triangle A contenu dans U, [y5 f(z) dz = 0.

2.4 Théoremes de Cauchy

Théoréme 2.4.1 (Théoreme de Goursat). Soit f € H(U), ou U est un ouvert de C. Pour tout
triangle A contenu dans U, on a :

/{mf(z) dz =0.

Démonstration. Soit A un triangle contenu dans U, de sommets a, b, c. On pose J = [y5 f(2) dz.
On note a’, ¥, ¢ les milieux respectifs de [b, c], [a, c], [a, b]. Et on note A, ... A? les quatre triangles
associés aux triplets (a,,c), (a',b,c), (', V', ¢c),(a',b/, ). Alors :

4
dz = dz.
LR APICEE

I existe donc j € [1,4] t.q. | [yas f(2) dz| = 1 |[ya f(2) dz]. On note Ag = A, Ay = AJ. On applique

a A; le méme raisonnement, et on itere. On obtient ainsi une suite A =Ag D A; D - DA, D -
t.q. Vn € N, ‘faAnH f(z) dz| > HfaAn f(2) dz‘. Donc :

J
Vn e N > —.
n € N, 1

/{mn f(z) dz

Or (Ap), ey est une suite décroissante de compacts dont le diametre tend vers 0. Donc N,eny Ay, est
un singleton, que 'on note {z}. On a zp € A C U donc f est C-dérivable en zy. Soit alors ¢ > 0.
Il existe r > 0 t.q. Vz € D (z0,7), |f(2) — f(20) — (2 — 20) [’ (20)| < €]z — 29|. Pour n suffisamment
grand, on a A,, C D (zp,r). De plus, la fonction z — f(20) + (2 — 20) [ (20) admet une primitive
dans C donc son intégrale sur tout chemin fermé est nulle. Ainsi :

F(2) a2 = | [ 1) = £ (20) = (2 = 20) f (z0)] 2
OA, 0A,
2 _ el
ge/ |z — 20| dz < e, sup |z — 2| < el < —,
oA, 2€0A, 4r
ou ¢, est le périmetre de A, pour n € N. Ceci prouve que Ve > 0, J < ef3. Donc J = 0. ]
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Remarque 2.4.2. Le théoréme 2.4.1 reste vrai si on suppose que f € C°(U), avec f C-dérivable sur
U sauf en un point «.

Démonstration. Soit A un triangle contenu dans . On reprend les notations de la preuve du
théoreme 2.4.1. Premier cas : a est un sommet de A, par exemple o = a. D’apres le théoreme
2.4.1, 'intégrale de f est nulle sur les triangles associés aux triplets (a/,b,c), (', ¢), (', ¥/, ). Et
en faisant tendre ¥ — a, ¢ — a, on peut rendre I'intégrale de f sur le triangle associé au triplet
(a, b, ) arbitrairement petite. Donc U'intégrale de f sur A est nulle. Deuziéme cas : « est sur un
coté de f, par exemple a € [b,c]. Alors on se raméne au cas précédent en considérant les triangles
associés aux triplets (a, o, b), (a, a,c). Troisiéme cas : o € A. Alors on se rameéne au premier cas en
considérant les triangles associés aux triplets (a, b, @), (a, ¢, a), (b, ¢, @). ]

Corollaire 2.4.3. Soit f € H (U), ouU est un ouvert étoilé de C. Alors f admet une primitive dans
U, et pour tout chemin fermé ~ de classe C;m contenu dans U, on a [, f(z) dz=0.

Théoréme 2.4.4 (Formule de Cauchy). Soit f € H (U), ot U est un ouvert étoilé de C. Soit v un
chemin fermé C;m d’tmage I' C U. Alors :

Vz e U\D', f(z)Ind,(z) = ! /f(w) dw.

20mJyw—z

Démonstration. Soit z € U\I'. On pose :

et [
' f(2) siw=1z2

Alors g est C° sur U et C-dérivable sur U\{z}. D’apres la remarque 2.4.2 et le corollaire 2.3.7, on a
[, 9(w) dw = 0. Cette égalité peut s’écrire comme suit :

() [

yWwW —Zz yWwW —Zz

Y

ce qui fournit la formule de Cauchy en divisant par 2imw. O]

2.5 Analyticité des fonctions holomorphes

Théoréme 2.5.1 (Formule de Cauchy pour les cercles). Soit f € H (U), ou U est un ouvert de C.
SoitaeU etr >0 tq D(a,r) CU. Alors :

Vz € D(a,r), f(2) = ! /C(M) f(w) dw.

2 w— 2
Corollaire 2.5.2 (Analyticité des fonctions holomorphes). Soit U un ouvert de C. Soit f € H (U).
Alors :
(i) f est analytique sur U.

(ii) Sia € U, alors le rayon de convergence de la série de Taylor de f en a est supérieur ou égal

d d(a,C\U).
(ili) Sia el etr e R: avec D(a,r) CU, alors :

) _ L),
C(a,r) ( ’

n!  2ur w—a)"t!

Démonstration. Partir de la formule de Cauchy (théoréme 2.5.1) et développer f en série entiere
en utilisant Vz € D(a,r), Vw € C(a,r), -+ = -1 . L = L1 v (z—a) ‘ 0

) w—z w—a 1_(2*‘1) w—a —~n=0 \ w—a
w—a
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Remarque 2.5.3. Pour une fonction analytique réelle, le disque de convergence de la série de Taylor
n’est pas nécessairement le plus grand disque contenu dans le domaine de définition de la fonction
(contrairement au cas complexe). Par exemple, considérons f :x € R — Hle € R. Alors f est
définie sur R tout entier, mais le rayon de convergence de la série de Taylor de f en 0 est 1.

Proposition 2.5.4. Les fonctions holomorphes sont analytiques donc vérifient le principe du pro-
longement analytique (théoréme 1.4.1) et le principe des zéros isolés (théoréme 1.4.6).

Théoréme 2.5.5 (Théoréme de Morera). Soit f € C° (U), ou U est un ouvert de C. S’équivalent :
(i) f est holomorphe surU.
(ii) f est analytique sur U.
(iii) f admet localement une primitive.
)

(iv) Pour tout triangle A contenu dans U, [y5 f(2) dz = 0.

3 Propriétés élémentaires des fonctions holomorphes

3.1 Inégalité de Cauchy et conséquences

Théoréme 3.1.1 (Inégalité de Cauchy). Soit f une fonction holomorphe sur D(0, R). Alors :

M) (0 1
Vn € N, Vr €0, R], / '() < — sup |f(2)].
n! | z=r
Démonstration. Utiliser I'expression de f™(0) du corollaire 2.5.2. Il

Définition 3.1.2 (Fonction entiere). Une fonction holomorphe sur C tout entier est dite entiére.
Théoréme 3.1.3 (Théoreme de Liouville). Toute fonction entiére bornée est constante.

Théoréme 3.1.4 (Théoreme de d’Alembert-Gaufl). Tout polynéme complexe non constant posséde
au moins une racine compleze.

3.2 Suites et séries de fonctions holomorphes

Définition 3.2.1 (Convergence uniforme sur tout compact). Soit (fy),cy une suite de fonctions
définies sur un owvert U de R™. On dit que la suite (fy), oy converge uniformément sur tout compact

vers f lorsque pour tout K compact de U, || f, — f||o[§ e 0.

Proposition 3.2.2. Soit (f,),cy une suite de fonctions définies sur un ouvert U de R™.

(i) Si pour tout n € N, f, est continue et si (fn),cn converge uniformément sur tout compact
vers f, alors f est continue.

(i) On suppose U convexe. Si pour tout n € N, f,, est Ct, si (dfn),en converge uniformément sur
tout compact vers G et s’il existe xo € U t.q. (f (20)),ey converge, alors (fn),cy converge
uniformément sur tout compact vers une fonction f de classe C* vérifiant df = G.

Théoréme 3.2.3 (Théoreme de WeierstraB). Soit (f,),cy une suite de fonctions holomorphes sur

un ouwvert U de C convergeant uniformément sur tout compact vers une fonction f. Alors f est

holomorphe sur U et pour tout 7 € N, (ffj)) oy Converge uniformément sur tout compact vers f\9).
n

1d(K iU C
Démonstration. Soit X C U un compact. On note r = {i (K, C\U) st s (C. Ainsi, Vz €

sinon

K, D(z,7) CU. On considere alors :

L=\JD(@r)={zel,d(z,K)<r}.

zeK
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Alors L est un compact de U. Et, a I'aide de I'inégalité de Cauchy, on prouve que :
|
. 2 j j J:
Vj €N, ¥(p,q) € N, £ — fq(”H%o <G = fallse-

Ceci prouve que pour tout 7 € N, ( fT(Lj)) . vérifie le critere uniforme de Cauchy donc converge
n
uniformément sur K, ce qui permet de conclure a 'aide de la proposition 3.2.2. ]

Corollaire 3.2.4. Soit Y f,, une série de fonctions holomorphes sur un ouvert U de C convergeant
uniformément sur tout compact. Soit f la somme de la série . f,. Alors :
(i) f est holomorphe surU et la série Y f converge uniformément sur tout compact vers f'.

(ii) SiY fn converge normalement sur tout compact, alors il en est de méme pour Y. f!.

3.3 Intégrales a parametre

Théoréme 3.3.1. Soit I un intervalle de R, U un ouvert de C et f:U x I — C. On suppose que :
(i) Vz €U, f(z,-) est intégrable sur I.
(ii) vt € I, f(-,t) est holomorphe sur U.
(iii) Pour tout compact K C U, il existe une fonction gk : I — R intégrable t.q.

V(z,t) € K x I, |f(2,t)] < gk(t).

Alors la fonction F: z € U — [, f(z,t) dt est holomorphe surU et :

_[9

- Jr oz

VzeU, Vn €N, F(2) (z,t) dt.

Démonstration. Comme pour le théoreme de Weierstraf§ (théoreme 3.2.3), utiliser 'inégalité de

Cauchy (théoreme 3.1.1) pour dominer %. Soit zo € U. Alors, par convergence dominée (avec la
domination de %), ona:
F (20 +h) — F (%) /f(z0+h,t)—f(zo,t) of
= dt > | = t) dt.
h I h h—0 Jr 0z (20,¢)

Ceci prouve que F' est holomorphe. Le calcul des dérivées successives de F' se fait ensuite par récur-
rence. O

Remarque 3.3.2. Si [ est un segment, l’hypothése de domination (hypothése (iii) du théoréme 3.5.1)
est toujours vérifiée.

3.4 Propriété de la moyenne et principe du maximum

Définition 3.4.1 (Propriété de la moyenne). On dit qu’une fonction [ continue sur un ouvert U de
C possede la propriété de la moyenne lorsque :

B 1 o ‘
Va €U, Vr >0, D(a,r)CL{:>f(a):7/ 7 (a+re) db.

21 Jo

Remarque 3.4.2. Si f posséde la propriété de la moyenne, alors R(f) et S(f) aussi.

Proposition 3.4.3. Si f est holomorphe sur un ouvert U de C, alors f possede la propriété de la
moyenne.

Démonstration. Utiliser la formule de Cauchy pour les cercles (théoreme 2.5.1). [
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Définition 3.4.4 (Maximum relatif). Soit f une fonction continue sur un ouvert U de C, a € U.
On dit que f admet un maximum relatif en a lorsqu’il existe un voisinage V de a t.q.

vz eV, |f(2)] < [f(a)l.

Définition 3.4.5 (Principe du maximum). On dit qu’une fonction f continue sur un ouvert U de
C wvérifie le principe du maximum si pour tout mazimum relatif a de f, f est constante au voisinage
de a.

Théoreme 3.4.6. Toute fonction possédant la propriété de la moyenne vérifie le principe du maxi-
mum.

Démonstration. Soit f une fonction continue sur un ouvert I possédant la propriété de la moyenne.
Soit a un maximum relatif de f. Soit p > 0 t.q. D(a,p) CU et :

Vz € D(a,p), |[f(2)] < [f(a)l.

Si f(a) = 0, alors Vz € D(a,p), f(z) = 0. Sinon, quitte & multiplier f par \@I’ on peut supposer

f(a) =|f(a)] > 0. On a alors, selon la propriété de la moyenne :
~ 5 Ozﬁf (a—l—rew) df = 217T/027r (|f(a)| —f <a+r6i9>) do
3 7 (=R [ (o re)]) .

Vr < p, 0= f(a)

T on
>0
Il vient Vr < p, V0 € [0,27], R[f (a +re'd)] = |f(a)|, donc Vz € D(a,p), R[f(2)] = |f(a)], dou
Vz € D(a,p), f(z) = f(a). O

Corollaire 3.4.7. Si f est une fonction holomorphe non constante sur un ouvert connexe U de C,
alors f n’admet aucun maximum relatif dans U.

Corollaire 3.4.8. Si f est une fonction holomorphe non constante sur un ouvert connexe U de C,
t.q. |f| admet un minimum local dans U, alors ce minimum est nécessairement nul.

Proposition 3.4.9. Soit D un ouvert connexe borné de C et f une fonction continue sur D et
holomorphe sur D. Alors :

sup[f(2)| = sup |f(2)].
zeD z2€0D
De plus, s’il existe a € D t.q. |f(a)| = sup,cp |f(2)|, alors f est constante sur D.

Théoréme 3.4.10 (Lemme de Schwarz). Soit f une fonction holomorphe sur le disque unité D(0, 1)
de C. On suppose que :

f0)=0 et Vz e D(0,1), |f(2)| < 1.

Alors :
1f(0)<1 et Vz € D(0,)\{0}, [f(2)] < |2].

De plus, les inégalités sont strictes sauf s’il existe un A € U t.q. Vz € D(0,1), f(z) = Az.

Démonstration. On considere :

f(z) ; 0
g:2€D(0,1)— 9 * Slz?é .
f(0) siz=0

Alors g est holomorphe. Et on a :
1
Vr €]0,1], Vz € D(0,1), |z| =r = |g9(2)] < —.
T
D’apres la proposition 3.4.9, cette inégalité reste valable des que |z| < r. En faisant tendre r — 1,
on obtient ainsi Vz € D(0,1), |g(z)| < 1. Ceci prouve les inégalités voulues. Supposons maintenant

qu'il existe zg € D(0,1) t.q. |g(z0)] = 1. Alors d’apres le corollaire 3.4.7, g est constante, donc
Vz e D(0,1), f(2) =g (20) 2. O
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Définition 3.4.11 (Application ouverte). On dit qu’une application f définie sur un ouvert U de C
est ouverte lorsque pour tout O ouvert de C inclus dans U, f(O) est un ouvert de C.

Théoréme 3.4.12 (Théoreme de I'application ouverte). Si f est holomorphe non constante sur un
ouvert connexe U de C, alors f est une application ouverte.

Démonstration. Soit V' un ouvert de C inclus dans Y. Soit a € V. Montrons que f(V') est un
voisinage de b = f(a). Selon le principe des zéros isolés (théoreme 1.4.6), il existe un disque ouvert
D centré en a t.q. D C V et (f(z) — b) ne s’annule pas sur D\{a}. Par compacité de 9D, soit ¢ > 0

t.q.

Vze dD, |f(z) —b] > e.
Montrons que D (b, %) C f (D). Soit pour cela w € D (b, %) On considere f,: z€ D+ f(z)—w €
C. Alors f,, est continue donc |f,,| atteint un minimum sur D. Or Vz € 9D, |f,(2)] = § > |f.(a)|.

Donc le minimum est atteint sur D. Selon le corollaire 3.4.8, ce minimum est nul, ce qui prouve que

w € f(D). Ainsi, D (b, %) C f(D) C f(V), donc f(V) est un ouvert. O

4 Fonctions méromorphes

4.1 Classification des singularités isolées
Notation 4.1.1. Poura € C etr > 0, on notera D*(a,r) = D(a,r)\{a} ={z€C, 0< |z —a| <r}.

Définition 4.1.2 (Singularités). Soit U un ouvert de C, a € U et f € H (U\{a}). On dit que f a
une singularité isolée en a.

(i) Si f se prolonge en une fonction holomorphe sur U, on dit que la singularité de [ en a est
illusoire ou éliminable, ou encore que a est une fausse singularité ou un point régulier.

(i) Sl existe m € N*, r > 0 (avec D(a,r) CU) et g € H(D(a,r)) t.q. gla) #0 et :

9(2)
(z —a)m

Vz € D*(a,r), f(2) =

)

on dit que f a un pdle d’ordre m en a.

(iii) Si¢ pour tout r > 0 (avec D(a,r) C U), f(D*(a,r)) = C, on dit que f a une singularité
essentielle en a.

Lemme 4.1.3. Soit U un ouvert de C, a € U et f € H (U\{a}). On suppose qu’il existe r > 0 t.q.
f est bornée sur U N D*(a,r). Alors a est une singularité illusoire de f.

Démonstration. On définit :

g:zeld— ] :
siz=ua

(z—a)f(z) siz#a
0

Alors g est continue sur U et holomorphe sur U\{a}. Avec la remarque 2.4.2 et le théoreme 2.5.5, ¢
est holomorphe sur . On pose alors :

~ {‘Z(_Z[)l siz#a

fizeU— (7 ) )
g(a) siz=a
Comme g(a) = 0, f est holomorphe sur U (on le voit en développant g en série entiére en a) et f

prolonge f. ]

Théoréme 4.1.4. Soit U un ouvert de C, a € U et f € H (U\{a}). Alors une et une seule des
propriétés suivantes est vérifiée :
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(i) f a une singularité illusoire en a.

(ii) f a un pole en a.

(iii) f a une singularité essentielle en a.
Démonstration. On suppose que la propriété (iii) n’est pas vérifiée. Il existe alors b € C et r,e > 0
t.q. D(a,7) CU et :

f(D*(a,1) N D(b,2) = 2.
Autrement dit : Yz € D*(a,r), |f(z) —b| > e. Ainsi, la fonction h : z € D*(a,r) — ﬁ

holomorphe, et majorée en module par % D’aprés le lemme 4.1.3, h se prolonge en une fonction
h € H(D(a,r)). On a alors :

est

1
Vz € D*(a,r), f(2) =b+ %
Premier cas : h(a) # 0. Alors f a une singularité illusoire en a et (i) est vérifiée. Second cas : h(a) = 0.
Soit alors m la multiplicité de a comme zéro de h. Il existe k holomorphe sur D(a,r) t.q. k(a) # 0
et Vz € D(a,r), h(z) = (2 — a)™k(z). On peut supposer que r est suffisamment petit pour que k ne

s’annule pas sur D(a,r). Alors £ = 1 est holomorphe sur D(a,r), £(a) # 0 et :

0(2) 4+ b(z — a)m.

Vz € D*(a,7), f(z) = GCoam

Donc f a un pole d’ordre m en a et (ii) est vérifiée. O

4.2 Fonctions méromorphes

Définition 4.2.1 (Fonction méromorphe). Soit U un ouvert de C. Une fonction f est dite méro-
morphe sur U s’il existe une partie localement finie A C U t.q. f est holomorphe sur U\ A et tout
point de A est un pole de f. On note M (U) ’ensemble des fonctions méromorphes sur U.

Proposition 4.2.2. Soit U un ouvert connexe de C, g, h deux fonctions non identiquement nulles
holomorphes sur U. Alors & est holomorphe sur U\h™" ({0}) (donc méromorphe surU).

Remarque 4.2.3. SilU est un ouvert connexe de C, on peut prouver que toute fonction méromorphe
sur U s’écrit comme quotient de deux fonctions non identiquement nulles holomorphes sur U.

Lemme 4.2.4. Toute réunion de deux parties localement finies d’un ouvert U de C est localement
finie.
Proposition 4.2.5. Soit U un ouvert de C.

(i) M (U) est une C-algébre unitaire.

(ii) SilU est connexe, alors M (U) est un corps.

Proposition 4.2.6. Soit U un ouvert de C et f € M (U).

(i) f' est méromorphe sur U et a les mémes poles que f. Plus précisément, tout pole d’ordre m
de [ est un pole d’ordre (m + 1) de f'.
(ii) Supposons U connexe et f' non identiquement nulle sur U. Alors L est méromorphe sur U et

!
ses poles sont simples (i.e. d’ordre 1).
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4.3 Théoréme des résidus et conséquences
4.3.1 Théoréme des résidus

Définition 4.3.1 (Résidus). Soit U un ouvert de C, f € M (U) et a € U un pole d’ordre m € N*
de f. Il existe alors V wvoisinage de a, g holomorphe sur V., (a_x),<c,, € C™ t.q.

Vz e V\{a}, f(2) +Z =

P(2)

CL

La fonction P est appelée partie principale de f en a. De plus, le complexe a_y1 est appelé résidu de
f en a et noté Res(f,a).

Lemme 4.3.2. Soit U un ouvert de C, v un chemin fermé C;m dans U d’image T". Soit a € U\I" un
pole de f, soit P la partie principale de f en a. Alors :

siz | Pe) dz = tud (0) - Res(. ).

Théoréme 4.3.3 (Théoreme des résidus). Soit U un ouvert étoilé de C, ay,...,a, des points de U
deuz d deux distincts. Soit f € H (U\ {a1,...,a,}). On suppose que pour tout k € [1,n], a; est un
pole de f. S~y est un chemin fermé C;m dans U d’image U t.q. T N{ay,...,ax} =, alors :

/7 f(2) dz = 2in gij (Ind, (ay,) - Res (f, az)) -

4.3.2 Théoréme de l’indice

Théoréme 4.3.4 (Théoreme de l'indice). Soit U un ouvert étoilé de C, f € M(U), g € H(U).
On suppose que f n’a qu’un nombre fini de zéros ay, . ..,a,. Pour k € [1,r], on note my, l'ordre de
multiplicité de a;, comme zéro de f. De méme, on note by, ..., by les poles de f et py,...,pus leurs
ordres de multiplicité. Soit v un chemin fermé Cgm dans U dont l'image ne contient aucun zéro ni
aucun pole de f. Alors :

Z;TAg( )‘;léj; dz = kag (ax) Ind, (ax) Z,ugg (be) Ind,, (by) -

En particulier (pour g =1) :

Ind.-(0) Z my, Ind, (a) Z e Ind,, (be)

Démonstration. Calculer les résidus de gf7/ en les a; et by puis appliquer le théoréme 4.3.3. 0

Remarque 4.3.5. L’hypothése de finitude sur les zéros et les poles n’est pas indispensable. En effet,
l'image I' de 7y est un compact de U donc il existe e, R > 0 t.q.

P cV=B0RN{teC, dtCU) >c}.

AinsiT CV CV CU. EtV est un ouvert relativement compact de U donc flv ne possede qu’un
nombre fini de zéros et de péles. Et pour a € V, a est dans la composante connexe non bornée de

C\I' donc Ind,(a) = 0.

Théoréme 4.3.6. Soit U un ouvert connexe de C et (f,), oy une suite de fonctions holomorphes sur
U qui converge uniformément sur tout compact vers une fonction f.

(i) SiVn €N, f, ne s’annule pas sur U alors f =0 ou f ne s’annule pas sur U.
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(ii) SiVn € N, f, est injective alors f est constante ou injective.

Démonstration. Notons d’abord que selon le théoréeme de Weierstrafl (théoreme 3.2.3), f est ho-
lomorphe et (f;),cy converge uniformément sur tout compact vers f’. (i) Supposons que f # 0 et
soit par 'absurde a € U un zéro de f. D’apres le principe des zéros isolés (théoreme 1.4.6), il existe
r>0t.q. D(a,2r) CUet fues annule pas sur D*(a, 2r). Selon le théoréme de l'indice (théoréme
4.3.4), il existe k € N* t.q. fC(a,r f(z ) dz =k OrvneN, [, (@) f Z) ) dz = 0 car f, ne s’annule pas
sur U. De plus, f ne s’annule pas sur C'(a,r), qui est compact, donc il existe A > 0 t.q.

Vz e C(a,r), |f(2)] = A.

Ainsi, Vz € C(a,r),

. / ! /
que f” converge uniformément vers L sur C(a,r). Par conséquent :
fn/neN f ’

e A
- [ = / —0.
C(a,r) f(Z nHJFOO C(a,r) n Z

C’est absurde. (ii) Supposons par I'absurde que f est non constante et qu’il existe a # b t.q. f(a) =
f(b). Soit Dy, Dy, des disques ouverts disjoints de centres respectifs a, b. Comme f est non constante,
(f — f(a)) est non identiquement nulle mais admet un zéro sur D,,. Il résulte de (i) qu’il existe une

%) < 4. Or (f1),,cn converge uniformément vers f* sur C(a,r). On en déduit

extractrice ¢ t.q. Vn € N, ( Jom) — f (a)) a un zéro dans D,. De méme, il existe une extractrice ¢

t.q. Vn € N| (fsoow(n) — f(a)) a un zéro dans Dy. Comme D, et Dy sont disjoints, fuopn) est non
injective pour tout n € N. C’est absurde. ]

4.3.3 Théoréme de Rouché

Lemme 4.3.7. Soit ([, 5],7) et ([, 5],0) deux chemins fermés C,, dans un ouvert U de C. On
suppose que :

vt € [a, B8], [y(t) = (1) < [y(D)]-
Alors les indices Ind.,(0) et Inds(0) sont bien définis et on a Ind,(0) = Inds(0).

Démonstration. Posons ¢ = %. Alors Vt € [a, 5], |1 —¢(t)| < 1, ie. ¢ ([a,5]) € D(1,1). Donc 0
appartient a la composante connexe non bornée de C\¢p ([a, 8]). Selon la proposition 2.2.3, on a :

0 = Tnd,,(0) = 2; / ’ ‘Z(%) dt = 2; ( j ((55((;)) at— | ’ Z((;) dt) — Tndy(0) — Ind, (0).

]

Théoréme 4.3.8 (Théoreme de Rouché). Soit U un ouvert étoilé de C, f,g deux fonctions holo-
morphes sur U, v un chemin fermé C;m dans U d’image I'. On suppose que :

(i) La fonction f n’a qu’un nombre fini ai,...,a, de zéros dans U, de multiplicités respectives
my, ..., M.
(ii) La fonction g n'a qu’un nombre fini by, ..., bs de zéros dans U, de multiplicités respectives
iy e ooy Ms-
(i) Vz € I, |f(2) — 9(2)] < [f(2)]-
Alors :

Z my, Ind,, (ay) Z e Ind., (by) .

Démonstration. Appliquer le lemme 4.3.7 aux chemins f o~ et g o~ puis appliquer le théoreme de
I'indice (théoréme 4.3.4). O
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Corollaire 4.3.9. Soit U un ouvert de C, a € U etr >0 t.q. D(a,r) CU. Soit [ et g deux fonctions
holomorphes sur U vérifiant :

V2 e Cla,r), [f(2) = g(2)] < [f(2)].
Alors f et g ont le méme nombre de zéros (comptés avec leurs multiplicités) dans D(a,r).

Remarque 4.3.10. Soit P = Y0 a;, X* € CIX]\Co[X], avec d > 1 et ag # 0. On consideére
Q = aqX?. Comme (Q — P) est un polynome de degré (d — 1), il eviste R > 0 t.q. Vz € C, |z| >
R = |Q(z) — P(2)| < |Q(z)|. Ainsi, ni Q ni P ne s’annule sur C\D(a, R). Et selon le corollaire
4.3.9, P a autant de zéros que @ dans D(a,r), donc P a d zéros comptés avec leurs multiplicités.
Ceci redémontre le théoréeme de d’Alembert-Gauf (théoreme 3.1.4).

4.4 Calcul d’intégrales a ’aide du théoréeme des résidus

Lemme 4.4.1 (Lemme du grand cercle ou lemme de Jordan). Soit f une fonction continue sur C.
Soit 01 < 0. On suppose que :

(i) 1l existe rg € RY et M € RY t.q. V2 € C\D (0,r¢), |2f(2)] < M.
(ii) 1l existe £ € C t.q. pour presque tout 0 € [01,05], on a re?f (rei9> — /.

r—-+00
Alors, si on note 7, : 0 € [01, 0] — e pour r > 1y, on a :
/T f(2) dz —— il (6, = 1),
Lemme 4.4.2 (Lemme du petit cercle). Soit f une fonction holomorphe sur D*(a,p), 01 < 0s.
On suppose que a est une singularité illusoire ou un pole simple de f. Alors, si on note v, : 0 €
[01,05] — a + e pour 0 <r <p, ona:

A f(z) dz — iRes(f,a) - (6 —01).

Démonstration. On pose g : z € D*(a, p) — f(2) — W. Alors g est holomorphe et a est une

singularité illusoire de g. Il existe donc p' € ]0,p[ et M > 0 t.q. Vz € D*(a,p'), |g(z)| < M. Ainsi,

pour r € 10, 0], |/, 9(2) dz’ < ML () = Mr (02— 6y) — 0, ou L (7,) est la longueur de ~,. On
rT—

en déduit aisément le résultat. O

Exemple 4.4.3. On chercher a calculer [ % dz, pourt > 0. On pose [ : z € C\{—i,i} —> ff;.

Alors f est holomorphe sur C\{—i,i} et méromorphe sur C. Pour r > 0, on note 7, : 0 € [0, 7] —
re?. Alors, selon le théoréme des résidus (théoréme 4.3.3), on a :

/[ ]f(Z) dz + [ f(z) dz = 2iw Res(f,1).
—r,r Yr
Or, a laide du lemme du grand cercle (lemme 4.4.1), on montre que [, f(z) dz = 0. Et
f[—r,r] f(Z) dz m fR f(l’) dz. D’ou :

eit:ﬂ eitz
— 2. . — 2. 1. _ . — 2. 1. _ . — _t‘
/R e dz = 2im Res(f,1) = 2iw lim [(z—14)f(2)] = 2im lim (z Z)—(z Y P e

4.5 Etude locale des applications holomorphes

Théoréeme 4.5.1. Soit f une fonction holomorphe non constante sur un voisinage d’un point zy € C.
Soit k l'ordre de la premiére dérivée non nulle de f en zy (i.e. Uordre de multiplicité de zy comme
zéro de (f — f(20))). Alors il existe un voisinage ouvert U de zy t.q. f (U) est un voisinage ouvert
de f(z0) et pour tout w € f(U)\{f (20)}, il existe k points distincts zy, ...,z dans U t.q. Vj €
[1, k], f(z) = w.
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Démonstration. Comme les zéros de [’ et de (f — f(z9)) sont isolés (théoreme 1.4.6), il existe

r > 0t.q. D(zp,7) est contenu dans le domaine de définition de f et :

vz e Dz )\ {20}, f1(2) 20 et f(2) £ f (z0)-

On note v : 0 € [0,27] — 2 + re. Alors, selon le théoréme de I'indice (théoréme 4.3.4), on a :

k= Indfoy—f(:0)(0) = Indgor (f (20)) -

Soit V la composante connexe de C\ f o~ ([0, 27]) qui contient f (zg). On note U = D (zo, )N f~1 (V).
Alors U est bien un voisinage ouvert de 2. Et Ind ., est constante sur V, qui contient f (z), donc :

Vw €V, Indfo, (w) = k.

Selon le théoreme de I'indice (théoréme 4.3.4), (f — w) a k zéros (comptés avec leurs multiplicités)
dans D (zg,7) pour tout w € V. Ces zéros sont deux a deux distincts car Vz € D* (zq,7), f'(z) # 0.
Ceci prouve que V = f (U), ce qui permet de conclure. O

Remarque 4.5.2. Le théoréme de l'application ouverte (théoréme 3.4.12) est un corollaire du théo-
reme 4.5.1. De plus, le fait que les fonctions holomorphes vérifient le principe du maximum peut
s’obtenir comme corollaire du théoréeme de 'application ouverte.

Corollaire 4.5.3. Soit f une fonction holomorphe sur un ouvert U de C. Si f est injective sur U,
alors :

Vzel, f'(z) #0.

Remarque 4.5.4.

(i) La réciproque du corollaire 4.5.3 est fausse ; par exemple Vz € C, exp’(z) = exp(z) # 0, mais
exp est non injective.

(ii) Le corollaire 4.5.3 serait faux pour les fonctions de la variable réelle ; par exemple, f : x €
R — 2? est injective mais f'(0) = 0.

Théoréme 4.5.5 (Théoreme d’inversion locale). Soit f une fonction holomorphe sur un ouvert U
de C, zo € U. Si ' (z0) # 0, alors il existe des voisinages ouverts V de zo et W de f (zo) t.q. [ réalise
une bijection de V sur W et l'application réciproque g : W — V' est holomorphe et vérifie :

o
- frogw)

Théoréme 4.5.6 (Formule d’inversion locale). Soit f une fonction holomorphe sur un ouvert U de
C, z0 €U t.q. ['(20) # 0. Soit V et W des voisinages respectifs de zy et f(zo) t.q. f réalise une

bijection de V' sur W (selon le théoréme 4.5.5). Alors, pour tout v > 0 t.q. D (20,7) C V, Uapplication
réciproque g : W — V de f est donnée par :

Yw e W, ¢'(w)

_ 1 2f'(z)
Yw e W, g(w) = Sin /C(ZM) ) —w dz.

Plus généralement, pour toute fonction h holomorphe sur g(W), on a :

_ 1 h(z)f'(z)
Vw e W, hog(w) = 2Z,W/C(zw) o) —w dz.

Démonstration. Appliquer le théoréme de l'indice (théoreme 4.3.4) a (f —w) et h. O
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5 Homotopie et holomorphie

5.1 Homotopie et simple connexité

Définition 5.1.1 (Arc, lacet). Soit U un ouvert de C. On appellera arc dans U toute application
continue 7y : [0,1] — U. Un lacet est un arc vy t.q. v(0) = v(1).

Définition 5.1.2 (Arc composé). Soit U un ouvert de C. Si 1,7, sont deux arcs dans U t.q.
71(1) = 12(0), on définit [’arc composé v, V v, par :

m(2t) si0<t< g
Vv tel0,1] — 2

Définition 5.1.3 (Déformation). Soit U un ouvert de C, 1,7, deux arcs dans U. On appelle défor-
mation de 1 d 72 toute application continue 6 : [0,1]> = U t.q.

6(-,0)=m et 0(-,1) =.
Définition 5.1.4 (Homotopie). Soit U un ouvert de C.

(i) Deux arcs 71,72 sont dits homotopes dans U (en tant qu’arcs) s’il existe une déformation §

de~yy d7a t.q. 9(0,-) =71(0) et 6(1,-) = (1) (en particulier, v1(0) = 72(0) et y1(1) = 12(1)).
On dit alors que § est une homotopie de v; d 7s.

(ii) Deuz lacets 71,72 sont dits homotopes dans U (en tant que lacets) s’il existe une déformation
d dey1 a7y t.q. 6(0,-) =3d(1,-). On dit alors que § est une homotopie de y; d o.

Proposition 5.1.5. L’homotopie est une relation d’équivalence.

Théoréme 5.1.6. Soit U un ouvert conneze de C, (a,b,c,d) € U*. S équivalent :
(i) Tous les arcs allant de a a b dans U sont homotopes.
(ii) Tous les arcs allant de ¢ a d dans U sont homotopes.
(iii) Tous les lacets dans U sont homotopes.

Si ces conditions sont vérifiées, on dit que U est simplement connexe.
Proposition 5.1.7. Tout ouvert étoilé est simplement connexe.

Démonstration. Soit U un ouvert étoilé par rapport a un point zy € U. Premierement, U est
connexe. Soit alors v un lacet dans . On définit :

0,1 — u
() — (1 —u)y(t) Fuz

Alors § est une homotopie de « au lacet constant égal a z5. Donc tout lacet est homotope au lacet
constant égal a 2y, donc U est simplement connexe. ]

5.2 Formule de Cauchy

Définition 5.2.1 (Intégrale le long d’un arc). Soit U un ouvert de C, f € H (U). Soit v un arc dans
U. Sild = C, on choisit ¢ = 1, sinon on choisit ¢ = d (v ([0,1]),C\U). Par uniforme continuité de
v, soit 0 =ty < t; < --- <t, =1 une subdivision de [0,1] t.q. Vi € [1,n], v ([ti=1,t:]) C D (v (t;),€).
Selon le corollaire 2.4.3, [p(y)e) admet une primitive F; pour tout i € [1,n], ce qui permet de
définir :

n

A F(2) dz =S (Fi (v (1) = Fi (7 (t:0)))

i=1
Cette définition de [, f(z) dz a bien un sens car elle est indépendante du choiz de (to,...,t,) et de
(Fy,...,E,). De plus, cette définition coincide avec la définition 2.1.3 dans le cas ot 7 est C.
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Théoréme 5.2.2. Soit U un ouvert de C, v1,7v2 des arcs (resp. des lacets) homotopes dans U en
tant qu’arcs (resp. en tant que lacets). Alors :

VI e HU), /

71

f(z) dz :/ f(z) dz.

72
Démonstration. Deux arcs (resp. lacets) homotopes appartiennent a la méme composante connexe.
On peut donc supposer U connexe. Premiére étape. On construit €, (to,...,t,) et (F,..., F,) comme
dans la définition 5.2.1. Pour ¢ € [0, n], on note a; = 71 (t;) et b; = v (¢;). Alors, si 7y est un arc (resp.
un lacet) dans U t.q. Vt € [0,1], |y(t) =7 (t)] < 5, ona:

I
M=

8 f(z) dz — Lf(z) dz (Fi (a;) — Fi(ai-1)) — i (£ (bi) — F (bi-1))

.
Il
—

(1 (0) ~ FL (b)) - S (Fi(r) — F (b))

/[ SEEE N MO
_ f)dz= [ fz) de

[bnran} [b07a0}

I
NERANGE

Si 1 et v sont des arcs, alors ag = by et a,, = by, ; si ce sont des lacets, alors ay = a,, et by = b,,. Dans
tous les cas, [, f(2) dz = [, f(2) dz. Deuziéme étape. Soit  une homotopie de y; a ¥,. Par uniforme
continuité, soit ' > 0 t.q.

Vt e [0,1), ¥ (u, ) € [0,1]%, [u— /| <1 = [8(t,u) — 6 (t,)] < g

On considere ¢ : u € [0, 1] =[5, f(2) dz. D’apres la premiére étape : V (u,u’) € [0, 1], |[u — /| <
n' = ¢(u) = ¢ (u'). Donc ¢ est constante et ¢(0) = ¢(1). O

Corollaire 5.2.3. Soit U un ouvert de C dont les composantes connexes sont simplement connezes.

Alors :
(i) Toute fonction holomorphe admet une primitive dans U.

(ii) Pour tout lacet v de U :
Vw € C\U, Ind,(w) = 0.

Démonstration. (i) Soit f € H(U). D’apres le théoreme 2.4.1, l'intégrale de f sur tout triangle
est nulle. D’apres le théoreme 5.2.2 et le fait que toute composante connexe de U est simplement
connexe, l'intégrale de f sur tout lacet C;m est nulle. D’apres le théoreme 2.3.2, f admet donc une
primitive. (ii) Soit w € C\U. Alors la fonction z — — est holomorphe sur & donc son intégrale
sur v est nulle. ]

Remarque 5.2.4. Comme Indg(o,1)(0) = 1, et C(0,1) est un lacet C,,, dans C*, le corollaire 5.2.3
prouve que C* n'est pas simplement conneze.

Corollaire 5.2.5. Soit U un ouvert simplement connexe de C, f une fonction holomorphe sur U.
On suppose que f ne s’annule pas sur U. Alors :

(i) 1l existe g holomorphe sur U t.q. f = expog.

(ii) Pour tout n € N*, il existe h holomorphe surU t.q. f = h".

!

Démonstration. (i) La fonction f7 est holomorphe sur & donc admet une primitive ¢ selon le
corollaire 5.2.3. Soit zo € U et w € C t.q. €¥ = f(zp). Montrer que g = ¢ — ¢ (20) + w convient. (ii)
h = en9 convient. [
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Théoréme 5.2.6 (Formule de Cauchy). Soit U un ouvert de C, f une fonction holomorphe sur U
et v un lacet d’image I' homotope a un point de U. Alors :

f (W) 1 f(z)
Vn € N, Yw € U\T, n!“ Ind, () = 2”/7(2_5)”“ dz.

Démonstration. Méme démonstration que pour le théoreme 2.4.4. O

5.3 Séries de Laurent
Notation 5.3.1 (Couronne). Poura € C,0 < r < R, on note &€(a,r,R) = {z € C, r < |z —a| < R}.

Définition 5.3.2 (Série de Laurent). Soit (a,),., € C% 0 < r < R. On suppose que le rayon de
convergence de la série entiere Y ,~; a_, Z" est supérieur a % et que celui de Y,~o 2™ est supérieur
a R. On appelle alors série de Laurent associée a (av,),oq la série de fonctions Y,z anZ™. Elle est
absolument convergente sur €(0,7, R) et normalement convergente sur toute couronne fermée de
centre 0 incluse dans €(0,r, R).

Théoréme 5.3.3. Soit a € C, 0 < r < R. Soit f une fonction holomorphe sur €(a,r, R). Soit
(p1,p2) ER? t.q. v < p1 < p2 < R. Alors :

Yw € €(a, p1,p2), f(w) = ! </C(a7p2) /(z) dz—/c(am) /(z) dz).

2im Z—Ww Z—w

Démonstration. Soit w € € (a, p1, p2). On considere :

fE)=fw)
g:z€&a,rR)— w s?z#w.
f(w) sinon

Alors g est holomorphe sur €(a,r, R)\{w} et continue sur €(a,r, R). D’apreés le lemme 4.1.3, ¢
est holomorphe sur €(a,r, R). Or C (a,p;) et C(a,pz) sont homotopes dans €(a,r, R). D’apres le
théoreme 5.2.2, [, 9(2) dz = Jo(py) 9(2) dz. On en déduit le résultat en utilisant le fait que
Indc(mpl)(w) =0et Indg(&pQ)(w) = 1. ]

Théoréme 5.3.4. Soit a € C, 0 < r < R. Soit f une fonction holomorphe sur €(a,r, R). Alors il

existe une unique suite (Qu,),cp t.q- Yopez 0nZ™ converge dans €(0,7, R) et :

Vz € €(a,m, R), f(z)=> an(z—a)".

nez

On dit que Y, cz an(Z — a)™ est la série de Laurent de f dans €(a,r, R). De plus, la suite (o)
est donnée par :

neL

1 f(2)
WneZ Vpelr Rl o=y [ L
n e pelrRl, a 2im Jo(ap) (2 — a)™ )

Démonstration. Soit r < p; <11 < 19 < py < R. On se place dans le compact € (a,r1,79). Utiliser

la formule fournie par le théoréme 5.3.3. Dans le premier terme, développer en utilisant 1’écriture

R W N If YT 1 _ 11
i R =g dans le second, utiliser I'écriture — = ——— (=)’ O

Corollaire 5.3.5 (Inégalité de Cauchy). Soit a € C, 0 < r < R. Soit f une fonction holomorphe
sur €(a,r, R). Soit 3 ,cz an(Z — a)" le développement de Laurent de f. Alors :

L w15

Vp € lr, R[, |an| < —
P |z—al=p

Proposition 5.3.6. Soit a € C et R > 0. Soit f € H (D*(a, R)). Soit ¥,z on(Z — a)™ le dévelop-
pement de Laurent de f.
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(i) SiVn <0, a,, =0, alors [ a une singularité illusoire en a.
(i) Si3Ing <0, ap, # 0 et Yn < ng, a, =0, alors f a un pole en a.

(iii) SiVng <0, In < ng, a, #0, alors f a une singularité essentielle en a.

Proposition 5.3.7. Soit a € C, 0 < r < R. Soit f une fonction holomorphe sur €(a,r, R), de série
de Laurent Y,z an(Z — a)™. S’équivalent :

(i) f admet une primitive dans €(a,r, R).
(11) a_1 = 0.

5.4 Généralisations

Théoréme 5.4.1 (Théoreme des résidus). Soit U un ouvert de C, ay, ..., a, des points de U deuz d
deux distincts. Soit f € H(U\{ay,...,a,}). Sivy est un lacet d’image I' homotope d un point dans
Utqg T Nn{a,...,a} =, alors :

/7 £(2) dz = 2ir gij (Ind, (az,) - Res (f, az)) -

Théoréme 5.4.2 (Théoréme de l'indice). Soit U un ouvert de C, f € M (U), g € H (U). On suppose
que f n’a qu’un nombre fini de zéros ay,...,a.. Pour k € [1,r], on note my ordre de multiplicité
de ar, comme zéro de f. De méme, on note by,... by les poles de f et pyi,...,us leurs ordres de
multiplicité. Soit v un lacet homotope a un point dans U et dont l’image ne contient aucun zéro ni
aucun pole de f. Alors :

i f/(z) dz = mrqg (ag Ind ak 0 be Ind by
2¢ng()f(z) Z g(m) ezlﬂg -

En particulier (pour g =1) :
Ind o+ (0) Z my, Ind, (ax) Z e Ind,, (be)

Théoréme 5.4.3 (Théoreme de Rouché). Soit U un ouvert de C, f,g deux fonctions holomorphes
surU, v un lacet homotope a un point dans U, d’image I'. On suppose que :

(i) La fonction f n’a qu’'un nombre fini ai,...,a, de zéros dans U, de multiplicités respectives
My, ..., My.
(ii) La fonction g n'a qu’un nombre fini by, ..., bs de zéros dans U, de multiplicités respectives
M1y -e s Ms-
(ili) Vz € T, |f(2) — g(2)] < [f(2)]-
Alors :

ka Ind, (ax) Z,uglnd (be) .
k=1 =1

6 Topologie de H (U) et représentation conforme

6.1 Espaces vectoriels topologiques et espaces de Fréchet

Définition 6.1.1 (Espace vectoriel topologique). On appelle C-espace vectoriel topologique un es-
pace topologique & muni d’une structure d’espace vectoriel sur C vérifiant les conditions suivantes :
(i) +: Ex E — E est continue.

(ii) -: Cx E — E est continue.

23



(iii) {0} est un fermé de E.
Exemple 6.1.2. Un espace vectoriel normé est un espace vectoriel topologique.

Définition 6.1.3 (Base de voisinages d'un espace vectoriel topologique). Si E est un espace vectoriel
topologique, on appelle base de voisinages de E toute base de voisinages de 0 dans E (i.e. toute famille
B C P(E) de voisinages de 0 t.q. tout voisinage de 0 contient un élément de B).

Définition 6.1.4 (Espace vectoriel topologique localement convexe). Un espace vectoriel topologique
est dit localement convexe lorsqu’il admet une base de voisinages convexes.

Définition 6.1.5 (Espace de Fréchet). On appelle espace de Fréchet tout espace vectoriel topologique
localement convexe muni d’une métrique compléte et invariante par translation.

Définition 6.1.6 (Semi-norme). Soit E un espace vectoriel. On appelle semi-norme sur E toute
application p : E — R vérifiant :

(i) Vo € E, VA € C, p(Az) = |A| p(x).

(ii) Y(z,y) € B% p(r+y) < p(@) +p(y).

Définition 6.1.7 (Semi-normes séparantes). Soit E un espace vectoriel et P une famille de semi-
normes sur E. On dit que P est séparante lorsque :

Vz € E\{0}, Ip € P, p(x) > 0.

Proposition 6.1.8. Soit £ un espace vectoriel et (py), oy une famille dénombrable séparante de
semi-normes sur E. On définit :

ExE—R,

d: 27", (x —vy) -
neN 1+ p,(z —vy)

Alors E, muni de la topologie induite par d, est un espace vectoriel topologique localement convexe,
et d est invariante par translation. Ainsi, si d est compléte, alors E est de Fréchet.

Démonstration. Le fait que d vérifie I'inégalité triangulaire vient des inégalités suivantes :

a<b
l+a 1+0b

a+b<a b

b) € (R)? <
V(a,b) € ( +),1+a+b =T33

et VY(a,b) € (Ry)*, a <b=
La séparation vient du fait que (pn),.y est séparante, et la symétrie est claire. Donc d est une
distance, clairement invariante par translation. Montrer que d induit sur £ une structure d’espace
topologique localement convexe. O

6.2 Topologie de H (U)

Lemme 6.2.1. Soit U un ouvert de C. Alors il existe une suite, dite exhaustive, (K,), .y de compacts
i.q.
U= U K, et VneN, K, C K,y1.

neN

Démonstration. Montrer que la suite (K},), .y définie ci-dessous convient :

DO,n)N{x€C, d(z,C\U) > 1} siU#C

n+1

VneN, K,=¢{____ ° .
D(0,n) sid =C
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Définition 6.2.2 (Topologie de la convergence uniforme sur tout compact). Soit U un ouvert de C.
Soit C° (U) espace vectoriel des fonctions continues U — C. Soit (Ky,), oy une suite exhaustive de
compacts de U. Pour n € N, on définit une semi-norme p, par :

puifECOU) — |Ifl e € Ry

Alors (pn),en est une famille séparante de semi-normes, qui munit C° (U) d’une structure d’espace
de Fréchet indépendante du choiz de Uezhaustion (K,), . Désormais, C° (U) sera muni de cette
topologie, dite topologie de la convergence uniforme sur tout compact.

Théoréme 6.2.3. Soit U un ouvert de C.
(i) Le sous-espace vectoriel H (U) est fermé dans C° (U).

(il) H (U), muni de la topologie de la convergence uniforme sur tout compact (i.e. la topologie
induite par C° (U)), est un espace de Fréchet.
HU) — HU)

(iii) Pour tout k € N, Uapplication dy, : ; e est continue.
—

Définition 6.2.4 (Partie bornée). Soit U un ouvert de C. On dit qu'une partie P C C°(U) est
bornée lorsque :
VK compact deUd, IMy € Ry, Vf € P, “fHO}? < Mkg.

Lemme 6.2.5. Soit U un ouvert de C, K un compact de U. Soit r > 0 t.q. Va € K, D(a,r) C U.

On note L = Uyex D(a,r). Alors L est un compact de U et on a :

(k) k!
VkeN, ¥ e H W), |1V < T Ifly-

En particulier, si P est une partie bornée de H (U), alors {f(k), fe P} est aussi une partie bornée

de H (U) pour tout k € N.

Définition 6.2.6 (Partie équicontinue). Soit U un ouvert de C. Une partie P de C°(U) est dite
équicontinue en un point zog € U lorsque :

Ve>0,3dn>0,Vfe P Vzel, |z—2| <n=|f(2) — f(20)] <e.
De plus, P est dite équicontinue sur U lorsque P est équicontinue en tout point de U.

Théoréme 6.2.7 (Théoreme d’Arzela-Ascoli). Soit U un ouvert de C. Une partie P C C°(U)
est relativement compacte pour la topologie de la convergence uniforme sur tout compact ssi P est
équicontinue et bornée.

Théoréme 6.2.8 (Théoreme de Montel). Soit U un ouvert de C. Une partie P C H (U) est relati-
vement compacte pour la topologie de la convergence uniforme sur tout compact ssi P est bornée.

6.3 Biholomorphismes

Définition 6.3.1 (Biholomorphisme). Soit U,V deuzx ouverts de C. On dit qu’une application f :
U — V est un biholomorphisme lorsque f est bijective, holomorphe, et =1 est holomorphe. S’il existe
un biholomorphisme U — V), on dit que U et V sont biholomorphes.

Proposition 6.3.2. Soit U,V deuz ouverts de C. Soit f : U — V une bijection holomorphe. Alors
f est un biholomorphisme.

Démonstration. Appliquer le corollaire 4.5.3 et le théoreme 4.5.5. 0
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Notation 6.3.3. Par la suite, on notera D = D(0,1) le disque unité ouvert de C.

Remarque 6.3.4. C est homéomorphe a D, mais C n’est pas biholomorphe a D (d cause du théoréme

3.1.3).

Définition 6.3.5. Pour a € D, on pose :

“ D

z
Yo 2€D— —
—az

Alors @, est un biholomorphisme de D, et (¢a)”" = p_q.

Proposition 6.3.6. Une application v : D — D est un biholomorphisme ssi il existea € D et A € U
t.q.
U = Apq.

Démonstration. (<) Clair. (=) Supposons que ¥ est un biholomorphisme. Soit b = 1(0). On pose
&€ = ppo1). Ainsi, £ est un biholomorphisme de D et £(0) = 0. Selon le lemme de Schwarz (théoreme
3.4.10) appliqué a £ et €71 on a :

VzeD, [£(z)|<z et VzeD,

&) <zl

Il vient Vz € D, |£(z)| = |z|. On est donc dans le cas d’égalité du lemme de Schwarz; ainsi, il existe
AeUt.q Vze D, £(z) =z Donc :

Vze D, ¥(z) = p_p0&(2) = p_p (A2) = Apa(2) avec a = —\b.

6.4 Théoréme de la représentation conforme de Riemann

Lemme 6.4.1. Soit f une fonction holomorphe non injective sur D wvérifiant f(D) C D. Alors

1f'(0)] < 1.

Démonstration. Soit b = f(0). On pose g = ¢ o f. Ainsi, g est holomorphe non injective sur D,
g(D) C D et g(0) = 0. D’apres le lemme de Schwarz (théoreme 3.4.10), |¢'(0)| < 1. Et si on avait
égalité, g serait une rotation, ce qui est impossible car g est non injective. Donc :

ol
= T > O

1> |g'(0)] = [f'(0)] - [, (B)]

]

Théoréme 6.4.2. Soit U un ouvert connexe de C, U # C et U # . On suppose que pour tout
f € H(U) ne s’annulant pas sur U, il existe g € H (U) t.q. f = g*. Alors U est biholomorphe da D.

Démonstration. On note :
P={f€eHU), f injective et f(U)C D}.

Premiére étape : P # @. On va construire une application g holomorphe, injective sur U et t.q.

dee C, Ir >0, g(U) N D(c,r) = @. On pourra alors poser f : z € U — ﬁ € C, et on aura

f € P. Pour construire g, fixons a € C\U. La fonction z — z — a est holomorphe sur U et ne
s’annule pas. Par hypothese, il existe g € H (U) t.q.

Vzel, g(z)> =z —a.
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Alors g est injective, et on a V(z,2') € U?, g(z) = —g(2') = 2z = 2. Or g ne s’annule pas, donc
YwegU), (—w) € C\g(U). De plus, U est connexe, g est holomorphe non constante sur U, donc
g est ouverte selon le théoreme 3.4.12. Donc il existe b € C et r > 0 t.q. D (b,r) C g (). En notant
c= —b, on a donc :

D (e,r) c C\gU).

Deuzxiéme étape : Vzo e U, Vf € P, f(U) T D= Fh € P, |W (20)] > |f' (20)|. En effet, soit zyp € U
et fePtq f(U)C D.Soita€ D\f(U). Alors ¢, 0 f: U — D est holomorphe et ne s’annule pas.
Soit donc g € H (U) t.q. p, 0 f = g*> On note b = g (20) et h = p, o g. Notons que g € P, d’olt on
déduit h € P. De plus, h(z9) = 0. On note enfin ¢ = p_, 0 (ch_b). Alors v : D — D est holomorphe,
non injective. Selon le lemme 6.4.1, |¢'(0)] < 1. Or f = ¢ o h, d’ott comme A’ (zy) # 0 (car h est
injective) :
[f" (z0)] = [ (0)] - [ (20)] < [ (20)]-

Troisiéme étape. Soit zy € U. Montrons qu’il existe f € P t.q. |f' (20)| = maxgep |¢' (20)]. Notons
que P est une partie bornée de H (U) (car Vf € P, f(U) C D). Selon I'inégalité de Cauchy, M =
sup,cp |9’ (20)| < +00. Et M > 0 car les éléments de P sont injectifs. On se donne (f,),cy € PN t.q.

!
| f7, (20)] m]W

Selon le théoreme de Montel (théoreme 6.2.8), on peut supposer, quitte a extraire une sous-suite,
que (fn),ey converge uniformément sur tout compact de U vers une fonction f € H (U). Et on a
|f' (20)] = M. Comme M # 0, f est non constante. Selon le théoreme 4.3.6, f est injective. De plus,
Vn €N, f,(U) C D, donc f (U) C D. Or f est holomorphe non constante sur U connexe, donc selon

°

le théoreme 3.4.12, f (U) C D = D. Donc f € P et :
|/ (z0)| = max|g’ (20)] -

Selon la deuxieme étape, f est surjective, donc f : U4 — D est une bijection holomorphe, donc un
biholomorphisme. OJ

Théoréme 6.4.3 (Théoreme de la représentation conforme de Riemann). Tout ouvert de C, sim-
plement connexe, non vide et distinct de C est biholomorphe a D.

7 Produits infinis

7.1 Produits infinis de nombres complexes

Définition 7.1.1 (Produit infini). Soit (u,), oy € CV. On appelle produit infini de terme général u,,,
noté [Tuy, la suite (un, [Th— uk)neN € (CZ)N. On dit que []}_, ux est le produit partiel au rang n de
[Tun. Le produit []u, est dit convergent lorsque (ITji—gu),en @ une limite dans C. On note alors :

n

o0
H U, = lim H Uy,
n=0

_>
n—-+00 k0

Si en outre 102y un, # 0, on dit que [[u,, est strictement convergent.

Proposition 7.1.2. Soit (u,), .y € CN. Si[Tu,, est strictement convergent, alors i, = 1.

Lemme 7.1.3. Soit (ug,...,u,) € C"™. On note P, = [[{_o (1 +u) et Q, = TIi—o (1 + |uxl)-
Alors :

(1) @n < exp (Xfoo uxl),
(i) [P =1 <@n—1
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Définition 7.1.4 (Produit commutativement convergent). Soit (uy,),, .y € CV. Le produit infini [T us,
est dit commutativement convergent lorsque pour toute permutation o € Gy, [[uyn) est convergent.
Proposition 7.1.5. Soit (uy,), .y € CN. On suppose que 3 u, converge absolument. Alors :

(i) TI(1 + uy,) est convergent. Et IT (1 + u,) est strictement convergent ssi Vn € N, u,, # —1.

(ii) TI(1 + uy,) est commutativement convergent, et pour toute permutation o € Gy, on a :

IT () = TT (1 + wo0)

Démonstration. Pour n € N et 0 € Gy, on note P, = [}, (1 +u) et T7 = [}, (1 —i—ug(k)).
Selon le lemme 7.1.3, il existe C' € R t.q.

vneN, |P,| <C.

Soit € € }O,%[. Soit ng € N t.q. 300, |u,| < e. On se donne n > ng. Il existe my € N t.q.

n=ng

{0,...,n} C {0(0),...,0 (mp)}. Ainsi, si 4,, = {0(0),...,0(m)} \{0,...,n} pour m > my, on a :

Ym = mg, |T7 — P,| < | Py (exp ( Z |uk|> — 1) <Py (ef—=1) < 2|P,]e < 2Ce. (%)

k€Am

En appliquant cette inégalité avec o = id, on peut prendre my = ng (qui est indépendant de n), et
on a :

Vm = ng, Yn = ng, |Pn — P,| < 2Ce.
Donc (P,),cy est de Cauchy, donc converge vers P € C. Et (x) fournit 7,7 " P pour tout

o € Gy. Ceci prouve la premiere partie de (i), ainsi que (ii). Reste a étudier la stricte convergence
de [T (1 + u,). Pour cela, notons que Vn > ng, |P, — Py,| < 2|P,,|¢. Donc :

Vn?”o: ’Pn’>(1_2€)|Pn

ol -

Ainsi |P| > (1 — 2¢) | Py, |. Ainsi, si P,, # 0, alors P # 0. Et si P,, = 0, alors il existe k € {0,...,n0}
t.q. up = —1, et P =0. O

Corollaire 7.1.6. Soit (uy),cy € [0, 1[N, S*équivalent :
(i) La série Y- u, converge.

(ii) Le produit TT (1 — u,) est strictement convergent.

Notation 7.1.7. On note Log € H (C\R_) la détermination principale du logarithme (qui existe
selon le corollaire 5.2.5 car C\R_ est simplement conneze).

o). . \N 4 . .
Proposition 7.1.8. Soit (uy,), .y € (C*)" t.q. up — 1. S’équivalent :

(i) Le produit [T u,, est strictement convergent.

(ii) La série Y Logu, est convergente (Logu, n'étant défini que pour n assez grand).

Démonstration. Soit ng € N t.q. Vn > ng, R (u,) > 0. On note P, = [Ty_qux et S, = 35_,, Loguy
pour n > ng. On note de plus C' = HZ&Bl ug # 0. Alors :

Vn = ng, P, = Cexp(S,).

Cette écriture fait apparaitre clairement I'implication (ii) = (i). Réciproquement, supposons que
P, —— P #0. Alors exp (S,) — £. Soit A € C t.q. expA = £. Alors :
n——+00 n—+oo C ¢

exp (S, — A) —— 1.

n—-+0o00
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Soit maintenant n; > ng t.q. Yn = ny, R(exp (S, — A)) > 0. Pour n > nq, il existe k, € Z t.q.
Sn — A = Logoexp (S, —A) + 2ink,. Donc S, — A — 2irk, = Logoexp (S, — ) — 0. Or
S, — Sp_1 — 0, donc k, — k,_1 — 0. Mais (ky),cy € ZN, donc il existe ny = n, et k € Z
t.q. Vn = no, k, = k. Ainsi S, — A+ 2iwk, d’ou le résultat. O

Corollaire 7.1.9. Soit (un), oy € (CHY t.q. uy, — 1. S’équivalent :

(i) Le produit [T u, est strictement convergent et commutativement convergent.
(ii) La série - Logu, est absolument convergente.

Si ces conditions sont vérifiées, on dit que []u, est absolument convergent.
o e . N 5z . .
Proposition 7.1.10. Soit (uy), ey € (C\{—1})" L.q. u, — 0. S’équivalent :

(i) Le produit [T (1 + u,) est absolument convergent.

(ii) La série Y u, est absolument convergente.

7.2 Produits infinis de fonctions holomorphes

Définition 7.2.1 (Produit infini de fonctions holomorphes). Soit U un ouvert de C et (fn),cn €

H(U)". On dit que ] f, converge dans U lorsque la suite ([[F—, fi)nen converge au sens de H (U)
(i.e. converge uniformément sur tout compact de U). S’il en est ainsi, la fonction f = T2, fn est
holomorphe.

Définition 7.2.2 (Convergence absolue uniforme, convergence normale). Soit U un ouvert de C et
N
(f)new € H(U)"

(i) On dit que le produit ] f, converge absolument uniformément (resp. normalement) sur une
partie K C U lorsque les conditions suivantes sont vérifiées :

(a) La suite (fn),ey converge uniformément vers 1 sur K.

(b) La série Y |Log f.| converge uniformément (resp. normalement) sur K (Log f, n’étant
définie que pour n assez grand).

(ii) On dit que le produit T] f, converge absolument uniformément (resp. normalement) sur tout
compact de U lorsque pour tout K compact de U, ] f, converge absolument uniformément
(resp. normalement) sur K.
Proposition 7.2.3. Soit U un ouvert de C et (up),cy € H WU, Soit K c U. S’équivalent :
(i) Le produit [T (1 + u,) converge absolument uniformément (resp. normalement) sur K.
(ii) La série Y |uy,| converge uniformément (resp. normalement) sur K.
Théoréme 7.2.4. Soit U un owvert de C et (f,),.y € HU)". On suppose que I1 f, converge
absolument uniformément (resp. normalement) sur tout compact de U. Alors :
(i) La fonction f =112, fn est holomorphe sur U.
(ii) Pour toutp €N, ona f= fo-- fp - TInl 11 fn:
(iii) Pour toute permutation o € Gy, on a :

I /o= 11 fowm
n=0 n=0

(iv) On a :
F({oh) = U £t {oh).

neN

De plus, sia € f~1({0}), alors l'ordre de multiplicité de a comme zéro de f est la somme des
ordres de multiplicité de a comme zéro de chaque f,.
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(v) La série > % converge uniformément (resp. normalement) sur tout compact de U et on a :
f/ [e.e] f/
f B n=0 fn .

Exemple 7.2.5. On définit (f,),.y € H(C)" par fo = ide et Vn € N, ¥z € C, fu(2) =1— (5)2.
Alors 11 fn converge normalement sur tout compact de C. On note f =T[I,2,, fn. Alors :

Vz € C\Z, ') _1 + i 22 7 cotan (7z2) = (;l((j)),

f(Z) z n=1 22 - TL2

ot 0 : z € Cr— sin(wz). Par connezité de C\Z, on en déduit ’existence de ¢ € C t.q. 0 = cf. En
étudiant o et f au voisinage de 0, on voit que ¢ =7, d’ot :

Ve C, sin(rz) = 7z [ (1 _ (z)2> .

n=1 n

8 Holomorphie et parties localement finies

8.1 Produit canonique de Weierstraf]

Définition 8.1.1 (Facteurs élémentaires de Weierstra$3). Pour p € N, on définit :

Pk
Ep:z€C|—>(1—z)exp<Zk>.

k=1
E, est appelé p-ieme facteur élémentaire de Weierstraf. Et on a :

Vz € D(0,1), E,(2) = exp (— i Z}:) :

k=p+1
Lemme 8.1.2. Soit p € N. Alors :
VzeC, 2| <1 = |E)(2) — 1| < ||,
Zk
k
N
(Ri) t.q.Vz € C, —E (2) = 02, a,2". Comme E,(0) = 1, on en déduit :

Démonstration. Notons que Vz € C, —E)(2) = 2P exp ( - ) Il existe donc une suite (ay), .y €

00 Zn+1
VzeC, 1-Ey(2) = —
ec-ne-Ea
Dot pour z € C avec |z| < 1: ll_szfz) <E, anmg =1 — Ey(1) = 1. O

Théoréme 8.1.3. Soit (z,),cy € (€N vérifiant |z, o oo Soit (pn),en € NY t.q.

[ele} r 1+pn
Vr e RY, Z <> < +00.

n—0 | 2]

Alors le produit infini E(z) = 12 Ep, (Zi) converge normalement sur tout compact de C. De plus,

Uensemble des zéros de E est {z,, n € N}, et la multiplicité du zéro a de E est [{n € N, a = z,}|.

On dit que E est le produit canonique de Weierstrall associé aux suites (2,),cy €t (Pn)nen-

Démonstration. Soit K un compact de C; soit r > 0 t.q. K C D(0,r). Soit ng € N t.q. Vn >
no, |zn| = 7. Alors, selon le lemme 8.1.2 :
1+pn r 1+pn
< — :
|2n]

- ()] <
Zn

On en déduit que la série de fonctions > ‘1 — kB, (Zi)’ est normalement convergente sur K, d’ou le
résultat avec la proposition 7.2.3. 0

z
Vn = ng, Vz € K,

Zn
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8.2 Applications

Théoréme 8.2.1 (Théoréme de factorisation de Weierstrafl). Soit f une fonction entiére ayant un
nombre infini de zéros et t.q. f(0) # 0. Soit (an),cy la suite des zéros de f, comptés avec leurs
multiplicités. Alors il existe une fonction entiére g et une suite (pn), oy € NN ¢.q.

vz eC, f(z HE(j)

n
Démonstration. Selon le principe des zéros isolés (théoreme 1.4.6), |a,| P +0o0. Il existe donc
n—-—+0o0

1+pn
une suite (p,),cy t-a. Vr € RY, 302, (ﬁ) "< oo (par exemple, p, = n convient). Selon le

théoreme 8.1.3, on peut con31derer le produit canonique de Weierstrafl E associé aux suites (a,),,cx
I

et (Pn),en- Ainsi, la fonction 4 se prolonge en une fonction entiére h sans zéros. Par simple connexité
de C (c.f. corollaire 5.2.5), il existe une fonction entiére g t.q. h = e9. Donc f = e9F. ]

Notation 8.2.2. Dans la suite du chapitre, étant donné un ouvert U de C, on considérera la suite
ezhaustive de compacts (Kp) . définie par :

e N K — DO,p)n{z€C, d(z,C\U) >4} sid#C
P "Y1 D0, p) sih=C

Proposition 8.2.3. Soit U un ouvert de C, (K,
peNetacl\K,.

(i) 1l existe f € H (U) injective vérifiant f(a) =1 et ||f||[o<o < 1.

p)pen |exhaustion associée (c.f. notation 8.2.2). Soit

(ii) Pour tout € > 0, il existe g € H(U) admettant a comme unique zéro, l'ordre de ce zéro étant
égal a 1, et vérifiant ||g — 1ch>(o <e.
P

Démonstration (i) Si |a| > p, alors z — = convient. Si d (a, C\U) < +1’ alors il existe b € C\U

t.q. la — b < 515. Ainsi, 2 — 4= > convient. (11) Soit f comme dans (i). Pour n € N*| on considére

g, =FE,of. Comme f est aneCtIVG, f'(a) # 0, d’ot on déduit g}, (a) # 0. Ainsi, a est un zéro d’ordre
1 de g,,. Et d’apres le lemme 8.1.2, on a :

n+1
oo =1l < (I171) "

Comme Hf”fo(j, < 1, il existe n € N t.q. ||g,, — 1||Io<<; < e. Ainsi, g, convient. O

Lemme 8.2.4. V(a,3) € C%, |af — 1| < Ja—1]|- | =1+ |a—1|+ |5 —1].
Théoréme 8.2.5 (Théoreme de Weierstral). Soit U un ouvert de C, A une partie localement finie
de U et m € (N*)*. Alors il existe une fonction f € H (U) t.q.

(i) Les zéros de f sont exactement les éléments de A.

(ii) Pour tout a € A, l'ordre de multiplicité de a comme zéro de f est égal @ m(a).
Démonstration. Soit (K,) . 'exhaustion associée a U (c.f. notation 8.2.2). On pose Ay = AN Ky,
puis, pour p € N*, A, = AN (K,\K,_1). Pour p € N*, d’apres la proposition 8.2.3 et le lemme 8.2.4,

comme A, est fini, il existe g, € H (U) t.q. g, ' ({0}) = Ay, tout a € A, est zéro d’ordre m(a) de
9p, €t ||gp — 1||Koo < 27P. Comme tout compact de U est contenu dans un K, la série de fonctions
p—1

> (g, — 1) converge normalement sur tout compact de Y. D’apres la proposition 7.2.3, I] g, converge
normalement sur tout compact de . Donc f : z — (Haer (z — a)m(“)) (H;‘;l gp(z)) convient. [

Corollaire 8.2.6. SoitU un ouvert de C et f € M (U). Alors il existe des fonctions g, h holomorphes
sur U sans zéro commun et t.q. [ =4
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8.3 Théoreme de Mittag-LefHler

8.3.1 Séries de fonctions méromorphes

Définition 8.3.1 (Convergence des séries de fonctions méromorphes). Soit U un ouvert de C et
N
(fn)new € MU)".

(i) On dit que la série Y f, converge uniformément (resp. normalement) sur une partie K C U
lorsqu’il existe N € N t.q.

(a) Vn > N, f, n'a aucun péle dans K,
(b) La série Y~y fn converge uniformément (resp. normalement) sur K.

(ii) On dit que la série Y f, converge uniformément (resp. normalement) sur tout compact de U
lorsque pour tout K compact de U, Y- f, converge uniformément (resp. normalement) sur K.

Théoréme 8.3.2. Soit U un ouvert de C et (fy),cy € MU U, On suppose que Y f, converge
uniformément (resp. normalement) sur tout compact de U. Alors la fonction somme Y 0% fn est
méromorphe, la série Y- f! converge uniformément (resp. normalement) sur tout compact de U, et

on a : ,
(z fn> _S
n=0 n=0

8.3.2 Théoreme de Mittag-Leffler

Théoréme 8.3.3 (Théoreme de Mittag-Leffler). Soit U un ouvert de C, A une partie localement
finie de U. Pour a € A, soit P, € C[X]\{0} sans coefficient constant. Alors il existe une fonction
feM)t

(i) Les poles de f sont exactement les éléments de A.

5)
Démonstration. Premiére étape : A = {a} est un singleton. On écrit P, = >7_, a; X", avec o, # 0.
Soit K C U un compact t.q. a € K. On se donne f; € H (U) t.q

(ii) Pour tout a € A, la partie principale de f en a est égale d P, (

Al@=1 et il < o [dle K

‘|q|

On pose alors hy : z — ?‘;fla On a ”thoo < ¢, a est le seul pole de hy et sa partie principale

est de la forme P, ( ) Sz 1 = a)k Par récurrence, on construit une fonction h € M (U) ayant

a pour unique pole, dont la partie principale en a est P, ( ) et t.q. HhHoo €. Deuzxiéme étape :

zZ—a

cas général. Soit (k) 'exhaustion associée a U (c.f. notation 8.2.2). On pose Ag = AN Ky, puis,
pour p € N*, A, = AN (K,\K,_1). D’apres la premiere étape, pour p € N*, il existe g, € M (U)
dont les seuls poles sont les éléments de A,, t.q. la partie principale de g, en a € A, est P, (ﬁ) et

avec ngHKi)o_1 <27P Ainsi, f 2= Yaea, Pa (:%) + 3021 9p(2) convient. O

9 Théoremes de Bloch, Picard et Schottky

9.1 Théoréme de Bloch

Notation 9.1.1. Si A C C, on note H (Z) l’ensemble des fonctions holomorphes sur un voisinage
de A.

Théoréme 9.1.2 (Théoreme de Bloch). Soit f € H (E) t.q. f'(0) =1 (D est le disque unité ouvert).
1

Alors f(D) contient un disque ouvert de rayon ;.
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Démonstration. Pour p € [0, 1], on note M(p) = maxy,j<, |f'(z)|. Pour k € N, on pose rj, = 1 —27",
(1) Montrer d’abord que {k €N, 275M (r}) > 1} est fini et non vide; soit kg le plus grand élément

de cet ensemble. On note r = 27%. (2) Montrer qu'il existe zg € D avec |z| =1 — 7 et | f/ (z)] > +.
(3) On considere maintenant g : z € D(0,7) — f(2+ 20) — f(20). Pour |z| < §, montrer que

19'(2)| < 2, puis que |g(2)| < 1. (4) Soit w € C\g <D (0, 72")) Montrer I'existence de h € H (D (0, %))
t.q. h? =1—2.(5) Soit (ay),cy € CV t.q. V2 € D (O, g) , h(z) = 202 anz". Prouver que :

1 s r\ 2" 1
al =IO > o et Slal(5) <1
n=0

2r |w| |w|
6) Montrer que |w| > L et en déduire le résultat. O]
16

Corollaire 9.1.3. Soit U un ouvert de C, f € H(U) et c € U t.q. f'(c) # 0. Alors pour tout
s €10,d(c,C\U)[, fU) contient un disque de rayon 145 |f'(c)|.

Corollaire 9.1.4. Si f est une fonction entiére non constante, alors f (C) contient des disques de
rayon arbitrairement grand.

9.2 Petit théoreme de Picard
Lemme 9.2.1. Soit U un ouvert simplement conneze de C et f € H (U) t.q. {0,1} C C\f (U). Alors
il existe g € H(U) t.q.
f = —exp (imcosh (2g)) .

On a de plus :

(i) {5111 (\/ﬁ+ vVm — 1) + sinm, meN*, ne€ Z, e € {—1, 1}} cC\g ).

(ii) g (U) ne contient aucun disque ouvert de rayon 1.

(iii) Pour tout r € [2,4o00[, il existe M(r) € Ry t.q. pour tout f comme ci-dessus et vérifiant

L <|f(0)] < r, on peut choisir g de sorte que |g(0)] < M(r).

Démonstration. Comme U est simplement connexe et 0 ¢ f (i), d’apres le corollaire 5.2.5, il existe
heHU) tq
f = exp(2imh).

De plus, 1 & f (U), donc h et (h— 1) ne s’annulent pas. Toujours selon le corollaire 5.2.5, il existe des
fonctions u, v holomorphes sur U t.q. h = u® et h — 1 =v%. On a alors (v — v)(u+v) = u? —v* = 1.
Par conséquent, (u — v) ne s’annule pas donc il existe ¢ € H (U) t.q. u — v = exp(g). On a alors
u+v= u—iv = exp(—g), d’ott on déduit que 2h = 1 + cosh (2g), donc :

f = —exp (imcosh (2¢g)) .

(i) On note A = {5111 (\/m—l— vm — 1) + sinm, m e N*, n € Z, ¢ € {—1, 1}} Soit par I'absurde
weU t.q. g(w) € A. Alors il existe (¢,p,q) € {—1,1} x N* x N t.q.

exp (g(w)) =i (Vp+vp—1) =i (Vo+evp—1).
Il vient exp (—g(w)) = i1 (\/]3 — am). Donc :
2cosh (29(0)) = (=1 | (VB + VP = 1) + (Vi— V= 1) | =211 (2 - 1),
d'ou f(w) =1, ce qui est impossible. Donc A C C\g (). (ii) Soit b € C. Alors il existe a € A

t.q. [R(a—0b)] < 3 et [S(a—0)] < ‘[ donc |a — b| < 1. Ceci prouve que D(b,1) N A # &, donc
D(b,1) ¢ g (U). (111) Dans la constructlon de g, on peut choisir i t.q. R (h(0))] < 3. Or:

[f(2)] = exp (=273 (h(2)))  donc  |In|f(0)|] = 27 [ (A(0))]-
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On définit maintenant :
|In x|

:r € R* —— max .
b * xe[%,r] 2m

Soit r € RY t.q. [f(0)| € [%,r}. Alors :

(0)] < [ (R(0))] + [ (h(0))] < ;+p(7°)-

Or [u(0) = v(O)] < \/IhO)] + y/1h(0) = 1] et rtsgy = [u(0) +0(0)] < \/IA(O)] +/In(0) —1]. 1
existe donc (p1(r),pa(r)) € (Ri)z t.q.

pi(r) < |u(0) = v(0)] < pa(r).
On a u — v = exp(g) ; on peut choisir g t.q. | (g(0))| < 7. Ainsi :

9(0)] < IR (9(0)] + I3 (9(0)] < Infu(0) = v(0)| +7 <7+ _ max [lna| = M(r).

Lemme 9.2.2. Soit f une fonction entiére t.q. {0,1} C C\f(C). Alors f est constante.

Démonstration. D’apres le lemme 9.2.1, soit g entiere t.q. f = —exp (iwcosh (2¢g)). On sait que
g (C) ne contient aucun disque ouvert de rayon 1. D’apres le corollaire 9.1.4, g est constante, donc f
aussi. 0

Théoréme 9.2.3 (Petit théoreme de Picard). Soit f wune fonction entiére non constante. Alors
C\f (C) contient au plus un élément.

Théoréme 9.2.4 (Petit théoreme de Picard pour les fonctions méromorphes). Soit h une fonction
méromorphe non constante sur C. Alors C\h (C) contient au plus deuz éléments.

Démonstration. Soit a, b, ¢ trois complexes deux a deux distincts t.q. {a, b, ¢} C C\h (C). Alors ﬁ

est enticre et évite deux valeurs distinctes : 7= et ——. Selon le petit théoréme de Picard (théoréme

9.2.3), ﬁ est constante, donc h aussi. []

Théoréme 9.2.5. Soit f,g deuz fonctions méromorphes sur C et n > 3 t.q. f"+g" = 1. Alors f et
g sont constantes ou admettent un pole commun.

Démonstration. On suppose que f et g n’ont pas de pole commun. Comme f et g ont les mémes
poles, cela implique que f et g sont entieres. Supposons g # 0. Considérons la fonction méromorphe
§ (qui est bien définie car f~ ({0})Ng™ ({0}) = @). Si &, ..., &, sont les racines de X" + 1, on a :

n

H (f_gug) =1

v=1
Il s’ensuit que {1,...,&,} € C\ (5) (C). Comme n > 3, § est constante selon le petit théoréme de

Picard pour les fonctions méromorphes (théoreme 9.2.4). En déduire que f et g sont constantes. [J

9.3 Théoreme de Schottky
Notation 9.3.1. Pour r € R%, on note ici S(r) = {f eH (E), [f(0)] <7 et {0,1} C (C\f(D)},

ou D est le disque unité ouvert.
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Lemme 9.3.2. Soit U un ouvert de C et g € H(U) t.q. g(U) ne contient aucun disque ouvert de
rayon 1. Si~y est un chemin C . dans U de longueur L allant de a a b, alors :

pm+
16L
gb)| —lgla)] € ——+—.
9(8) = b < 77 g
Démonstration. Avec le corollaire 9.1.3, obtenir Vz € U, |¢'(z)| < m. En déduire le résultat
en exivant g(0)] ~ lo(@)] < lo(%) ~ g(a)| = |1, 9(2) d]. =

Théoréme 9.3.3 (Théoréme de Schottky). Il existe une application L :]0,1] x R% — R} t.q.
V(0,r) €]0,1[ x R, Vf e S(r), Vz € D(0,0), |f(2)] < L(0,r).

Démonstration. Soit (¢,7) € ]0,1[ xR%, f € S(r). D’apres le lemme 9.2.1, il existe g € H (ﬁ) t.q.

f = —exp (imcosh (2g)) et g (E) ne contient aucun disque ouvert de rayon 1. Soit z € D(0,6). On
a d([0,z],0D) > 1—0. Avec le lemme 9.3.2 :

On peut supposer que r > 2, et on distingue deux cas. Premier cas : \f( )| € [ } Soit alors M (r)

comme dans le lemme 9.2.1. Si on pose Ly (0, 7) = exp (7r cosh (2M + 1= )) ona |f(z)] < Ly (0,r).
Second cas : | f(0)] € { - [ Comme 7 > 2, on aalors 5 < |1 — f(0)] < 2. E apphquant le premier cas
a (1—f), on obtient |f(z)| < 14 Ly (0,2). Bilan : L(0,r) = max (L1(0,7),1+ L,(0,2)) convient. [

9.4 Amélioration du théoreme de Montel
Notation 9.4.1. SilUd est un ouvert connexe de C, on note F (U) = {f € H(U), {0,1} C C\f (U)}.

Lemme 9.4.2. Soit U un ouvert conneze de C, w e U, r € RY et F, C F (U) t.q.
Vg € Fu, |g(w)| <7

Alors il existe un voisinage V' de w t.q. F. est bornée sur V.

Démonstration. Soit ¢t > 0 t.q. D (w,2t) C U. On se rameéne au cas ot w = 0 et t = % Alors, selon
le théoreme de Schottky (théoréme 9.3.3) :

1
Vg€ Fo gl o, <L (57)-
O]

Lemme 9.4.3. Soit U un ouvert connexe de C et p € U. On pose Fy = {f € F(U), |f(p)] < 1}.
Alors Fy est une partie bornée de H (U) (au sens de la définition 6.2.4).

Démonstration. L’ensemble V' = {w € U, F; est bornée sur un voisinage de w} est un ouvert de
U. De plus, d’apres le lemme 9.4.2, p € V. Supposons par I'absurde V' # U. Alors il existe w € OV NU
et (fu)yen € (F) taae [ fu(w)] — o oo On considere g, = fin € F(U). On a g,(w) — =0
D’apres le lemme 9.4.2; {g,,, n € N} est bornée dans un voisinage de w. On applique alors le théoréme
de Montel (théoreme 6.2.8) pour extraire de (gy), oy une sous-suite (gw(n))neN qui converge dans un
disque A centré en w vers une fonction g € H(A). Comme aucun des g, ne possede de zéro et
g(w) = 0, le théoreme 4.3.6 fournit g = 0. Soit w’ € VN A (car w € OV et A est un voisinage de w).
On a alors ‘fw(n) (W) o Tooce qui contredit ' € V. O
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Théoréme 9.4.4. Soit U un ouvert connexe de C et (fy),cy € FUO)N. Alors (fn)nen POSsede une

sous-suite (f¢(n)) . qui vérifie l'une des propriétés suivantes :
n
(i) (fso(n)) oy Converge uniformément sur tout compact vers une fonction f holomorphe.
n

(ii) (fw(n)> oy Converge uniformément sur tout compact vers oo.
n

Démonstration. Soit p € U et Fy = {f € F (U), |f(p)] < 1}. Si (fn), ey admet une sous-suite dans
Fi, alors (fy),cy admet une sous-suite convergente selon le lemme 9.4.3 et le théoréeme de Montel

(théoreme 6.2.8). Sinon, (i> . admet une sous-suite dans F;. Avec le lemme 9.4.3 et le théoreme

In
de Montel, (fin)

N admet une sous-suite ( L

fon)

) convergeant uniformément vers g € H (U). Si g
ne neN

n’a pas de zéro, ( fw(n))neN converge uniformément sur tout compact vers é. Sinon, g = 0 (d’apres le

théoreme 4.3.6), donc ( fw(n)) oy converge uniformément sur tout compact vers co. O
n

9.5 Grand théoréme de Picard

Théoréme 9.5.1 (Grand théoreme de Picard). Soit zp € C et f € H(D*(20,1)). Si f a une
singularité essentielle en zy, alors il existe & € C t.q. f(D*(z0,1)) D C\{&}. De plus, tout point
de C\& est atteint une infinité de fois par f.

Démonstration. Il suffit de prouver que si f € H (D*(20,1)) t.q. {0,1} C C\f (D* (20, 1)), alors
f ou % est bornée. Pour cela, on se rameéne au cas ou zy = 0 et on considere f, : z € D*(0,1) —

z / N . . . 1
f (n+1> pour n € N. Selon le théoreme 9.4.4, il existe une extractrice ¢ t.q. <f¢(n))neN ou (fwm )nEN

est bornée sur 0D (0, %) Dans le premier cas, le principe du maximum permet de prouver que f est

bornée autour de 0. Dans le second cas, le méme argument montre que % est bornée autour de 0. [
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