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1 Inversion locale et fonctions implicites

1.1 Théoreme du point fixe d’une contraction

Théoréme 1.1.1 (Théoreme du point fixe d'une contraction). Si (X,d) est un espace métrique
complet et f : X — X est contractante, alors f admet un unique point fize.

Remarque 1.1.2. Le théoréeme d’inversion locale et le théoréme des fonctions implicites reposent
essentiellement sur le théoréme du point fize d’une contraction.

1.2 Théoreme d’inversion locale et théoreme des fonctions implicites

Définition 1.2.1 (Difféomorphisme local). Soit E et F' deuz espaces de Banach, U un ouvert de E
et xg € U. On dit qu’une application f : U — F de classe C* (avec k > 1) est un difféomorphisme
local en g lorsqu’il existe un voisinage ouvert U’ de xo dans U et un ouwvert V.C F t.q. fr : U =V
est un difféomorphisme.

Théoréme 1.2.2 (Théoreme d’inversion locale). Soit E et F' deuz espaces de Banach, U un ouvert
de E et zg € U. Soit f : U — F une application de classe C* (avec k > 1) t.q. df (xg) : E — F est
inversible. Alors f est un difféomorphisme local en xg.

Démonstration. Voir cours “Topologie et Calcul Différentiel”. ]

Corollaire 1.2.3. Soit E et F' deux espaces de Banach, U un ouwvert de E. Soit f : U — F une
application de classe C* (avec k > 1) t.q. Vo € U, df (x) est inversible. Alors f est ouverte.



Théoréme 1.2.4 (Théoreme des fonctions implicites). Soit E, F' et G trois espaces de Banach, U
un ouvert de E X F et (zo,y0) € U. Soit f : U — G de classe C* (avec k > 1). On suppose que
dof (x0,%0) : F — G est inversible. Alors il eziste des voisinages ouverts V de xo dans E, W de vy,
dans F, et une application h : V — W de classe C* t.q. V. x W C U et :

V(I‘,y) eV x W? (f<x7y) = f(x(]?y()) Y= h(l’)) :

Démonstration. Voir cours “Topologie et Calcul Différentiel”. [

1.3 Forme normale d’une submersion en dimension finie

Définition 1.3.1 (Submersion). Soit E' et F' deux espaces de Banach, U un ouvert de E et xq € U.
On dit qu’une application f: U — F différentiable en xq est une submersion en xy lorsque df (zo) :
E — F est surjective.

Proposition 1.3.2. Soit E un espace de Banach, F' un espace vectoriel de dimension finie et U un
owvert de E. Soit f : U — F de classe C*. Alors {x € U, f est une submersion en x} est un ouvert

de U.

Théoréme 1.3.3 (Théoreme de forme normale d’une submersion). Soit E et F' deux espaces vecto-
riels de dimension finie, U un owvert de E et xg € U. Soit f : U — F de classe C* (avec k > 1) une
submersion en xy. Alors il existe un voisinage ouvert U’ de xo dans U, un ouvert V' de Kerdf (zo) X F’
et un Ck-difféomorphisme ¢ : U' — V t.q.

V(y,t) eV, fop (y,t) =t

Démonstration. Soit S un supplémentaire de Kerdf (zy) dans F, et soit m la projection sur
Kerdf (zo) parallelement a S. On pose :

p:xelUvr— (m(x), f(z)) € Kerdf (x9) x F.

Alors ¢ est de classe C* et dy (xg) est inversible, car Vh € E, dp(xq) - h = (w(h), df (zo) - h).
Selon le théoreme d’inversion locale, il existe un voisinage ouvert U’ de xq dans F et un ouvert
V de Kerdf (zg) x F t.q. gy : U — V est un C*-difféomorphisme. Par construction, si pp :
Kerdf (zg) x F — F est la projection sur F', on a f = proyp (sur U’), d’ott fop ! =pp (sur V). [

Remarque 1.3.4. Le théoréme de forme normale d’une submersion reste vrai, avec la méme démons-
tration, dés qu’on peut trouver un supplémentaire fermé de Kerdf (xy) dans E. C’est par exemple le
cas si E est un espace de Hilbert.

Remarque 1.3.5. Soit F et F' deux espaces vectoriels de dimension finie, U un ouvert de E et
xog € U. Soit f:U — F de classe C'.

(i) Le théoréme d’inversion locale dit que, si df (xo) est bijectif, alors a difféomorphisme prés, f
est localement égale a l’identité.

(ii) Le théoréme de forme normale d’une submersion dit que, si df (xo) est surjectif, alors a
difféeomorphisme pres, f est localement égale a une projection.

2 Sous-variétés en dimension finie

2.1 Définitions : sous-variétés, redressement local, carte

Définition 2.1.1 (Sous-variété). Soit E un espace vectoriel de dimension finie N, 0 < n < N, et
k € N*U{oo}. On dit qu’une partie non vide M C E est une sous-variété de classe C* et de dimension



n de E lorsque tout point x € M admet un voisinage ouvert U dans E et un C*-difféomorphisme ®
de U sur un ouvert V de R® x RN=" t.q.

O(MNU)=(R"x{0})NndU).

Un tel difféomorphisme ® est appelé un redressement local de M en x. De plus, si pgn : R x RN ™" —
R™ est la projection sur R™, alors 'application :

@:pRnO®|MnU MﬂU%Rn
est appelée carte de M. C’est un homéomorphisme de M NU sur ouwvert {y € R™, (y,0) € V'} de
R"™.
Remarque 2.1.2. La dimension d’une sous-variété est bien définie : M ne peut pas étre a la fois
une sous-variété de dimension n et de dimension n', avec n #n'.

Vocabulaire 2.1.3. Les sous-variétés de classe C®° sont dites lisses.

Vocabulaire 2.1.4. Soit E un espace vectoriel de dimension finie N.
(i) Les sous-variétés de dimension 1 de E sont appelées courbes.
(ii) Les sous-variétés de dimension 2 de E sont appelées surfaces.

)
(iii) Les sous-variétés de dimension (N — 1) de E sont appelées hypersurfaces.
(iv) Les sous-variétés de dimension 0 de E sont les parties discrétes non vides de E.
)

(v) Les sous-variétés de dimension N de E sont les ouverts non vides de E.

2.2 Propriété de graphe local
Proposition 2.2.1 (Propriété de graphe local). Soit E un espace vectoriel de dimension finie N,
0<n<N,etkeNU{oco}. Soit M C E une partie non vide. S’équivalent :

(i) M est une sous-variété de classe C* et de dimension n de E.

(ii) Pour tout point x € M, il existe des voisinages ouverts U de x dans E et Uy de 0 dans R™,
un isomorphisme linéaire u : E — R™ x RN et une application h : U; — RV~ de classe C*

t.q.
u(MNU) =A{(y,h(y), y € Ui}.

Démonstration. (ii) = (i) Soit x € M, soit U, Uy, u, h comme ci-dessus. On pose :

U:(y,2) €Uy x RV — (y,2z — h(y)) € Uy x RN ™™,
Alors ¥ est un C*-difféomorphisme. Ainsi, si ® = Wou, alors ® réalise un C*-difféomorphisme de U sur
O(U) et D(MNU) = (R x {0})N®(U). (i) = (ii) Soit « € M. Soit U un voisinage ouvert de = dans
E et ®:U — ®(U) un redressement local de M en z. On peut supposer que ®(x) = 0. On pose alors

u=d®(z) : E — R" x RY™", qui est un isomorphisme linéaire, et Uy = {y € R", (y,0) € ®(U)},
qui est un voisinage ouvert de 0 dans R". Posons :

Y =d®(x) o @t o (idgn,0) : Uy — R™ x RV ™™
Alors u(MNU) = 4(Uy). Ecrivons enfin ¢ = (¢, hy). On vérifie que dp(0) est inversible, donc ¢ induit

un difféomorphisme local sur un voisinage ouvert U; de 0. Ainsi h = hy o ! fournit le résultat. [J
Exemple 2.2.2 (Cercle et spheres).

(i) Le cercle S' est une sous-variété lisse de dimension 1 de R%. On peut le montrer en construisant
un redressement local avec les coordonnées polaires, ou bien avec des graphes locaux.

(ii) La sphére de dimension n S"™ est une sous-variété lisse de dimension n de R"™'. On peut le
montrer en construisant un redressement local a [’aide de la projection stéréographique.
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2.3 Equation locale d’une sous-variété
Proposition 2.3.1 (Equation locale d’une sous-variété). Soit E un espace vectoriel de dimension
finie N, 0 <n <N, et ke N U{oo}. Soit M C E une partie non vide. S’ équivalent :

(i) M est une sous-variété de classe C* et de dimension n de E.

(ii) Pour tout point x € M, il existe un voisinage ouwvert U de x dans E et une application de
classe C* f: U — RN~ qui est une submersion (en tout point de U) et t.q.

MnU=f~({0}).

Démonstration. (i) = (ii) Soit x € M. Soit U un voisinage ouvert de x dans E et ¢ : U — &(U)
un redressement local de M en z. On note py : R® x R¥V=" — RN¥=" ]a deuxiéme projection et
on pose f =po®: U — RN Alors f est C¥, c’est une submersion, et M NU = f~1({0}).
(ii) = (i) Soit z € M. Soit U et f comme ci-dessus. Selon le théoreme de forme normale d’une

submersion (théoreme 1.3.3), il existe un voisinage ouvert V' C U de = dans E et un difféomorphisme
P:V - dV)CR"x RV t.q.

V(y,t) € ®(V), fo @ (y,t) =t.
Ainsi, (M NU) = (R* x {0}) N ®(V). O
Exemple 2.3.2 (Groupes linéaires).
(i) SL,(R) ={M € M, (R), det M = 1} est une hypersurface lisse de M, (R).
(i) Op(R) ={M € M, (R), 'MM = I,,} est une sous-variété lisse de dimension w de M, (R).

Exemple 2.3.3 (Grassmanniennes). Soit n € N* et 0 < k < n. On définit G(k,n) l'ensemble des
sous-espaces vectoriels de dimension k de R™, ou de maniere équivalente :

G(k,n)={P €M, (R),'P=P=P et 1gP=k}.

Ainsi, G(k,n) est une sous-variété lisse de dimension k(n — k) de M, (R). Si k = 1, on retrouve
Uespace projectif de dimension (n — 1).

2.4 Propriétés topologiques des sous-variétés
Proposition 2.4.1. Soit E un espace vectoriel de dimension finie N, et soit M une sous-variété de
classe C* et de dimension n de E. Alors :

(i) M est métrisable (donc séparée).

(ii) M est localement euclidienne de dimension n (i.e. tout point de M admet un voisinage ho-
méomorphe a R™).

(iii) M est localement fermée dans E (i.e. tout point de M admet un voisinage U dans E t.q.
M NU est fermé dans U ).

(iv) M est localement compacte.
(V) M est localement conneze par arcs (donc localement connexe). En particulier, les composantes

connezes de M (qui sont ses composantes connexes par arcs) sont des ouverts de M.

Exemple 2.4.2. Soit X un espace topologique. Alors toute partie localement fermée de X est l'in-
tersection d’un ouvert et d’un fermé.



2.5 Sous-espace tangent

Définition 2.5.1 (Sous-espace tangent). Soit E' un espace vectoriel de dimension finie N, et soit M
une sous-variété de classe C* et de dimension n de E. Pour x € M, on définit le sous-espace tangent
a M en x par :

T.M = {7’(0), v €C’(|—¢,+e[, M), v dérivable en 0 et v(0) = x}

Proposition 2.5.2. Soit E un espace vectoriel de dimension finie N, et soit M une sous-variété de
classe C* et de dimension n de E. Alors pour tout x € M, T,M est un sous-espace vectoriel de E de
dimension n.

Démonstration. Soit U un voisinage ouvert de x et ® : U — ®(U) un redressement local de M en
z. La donnée d’un chemin v € C° (|—¢, +¢[, M) équivaut & celle d’un chemin :

n € C% (=&, +e[, (R" x {0}) N ®(V))

(avec y; = ® o7y, ce qui est possible quitte a restreindre 'intervalle de définition de 7 de telle sorte
que v (J—e,4¢[) C U). Ainsi :

T.M = {d@(m)_l 07,(0), 71 € C®(]—¢, +¢[, (R™ x {0}) N ®(U)), v dérivable en 0 et v(0) = x}
= d@(z) " ({11(0), 1 € C° (], +¢[, (R" x {0}) N ®(U)), 7 dérivable en 0 et 7(0) = })
= do~(z) - (R" x {0}).
O

Proposition 2.5.3. Soit E un espace vectoriel de dimension finie N, et soit M une sous-variété
de classe C* et de dimension n de E. Soit U un voisinage ouvert d’un point xo dans E et soit
f:U — RN une submersion de classe C* t.q. M NU = f~1({0}). Alors :

TooM = Kerdf (zo) .

2.6 Propriété de graphe sur ’espace tangent

Théoréme 2.6.1 (Propriété de graphe sur I'espace tangent). Soit E' un espace vectoriel de dimension
finie N, et soit M une sous-variété de classe C* de E. Soit v € M et S un supplémentaire de
T.M dans E (par exemple S = T,M* si E est euclidien). Alors M est localement le graphe d’une
application T, M — S, i.e. il existe U voisinage ouvert de x dans E, V wvoisinage ouvert de 0 dans

T,M et h:V — S de classe C* avec h(0) = 0 et dh(0) =0 t.q.
MnNU={z+y+h(y), yeV}.

De plus, h est unique.

2.7 Forme normale d’une immersion en dimension finie

Définition 2.7.1 (Immersion). Soit E et ' deux espaces de Banach, U un ouvert de E et xy € U.
On dit qu’une application f : U — F différentiable en xy est une immersion en o lorsque df (x¢) :
E — I est injective.

Théoréme 2.7.2 (Théoréme de forme normale d’une immersion). Soit U un ouvert de R™ et xy € U.

Soit f: U — RN de classe C* (avec k > 1) une immersion en xzy. Alors il existe un voisinage ouvert
V de f (zo) dans RN, un ouvert W de R™ x RN=" et un C*-difféomorphisme ¢ : V. — W t.q.

vt e fTHV), do f(t) = (t —0,0).

Remarque 2.7.3. Notons que si f estC, alors Uapplication rg o df est semi-continue inférieurement
(on le voit en remarquant qu’une matrice est de rang au moins r ssi elle admet un mineur non nul
d’ordre r). Ceci permet de retrouver les théoréme de forme normale d’une immersion (théoréme 2.7.2)
et d’une submersion (théoréme 1.3.3) da partir du théoréme du rang constant.
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2.8 Paramétrage local d’une sous-variété

Définition 2.8.1 (Paramétrage local). Soit E un espace vectoriel de dimension finie N, et soit M
une sous-variété de classe C* et de dimension n de E. On appelle paramétrage local en un point

1o € M de M toute immersion injective de classe C* ¢ : V — M, ot V est un voisinage ouvert de
0 dans R™ et zo = 1(0).

Définition 2.8.2 (Plongement). Soit X et Y deuz espaces topologiques. On dit qu’une application
continue f : X — Y est un plongement lorsque f est injective et réalise un homéomorphisme sur
son image.

Remarque 2.8.3. Si f : X — Y est une application continue et injective entre espaces topologiques,
alors f est un plongement dés que l'une des conditions suivantes est vérifiée :
(i) X est compact et Y est séparé.
(ii) X etY sont localement compacts et f est propre (i.e. l'image réciproque d’un compact est un
compact).
Théoreme 2.8.4.

(i) Soit E un espace vectoriel de dimension finie N, et soit M une sous-variété de classe C* et de
dimensionn de E. St : V — M est un paramétrage local de M en xq, et si p : MNU — R”
est une carte en xg, alors quitte a réduire V, @ o) est un C*-difféomorphisme.

(ii) Tout paramétrage local d’une sous-variété est un homéomorphisme sur son image (donc un
plongement).

(iii) Soit E un espace vectoriel de dimension finie N, et soit M une sous-variété de classe C* et de
dimension n de E. Soit ¥ : Vi — M et 1y : Vo = M deux paramétrages locaux de M. Alors
vyt oy est un CF-difféomorphisme.

(iv) Soit M C E wune partie non vide t.q. tout point est I’image d'une immersion de classe C*
injective et ouverte v : U — M, ou U est un ouvert de R™. Alors M est une sous-variété de
E de classe C* et de dimension n.

Exemple 2.8.5. Soit « € R\Q. On considére :
o 2
fiteR— (e”,ew‘t> € (Sl) .
Alors [ est une immersion injective, mais pas un plongement, et f (R) n’est pas une sous-variété de
R*. On a en fait f (R) = (S')°.

Proposition 2.8.6. Soit E un espace vectoriel de dimension finie N, et soit M une sous-variété de
classe C* et de dimension n de E. Soit 1 : V — M un paramétrage local de M en 4. Alors :

T, M = Tm de)(0).

3 Applications différentiables entre sous-variétés

3.1 Applications différentiables

Définition 3.1.1 (Application différentiable). Soit E un espace vectoriel de dimension finie N, et
soit M une sous-variété de classe C* et de dimension n de E. Soit F un espace de Banach, f : M — F
et xg € M. S’équivalent :

(i) 1l existe une carte ¢ en xo t.q. fo @™t est différentiable en 0.
(i) Pour toute carte @ en xg, fo ™! est différentiable en 0.

(iii) Il existe un paramétrage local ¥ en xg t.q. f o1 est différentiable en 0.
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(iv) Pour tout paramétrage local 1 en xo, f o est différentiable en 0.

On dit alors que f est différentiable en z.

Remarque 3.1.2. On définit de méme les notions d’applications € fois différentiables et de classe
C’, a condition que { < k.

Exemple 3.1.3. Soit U un ouvert d’un espace vectoriel E de dimension finie. Soit M C U wune
sous-variété de E de classe C*. Si f : U — F est de classe C*, ou { < k et F est un espace de
Banach, alors fjyr est de classe C.

Définition 3.1.4 (Différentielle). Soit E un espace vectoriel de dimension finie N, et soit M une
sous-variété de classe C* et de dimension n de E. Soit F un espace de Banach, f : M — F et
xg € M. On suppose que f est différentiable en xq. S : V — M est un paramétrage local de M en
Xo, on définit :

df (x0) = d(f 0 9)(0) o [dw(0)] " € L (Tuy M, F).
Cette définition est indépendante du choix de .

Remarque 3.1.5. Si ¢ est une carte de M en xy, alors df (zo) = d(f o™ 1)(0) ode (z0) .

Proposition 3.1.6. Soit E et F' deux espaces vectoriels de dimension finie. Soit M et N des sous-
variétés respectives de E et F. Soit vy € M et f : M — N wune application différentiable en xg.
Alors :

df (33'0) . TxOM C Tf(zO)N.

On peut donc considérer df (xg) comme un élément de L (TIOM, Tf(xO)N)

Proposition 3.1.7. Soit E, F, G trois espaces vectoriels de dimension finie. Soit M, N, P des sous-
variétés respectives de B, F,G. Soit xo € M, f : M — N et g : N — P. On suppose que [ est
différentiable en xq et que g est différentiable en f (xq). Alors go f est différentiable en xq et :

d(g o f) (wo) = dg (f (o)) o df (o).

3.2 Fibré tangent

Définition 3.2.1 (Fibré tangent). Soit M une sous-variété de classe C* et de dimension n d’un
espace vectoriel E de dimension finie. On définit le fibré tangent de M par :

T™™ = |J{a} xT,M C ExE.

zeM

Proposition 3.2.2. Soit M une sous-variété de classe C* et de dimension n d’un espace vectoriel E
de dimension finie. Sik > 2, alors TM est une sous-variété de E x E de classe C*~! et de dimension
(2n).

Démonstration. Soit (z,y) € TM. Soit U un voisinage ouvert de z dans F et f : U — R¥N~" une
submersion de classe C¥ t.q. M NU = f~1({0}). Alors :

TMN(UxE)= |J ({z}xKerdf(z)) = f~1({(0,0)}),

zeMNU

ot f: (u,v) € Ux E — (f(u),df(u)-v) € RN x RN Ainsi f est une submersion de classe
C*=1, ce qui prouve le résultat. O

Remarque 3.2.3. Si M est seulement C*, alors TM est une sous-variété topologique (i.e. TM est
localement euclidien,).

Exemple 3.2.4.



(i) Si M est un ouvert de RN, alors TM = M x R,

)

(ii)

(iii) TSL,(R) est homéomorphe a SL,(R) x Ker tr.
) T

(iv

TS' est homéomorphe a S* x R.

O,(R) est homéomorphe a O,(R) x A,(R), ou A,(R) est l’espace des matrices antisymé-
triques.

Remarque 3.2.5. I est en général faux que T M est homéomorphe a M x R", avec n = dim M.

Exemple 3.2.6. T'S? n'est pas homéomorphe a S? x R2.

3.3 Application tangente globale

Définition 3.3.1 (Application tangente globale). Soit M et N des sous-variétés respectives d’espaces
vectoriels E et F' de dimension finie. Soit f : M — N une application différentiable. On définit
[’application tangente globale de f par :

. TM — TN
(z,0) = (f(2),df(z) -v)

Proposition 3.3.2. Soit M et N des sous-variétés de classe C* respectives d’espaces vectoriels E et
F de dimension finie. Soit f : M — N une application de classe C*. Alors Tf : TM — TN est de
classe CF~1.

rf

Exemple 3.3.3. St M est une sous-variété d’un espace vectoriel E de dimension finie, et o : UNM —
V C R" est une carte C* de M, alors Tp : TM N (U x E) — V x R™ est une carte de TM.

Définition 3.3.4 (Difféomorphisme). Soit M et N des sous-variétés de classe C* respectives d’es-
paces vectoriels E et F' de dimension finie. On dit qu’une application f : M — N est un C*-
difféomorphisme lorsque f est bijective, de classe C*, et f=! est de classe C*.

Remarque 3.3.5. f : M — N est un Ck-difféomorphisme ssi f est bijective, C*, et df(x) est
inversible pour tout x € M.

3.4 Classification des courbes a difféomorphisme pres

Définition 3.4.1 (Paramétrage par longueur d’arc). Soit C' une courbe (i.e. une sous-variété de
dimension 1) de classe C* d’un espace vectoriel E de dimension finie. On appelle paramétrage par
longueur d’arc de C' toute application v : I — C dérivable t.q. Vt € I, |7/ (t)|| = 1, ou I est un
intervalle ouvert de R.

Remarque 3.4.2. Un paramétrage par longueur d’arc qui est injectif et de classe C* est aussi un
paramétrage local (au sens de la définition 2.8.1).

Proposition 3.4.3. Soit C' une courbe de classe C* d’un espace vectoriel E de dimension finie.

(i) Si vy est un paramétrage par longueur d’arc de C' et a € R, alors t — v (a+1) et t —
v (a —t) sont aussi des paramétrages par longueur d’arc de C.

(ii) Siz e C etveT,C avee ||v]| =1, alors il existe un paramétrage par longueur d’arc v de C
de classe C* t.q. v(0) =z et /(0) = v.

(iii) Tous les paramétrages par longueur d’arc de C' sont de classe C*.

(iv) Si~yy ety sont deux paramétrages par longueurs d’arc de C t.q. v1 (t1) = 72 (t2), alors il existe
ee{—1,1} t.q. va(ta+1t) =71 (t1 + ct) dés que les deuz membres sont bien définis.



Démonstration. (i) Clair. (ii) Soit ¢ : I — C un paramétrage local (au sens de la définition 2.8.1)
de C, avec I voisinage ouvert de 0 et 1(0) = x. On peut supposer que 1'(0) = v. Posons :

(itel—s /Otw(u)u du.

Comme 1’ ne s’annule pas, ||¢']| est de classe C*~!, donc ¢ est de classe C*, et Vt € I, {'(t) =
¢’ (t)]] # 0. Donc € est C*-difféomorphisme I — J, avec J = ¢(I). Soit ¢ = =1 : J — I. On pose
v =1 o . Alors v est un paramétrage par longueur d’arc de classe C* de C' et vérifie 7/(0) = v. (iii)
Soit v : I — C' un paramétrage par longueur d’arc de C. Selon (ii), il existe un paramétrage par
longueur d’arc vq : Iy — C de C de classe C*. Vu la preuve de (ii), 7o est un paramétrage local de C,
donc on peut le supposer bijectif quitte a réduire Iy. On peut de plus supposer que 7y (I) C o ({o).
On pose alors ¢ = 75! o7. Alors ¢ est C' et on vérifie que V¢t € I, ¢'(t) € {—1,1}. Par connexité
de I, ¢ est constante, donc ¢ est affine, d’otl on en déduit que 7 est C*. (iv) La méme preuve que
pour (iii) s’applique en remplacant 7y par n’importe quel paramétrage par longueur d’arc, qui est
automatiquement C* d’apres (iii). O

Théoréme 3.4.4. Soit C une courbe connexe de classe C* d’un espace vectoriel E de dimension
finie. Alors C' est Ck-difféomorphe a R ou a S*.

Démonstration. Soit x € C et soit v € T,C t.q. ||v|| = 1. Selon la proposition 3.4.3, il existe des
paramétrages par longueur d’arc v : I — C t.q. 7(0) = x et 7/(0) = v; et de tels paramétrages
coincident sur leur domaine commun. Il existe donc un unique paramétrage par longueur d’arc
Yo : I — C maximal (i.e. avec I maximal) et t.q. 7,(0) = x et v,(0) = v. Ce paramétrage par
longueur d’arc est alors une C*-immersion. On va montrer que 7, est difféomorphe & idg : R — R ou
Ap:t€R— 2 e St Comme v, est une immersion équidimensionnelle (i.e. entre deux espaces
de méme dimension), v, est ouverte. Par ailleurs, selon le (iv) de la proposition 3.4.3, pour v # v,
les images de v, et 7, sont égales ou disjointes. Comme ces images sont toutes ouvertes et C' est
connexe, v, est surjective. Cas 1 : 7, est injective. Alors 7, est un C*-difféomorphisme I — C, et I
est un intervalle ouvert de R, donc C*-difféomorphe & R. Cas 2 : 7, est non injective. On pose alors :

T =inf{t >0, 7,(t) =7(0)}.

Alors T' > 0 car 7, est localement injective. Par le (iv) de la proposition 3.4.3, on a 7, (t) = v, (T +¢t),
avec ¢ € {—1,1}. Par injectivité locale de ~, en %, on obtient ¢ = 1. Donc =, est T-périodique, et T'
est la période minimale. On en déduit que Papplication ¢t — + (tT) se factorise en une application
v:St—C:
vt, y(tT) = ¢ o p(2),

avec p : t € R — e*™ ¢ S'. Et on a 1 bijective par minimalité de T. De plus, 1 est C* car
p est un CF-difféomorphisme local. Et 1) est une immersion équidimensionnelle, donc 9 est un C*-
difféomorphisme S* — C. O

3.5 Points critiques d’une fonction sur une sous-variété

Définition 3.5.1 (Points critiques et points réguliers). Soit M une sous-variété d’un espace vectoriel
E de dimension finie. Soit f: M — R une fonction différentiable. On pose :

Crit(f) = {z € M, df(z) =0} et Reg(f) ={z € M, df(z) #0}.

Les éléments de Crit(f) sont appelés points critiques de f; ceur de Reg(f) sont appelés points
réguliers de f.

Remarque 3.5.2. Soit M wune sous-variété d’un espace vectoriel E de dimension finie. Soit f :
M — R une fonction différentiable.
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(i) Crit(f) est un fermé de M.
(ii) Reg(f) est un ouvert de M.
(iii) Un point x € M est régulier ssi f est une submersion en x.

Proposition 3.5.3. Soit M une sous-variété d’un espace vectoriel E de dimension finie. Soit f :
M — R une fonction différentiable. Si x € M est un extremum local de f, alors df(xz) = 0.

Remarque 3.5.4. Soit U un ouvert d’un espace vectoriel E de dimension finie, h : U — R? une
submersion de classe C* (k > 1). On considére M = h=1 ({0}). Alors M est une sous-variété de classe

C* et de codimension q de E. Si f U — R est différentiable, et f = f|M, alors f est différentiable,
et :

Vo € M, df(z) = df(2)
Ainsi, comme T, M = Kerdh(z) :
Vo € M, z € Crit(f) <= Kerdh(z) C Kerdf(z)
— I\ e L(RY,R), df(z) = Ao dh(z).

En cas d’existence, \ est unique. Si ¢ =1, \ est un réel appelé multiplicateur de Lagrange.

3.6 Hessienne d’une fonction en un point critique

Remarque 3.6.1. Soit U et V des ouverts respectifs de deux espaces vectoriels E et F' de dimension
finie. Soit G un espace vectoriel de dimension finie. Soit f : U — V deux fois différentiable en un
point x € U, soit g : V — G deuz fois différentiable en f(x). Alors :

d*(go f)(z) = d’g (f(x)) - (df(2),df(x)) +dg (f(2)) - d*f ().

Définition 3.6.2 (Hessienne). Soit M une sous-variété d’un espace vectoriel E de dimension finie.
Soit f : M — R. On suppose que f est deux fois différentiable en un point xqo € M t.q. xo est un
point critique. St 'V — M est un paramétrage local de M en xq, on définit la hessienne de f en
xo comme la forme bilinéaire symétrique suivante :

(Hess f) (z0) = d? (f 01)(0) - (dw(0)~",dp(0)™") .
Avec Uhypothése df (z9) = 0, cette définition est indépendante du choix de 1.

Proposition 3.6.3. Soit M une sous-variété d’'un espace vectoriel E de dimension finie. Soit f :
M — R. On suppose que f est deux fois différentiable en un point xo € M t.q. ¢ est un point
critique.

(i) Si f a un mazimum (resp. minimum) local en xo, alors (Hess f) (zo) est une forme bilinéaire
symétrique négative (resp. positive).

(ii) Si (Hess f) (zg) est une forme bilinéaire symétrique définie négative (resp. positive), alors f a
un mazimum (resp. minimum) local strict en xq.

3.7 Lemme de Morse

Définition 3.7.1 (Indice d'une forme quadratique). Soit ¢ : R" — R une forme quadratique. Alors

il existe une base (eq, ..., e,) de R", des entiers (i,7) € N* t.q.
V(z1,...,2,) €ER", q(z161+ -+ x08,) = Zxk—i- Z 3.
k=i+1
Le couple (i,r) est indépendant du choix de la base (eq, ..., e,). T est égal au rang de q et i est appelé

indice de q. De méme, l'indice d’une forme bilinéaire symétrique est l’indice de la forme quadratique
associée.
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Définition 3.7.2 (Point critique non dégénéré). Soit M une sous-variété d’un espace vectoriel E de
dimension finie. Soit f : M — R une fonction de classe C%, et xo € M un point critique de f. On dit
que le point critique xo est non dégénéré, ou de Morse, lorsque (Hess f) (zo) est une forme bilinéaire
symétrique non dégénérée. On appelle alors indice de f en o l'indice de (Hess f) (xo).

Théoréme 3.7.3 (Lemme de Morse). Soit M une sous-variété de dimension n d’un espace vectoriel
E de dimension finie. Soit f : M — R une fonction de classe C* (k > 3), et g € M un point critique
non dégénéré de f d’indice 1. Alors il existe un voisinage ouvert V- de 0 dans R™ et un paramétrage
local 1) : V — M de classe CF2 t.q.

Vo € V. fou(v) = f (x0) + 5 (Hess f) (o) - (d0(0) - v, dw(0) -v)

ou de maniére équivalente : Vv € V, fop(v) = f(x0) — iy v+ S s Vi

Démonstration. On se place sans perte de généralité dans le cas ou M est un ouvert convexe de
R", 29 =0, f(0) =0 et Vo € R", £d?f(0)- (v,v) = — >4y @7+ > j—; 1 7. Selon la formule de Taylor
avec reste intégral :

Ve € M, (@)= [ (L= )& (1) - (2,2) dt = g 2),

avec q, 1 v € R +— [ (1 —1t)d%f(tz) - (v,v) € R. Pour 2 € M, g, est une forme quadratique sur R",
soit donc 5, € S,(R) (ou S,,(R) est 'espace des matrices symétriques) t.q.
Yo € R", g.(v) = (S,v | v).

Ainsi, I'application # € M +— S, € S,(R) est de classe C*¥~2. Et notons que :

I, O
sl 0]

Nous allons diagonaliser S, a paramétre, c’est-a-dire trouver p : M — GL,(R) de classe C¥~2 t.q.
Vo € M, 'u(x)Sou(z) = S,. Considérons pour cela 'application :

g:A€GL,(R)— "ASyA € S, (R).

g est de classe C™ et VH € M, (R), dg(I,) - H = 'HSy + SoH. Comme Sy € GL,(R), dg(1,,) :
M, (R) — S,(R) est surjective. Donc g est une submersion en I,,, et admet donc une section locale
s : U — GL,(R) de classe C*°, ou U est un ouvert de S,(R), t.q. g o s = id;. On choisit alors U

voisinage ouvert de 0 dans M t.q. Vo € U, S, € U, et on pose pu:x € U —> s (S:). Alors :

Vo € U, f(x) = ((x)Sop(x)r | 2) = (Sop(x) | plz)z) = go (p(x)z).

L’application ¢ : x € U — p(z)z € R™ est alors de classe C*72; sa différentielle en 0 est inversible,
donc il existe un voisinage ouvert V' de 0 dans R™ et une application ¢ : V. — U t.q. p o ¢ = idy.
Ainsi :

Ve eV, foi(x) = qo(z).

4 Théorie métrique des courbes

4.1 Courbes régulieres, longueur, paramétrage par longueur d’arc

Définition 4.1.1 (Courbe réguliere). Soit E' un espace euclidien. On appelle courbe réguliere dans
E toute application v : I — E de classe C* (k > 1), ot I est un intervalle de R, t.q. ¥' ne s’annule
pas (i.e. vy est une immersion).
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Remarque 4.1.2. Une courbe réguliere n’est pas forcément un plongement, ni méme une application
injective.

Définition 4.1.3 (Longueur d’une courbe réguliere). Soit E un espace euclidien et v : I — E une
courbe réquliere. On définit la longueur de v par :

= [In @1 dat € 0, +0].

Si I est un segment, alors £(y) < 4o0.

Définition 4.1.4 (Paramétrage par longueur d’arc). Soit E un espace euclidien et v : [ — E une
courbe réquliere. S’équivalent :

(i) V(a.b) € I, £ (s ) = b~ al.
(i) Ve € I, |/ (B)] = L.

On dit alors que 7y est paramétrée par longueur d’arc. Le paramétre est alors traditionnellement noté
s, et appelé abscisse curviligne.

Remarque 4.1.5. Soit E un espace euclidien et v : I — E une courbe réguliére de classe C*. On a
vu (proposition 3.4.3) que vy admet un reparamétrage v; = 7y o @ par longueur d’arc avec ¢’ > 0. De
plus, vy, est unique si on impose @ de classe C* et si on fize la valeur de v, en un point.

4.2 Courbure d’une courbe plane

Notation 4.2.1. Soit E un plan euclidien orienté. On munit E d’une structure de droite compleze
en posant v = Tg(v) pour tout v € E, ot rz est la rotation d’angle 5 autour de 0, i.e. l'application

linéaire de matrice <(1) _01> Ainsi :

(i) 2= —1.
(i) Y(v,w) € E?, det(v,w) = (iv | w).

Si (v,w) € E? avec w # 0, alors il existe un unique compleze, noté +eC, tgv= 2w

Définition 4.2.2 (Vecteur tangent, vecteur normal). Soit E un plan euclidien orienté ety : [ — E
une courbe réguliere. Soit t € I.

v (#)
@l -

-

(ii) Le vecteur normal unitaire d v en y(t) est 7i(t) = it(t).

(i) Le vecteur tangent unitaire d v en y(t) est t(t) =

Définition 4.2.3 (Courbure). Soit E un plan euclidien orienté et vy : I — E une courbe réguliere
de classe C* paramétrée par longueur d’arc. Pour s € I, on définit la courbure de v en v(s) par :

Autrement dit, r(s) est l'unique scalaire t.q.

7'(s) = iy (8)(s).

Ky (s) est un réel car (v |7y = 1 ((v' | 7)) = 0. Et on définit ainsi une application k. : I — R de
classe CF=2.

Remarque 4.2.4. La courbure a la dimension de [’inverse d’une longueur.
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Proposition 4.2.5. Soit E un plan euclidien orienté et v : I — E une courbe réguliére de classe C*
(k > 2) paramétrée par longueur d’arc. Soit sy € I ; soit 0 : [ — R de classe Ck~1 avec 6 (sg) = 0 t.q.

Vs €I, 7/ (s) = " (s0) .

Alors :
Vs €I, ky(s) =0(s).

Corollaire 4.2.6. Soit E un plan euclidien orienté, I un intervalle de R. Alors pour toute application
continue r : I — R, il existe une courbe régulicre v de classe C* paramétrée par longueur d’arc t.q.
ky = K. De plus, v est unique da isométrie affine pres.

Exemple 4.2.7. Soit v:s € R — py + Re™% € R2. Alors v est une courbe réguliére de classe C?

paramétrée par longueur d’arc, de courbure constante égale a j:%.

4.3 Courbes gauches : courbure et torsion

Définition 4.3.1 (Courbe biréguliere). Soit E un espace euclidien orienté de dimension 3. Une
courbe réquliére vy : I — E est dite biréguliere lorsque pour toutt € I, ~'(t) et v"(t) sont indépendants.

Remarque 4.3.2. La notion de birégularité est conservée par reparamétrage.

Remarque 4.3.3. Soit £ un espace euclidien orienté de dimension 3. Une courbe réqulierey : [ — E
paramétrée par longueur d’arc est biréguliére ssi v ne s’annule pas.

Définition 4.3.4 (Normale principale et binormale). Soit E un espace euclidien orienté de dimension
3 et soit v : I — E une courbe biréguliere. Soit t € I.

(i) Le vecteur tangent unitaire d v en y(t) est t(t) =
(ii) La normale principale a v en y(t) est fi(t) = Hzxﬁ
(iii) La binormale d v en ~(t) est b(t) = t(t) A A(t).

—

Ainsi, (f(t),n(t), E(t)) est une base orthonormée directe de E, appelée repere de Frenet.

Définition 4.3.5 (Courbure). Soit E un espace euclidien orienté de dimension 3 et soit yv: 1 — E
une courbe biréguliére. Pourt € I, on définit la courbure de v en () par :

ry (1) = IV (D] -

Définition 4.3.6 (Torsion). Soit E un espace euclidien orienté de dimension 3 et soit v : 1 — E
une courbe biréguliére. Pour t € I, on définit la torsion de vy en y(t) par :

7(t) = ('(6) | b(t) ) -
Remarque 4.3.7. Une courbe biréguliere est plane ssi sa torsion est nulle partout.

5 Théorie métrique des surfaces

5.1 Premiere forme fondamentale

Notation 5.1.1. Dans ce chapitre, on se place dans un espace euclidien E de dimension 3; on
appelle surface toute sous-variété ¥ de dimension 2 et de classe C* (k > 2) de E.
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Définition 5.1.2 (Premiere forme fondamentale). Soit ¥ C E une surface. Pour p € ¥, la premiére
forme fondamentale en p est la restriction du produit scalaire de E au plan tangent T,% ; on la note
I, et on le considére comme une forme quadratique :

2
Vo e T, L(z) = ||z|°.
La premiere forme fondamentale est aussi appelée métrique riemannienne induite sur 3.

Proposition 5.1.3. Soit ¥ C E une surface. On considére p : U — X un paramétrage local de 33,

avec U ouvert de R?. On se donne (u,v) € U, on note p = p(u,v), p, = g—z(u,v), Dy = %(u, v).

Ainsi, T,X = Vect (py, py). Et dans la base (pu,py), la premiére forme fondamentale s’écrit :
Y (du, dv) € R?, T, (du, dv) = [|pa||* du® + 2 (p, | po) dudv + ||p||* dv?.

Autrement dit, la matrice de 1, dans la base (py,p,) est :

My (L) = << pall® (P Ipv>> .

pulps)  lpol?
2 2
On note sowvent (E, F,G) = (||pu|| ADu [ o) s ([P0 )

Remarque 5.1.4. La premiére forme fondamentale est aussi notée ds® (c’est le carré de 1’élément
de longueur de 33).

5.2 Distance riemannienne, isométries et déformations isométriques

Définition 5.2.1 (Distance riemannienne). Soit ¥ C E une surface. On définit une distance sur 3
en posant :

Y (p,p') € X%, ds (p,p') = inf {E (v), v:1[0,1] = X chemin C;m dans ¥ de p a p’},
ot £(7y) est la longueur du chemin vy (c.f. définition 4.1.3), et avec la convention inf & = 4o00.

Définition 5.2.2 (Isométrie infinitésimale). Soit ¥ C E et ¥’ C E' deux surfaces. On dit qu’une
application f: ¥ — X' de classe C! est une isométrie (infinitésimale) lorsque :

Vp € X, Vv e T,%, [|df(p) - v| = v
Autrement dit, f conserve la premiére forme fondamentale.

Définition 5.2.3 (Surface plate). Soit X C E une surface. S’équivalent :
(i) X est localement isométrique (de maniére infinitésimale) a un plan.

(ii) Pour tout p € X, il existe une base de T,% dans laquelle la matrice de la premiére forme
fondamentale est égale a l’identité.

On dit alors que Y est plate.

Définition 5.2.4 (Déformation isométrique). Soit ¥ C E une surface. On appelle déformation iso-
métrique de X toute application F : ¥ x I — E de classe C* (k > 0), avec I intervalle de R, t.q. pour
toutt € I, ¥y = F (X x {t}) est une surface et F (-,t) : X — X; est une isométrie (infinitésimale).
De maniére équivalente, Fy = F (-,t) est une immersion t.q. Vp € X, Yv € T2, ||dF;(p) - v|| = ||v]l.

Définition 5.2.5 (Isométrie non triviale). On dit qu’une isométrie est non triviale lorsqu’elle n’est
pas induite par une isométrie ambiante. De méme, une déformation isométrique est dite non triviale
lorsqu’elle n’est pas induite par une déformation isométrique ambiante.

Proposition 5.2.6. Toute isométrie (infinitésimale) entre surfaces est une isométrie d’espaces mé-
triques, ou chaque surface est munie de sa distance riemannienne.
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5.3 Trois familles de surfaces plates

Exemple 5.3.1 (Cylindres). Soit P C E un plan affine, v € E un vecteur hors du plan vectoriel de
P. Soit v : I — P une courbe sur P. On pose :

Cro=7+Rv={y(s)+tv, (s,t) € I x R}.

Si ||v|| =1 et v est orthogonal a P, alors la premiére forme fondamentale en un point de C.,, est
donnée par I = ds* + dt*. Ainsi, C.,, est une surface plate.

Exemple 5.3.2 (Cones). Soit P C E un plan affine ne contenant pas 0. Soit v : I — P une courbe
sur P. On pose :

¢, = [JUR"(s) = {t7(s), (s,t) € I x R*}.

sel

Alors €, est une surface plate.

Exemple 5.3.3 (Tangentes & une courbe gauche). Soit vy : [ — E une courbe gauche biréguliére. On
pose :

Sy = U (v(s) + R (5)) = {7(s) +t7'(s), (s,t) € I xR"}.

sel

5.4 Géodésiques

Définition 5.4.1 (Géodésique). Soit X C E une surface. On appelle géodésique (classique) sur X
toute courbe v : I — ¥ deux fois dérivable et t.q.

vtel, y'(t) € Ty
Cette relation est appelée équation des géodésiques.

Vocabulaire 5.4.2 (Courbe paramétrée proportionnellement a la longueur d’arc). Une courbe v :
I — FE est dite paramétrée proportionnellement a la longueur d’arc lorsque ||'|| est constante.

Définition 5.4.3 (Géodésique naturelle). Soit ¥ C E une surface. On appelle géodésique naturelle
sur Y toute courbe v : I — X paramétrée proportionnellement a la longueur d’arc et t.q.

de >0, Vsg € I, 30 > 0, V (51, 82) € [s0 — 5,80+5]2, s1 < 89 =>dy (7(s1),7(s2)) = c(s2 — 1) .
Remarque 5.4.4. On montre que les deux définitions de géodésiques sont en fait équivalentes.

Exemple 5.4.5. Les géodésiques de S* sont les arcs de grands cercles, paramétrés par 'angle.

5.5 Energie d’un chemin

Définition 5.5.1 (Energie d'un chemin). Soit ¥ C E une surface. Soit v : [a,b] — ¥ un chemin C*.
On appelle énergie (ou énergie cinétique) de v la grandeur :

1o, e
E0) =35 | IN@IP at.
Proposition 5.5.2. Soit X C E une surface. Soit v : [a,b] — 3 un chemin C'. Alors :

(y)?
E() = ma

avec éqgalité des que 7y est paramétré proportionnellement a la longueur d’arc.
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Proposition 5.5.3. Soit ¥ C E une surface. Soit v : [a,b] — ¥ un chemin C?. Soit H : |—¢, +¢[ x
la,b] = X une déformation C* de ~y a extrémités fizées :

HO,)=~v e H(,a)=v(a) et H(-b)=~(b).

On considére E : u € |—¢,+e[— € (H(u,-)). Alors :

E'0) = —/ab <%Z(o,t) | 7”(t)> at.

Corollaire 5.5.4. Toute géodésique naturelle de classe C* est une géodésique classique.

Remarque 5.5.5. Dans un systeme de coordonnées locales, l’équation des géodésiques ne dépend que
des coefficients de la premiére forme fondamentale.

Proposition 5.5.6. Sur une surface de classe C?, les géodésiques naturelles sont exactement les
géodésiques classiques.

5.6 Application de Gauf3

Définition 5.6.1 (Surface co-orientable). Une surface ¥ C E de classe C* (k > 1) est dite co-
orientable s’ existe une application continue N : ¥ — S?, dite application de GauB, et t.q.

Vpe X, N(p) € T,X+.

Remarque 5.6.2. Si X de classe C* (k > 1) admet une application de Gaufp N : ¥ — S?, alors N
est automatiquement CF~1.

5.7 Seconde forme fondamentale

Remarque 5.7.1. Soit ¥ C E une surface et N : ¥ — S? une application de Gauf. Alors :
Vp €S, TnpS® = N(p)t =T,
Done, pour tout p € ¥, la différentielle AN (p) : T,X — T S* est en fait un endomorphisme.

Proposition 5.7.2. Soit ¥ C E une surface et N : ¥ — S? une application de Gaufs. Alors pour
tout p € X2, AN (p) est symétrique :

V(z,y) € (T,%)*, (dN(p) -z | y) = (z | AN (p) - y).

Définition 5.7.3 (Seconde forme fondamentale). Soit > C E une surface et N : ¥ — S* une
application de Gauf. Pour p € %, la seconde forme fondamentale en p est l'opposé de la forme
bilinéaire symétrique sur T,5 associée a l'endomorphisme symétrique AN (p) : T, — T,X; on la
note I1, et on le considére comme une forme quadratique :

Ve e T,%, I1,(z) = — (dN(p) -z | z) .
Remarque 5.7.4. La seconde forme fondamentale dépend du choix de 'application de Gaufs.

Proposition 5.7.5. Soit ¥ C E une surface et N : ¥ — S? une application de Gauf. Soit p € ¥. On
se donne un voisinage ouvert U de p dans E, un voisinage ouvert V- de 0 dans T,X et une application
h:V — R vérifiant h(0) = 0, dh(0) = 0 et ayant la méme régularité que ¥ t.q.

YXNU={p+v+h(v)N(p), veV}.

Alors :
1T, = d*h(0).
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Proposition 5.7.6. Soit ¥ C E une surface et N : ¥ — S? une application de Gauf. On considére
p: U — X un paramétrage local de 3, avec U ouvert de R?. On se donne (u,v) € U, on note p =
p(u,v), p, = g—z(u, v) (et idem pour les dérivées d’ordre 2), p, = %(u,v). Ainsi, T, = Vect (py, py)-
Et dans la base (py,py), la seconde forme fondamentale s’écrit :

V (du, dv) € R?, 11, (du, dv) = (N | puu) du® + 2 (N | pup) dudv + (N | py,) dv®.
Autrement dit, la matrice de I1, dans la base (py, p,) est :

(V| ) (N | Pus)
Meow) (Up) = <<N oy (N | gm) '

On note souvent (€, m,n) = ((N | puw) , (N | Puv) s (N | Pow))-

5.8 Courbure de Gaufl et théoréme egregium

Définition 5.8.1 (Courbure de GauB). Soit ¥ C E une surface et N : ¥ — S? une application de
Gauf$. La courbure de Gaufl de ¥ en un point p € ¥ est définie par :

K(p) = detdN(p) = det (IL,/1,) ,

ou det (11, /1,) désigne le déterminant de 11, dans une base orthonormée pour 1,. Autrement dit, dans

une base 3 fixée de T,% :
. detﬁ IIp

N det[g Ip ’

K(p)

Remarque 5.8.2. Soit ¥ C E une surface et N : ¥ — S? une application de Gauf. Soit p € 3.
(i) Si K(p) > 0, X reste d’un coté du plan tangent.
(ii) Si K(p) <0, 3 traverse le plan tangent; on a un point selle.

Lemme 5.8.3. Soit ¥ C E une surface et N : ¥ — S? une application de Gauf. On considére

p : U — ¥ un paramétrage local de 3, avec U ouvert de R?. On se donne (u,v) € U, on note

p=p(u,v), p, = g—ﬁ(u, v) (et idem pour les dérivées d’ordre 2), p, = g—‘;’(u, V).

(i) On a la relation suivante :

1
<puu | pvv> - ||puv||2 - Fuv - 5 (Evv + Guu) 5

ot E = ||pu|l”, F = (pu | po) €t G = ||py||* sont les coefficients de 1, dans la base (py,py).

(ii) Les produits scalaires de pL, = puy — (puu | N(p)) N(p), pL, et pI, s’expriment en fonction de
E,F,G et de leurs dérivées premieres.

Théoréme 5.8.4 (Théoréme egregium). Soit ¥ C E une surface de classe C* et N : ¥ — S?
une application de Gauf. Alors la courbure de Gaufl de ¥ ne dépend que de sa premiére forme
fondamentale. Plus précisément, K(p) se calcule explicitement en fonction des coefficients (et de
leurs dérivées d’ordre 1 et 2) de 1, en p.

6 Equations différentielles ordinaires

Notation 6.0.1. Dans tout le chapitre, E est un espace de Banach.
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6.1 Définitions

Définition 6.1.1 (Equation autonome). Soit U un owvert de E, f € CO(U,E). On dit que f est
un champ de vecteurs. On lui associe [’équation différentielle ordinaire autonome ' = f(z). Une
solution, appelée orbite de f, est une application dérivable v : I — U, ou I est un intervalle non vide
de R t.q.

Vtel ' (t)=f(y(1).
Une condition initiale est un point xqg € U. Une solution vérifiant la condition initiale xq est une
solution v : I — U t.q. 0 € I et y(0) = xy.

Proposition 6.1.2. Soit f : U — E un champ de vecteurs, vy : I — U une solution de x' = f(x).
Alors pour tout to, v, = t — v (t — tg) est solution de x' = f(z). Quitte a translater, on peut donc
toujours supposer que 0 € 1.

Définition 6.1.3 (Equation non autonome). Soit U un ouvert de R x E, f € CO(U,E). On dit
que f est un champ de vecteurs non autonome. On lui associe [’équation différentielle ordinaire non
autonome =’ = f(t,x). Une solution est une application dérivable v : I — E, ou I est un intervalle
non vide de R t.q. le graphe de vy est inclus dans U et :

Vel y(t)=f(t7(t).

Une condition initiale est un point (to,xo) € U. Une solution vérifiant la condition initiale (to,xo)
est une solution v : I — U t.q. tg € I ety (ty) = xp.

Définition 6.1.4 (Equation a solution unique). Soit f : U — E un champ de vecteurs non autonome.
L’équation x' = f(t,x) est dite a solution unique lorsque deux solutions v, : Iy — FE et vo : [ > E
coincidant en un point ty € Iy N Iy coincident sur Iy N I.

Exemple 6.1.5.
(i) L’équation ' = 0 est a solution unique. C’est une conséquence du théoréme des accroissements
finis.
(ii) L’équation x’ = \/|x| n'est pas da solution unique : la fonction nulle est solution, mais aussi

les fonctions vy, -t € R — 4 (t — tg)” Lty 400 (t) pour tout ty € R.

6.2 Solution maximale

Proposition 6.2.1. Soit f : U — E un champ de vecteurs non autonome a solution unique. Soit
(to, z0) € U. Alors il existe une unique solution de :

= f(t,z)
s (tg) = Xy ’
définie sur un intervalle I (to, xo) mazimal (peut-étre réduit & un point) contenant to. Cet intervalle

est non seulement un intervalle mazximal mais aussi un plus grand intervalle. La valeur en t de la
solution définie sur l'intervalle mazximal est notée go??’t (o). L’application 307} ' est appelée flot de

Iéquation ' = f(t,x).
Remarque 6.2.2. Pour une équation autonome ' = f(x) a solution unique, on notera Iy (xy) =
I (0,20) et @ (o) = @} (29).

Proposition 6.2.3. Soit f : U — E un champ de vecteurs non autonome a solution unique. Soit
xr € E, (tg, t1,t2) € R3. Alors ’égalité suivante est vraie dés que ses deux membres sont définis :

t1,t2 to,t1

@?O’tz(x):SDf o ().
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Proposition 6.2.4. Soit f : U — E un champ de vecteurs non autonome a solution unique. Soit
(to,z0) € U. Alors le domaine de définition de gp'}o’t est Dy (to,t) = {x € E, t € Iy (to,x)}. Ainsi,
go’}o’t : Dy (to,t) = Dy (t,to) est une bijection.

Définition 6.2.5 (Solution globale). Soit f : U — E un champ de vecteurs non autonome a solution
unique. La solution globale de 2’ = f(t,x) est Uapplication @y : Dy — E définie par :

V(to,t,z) € Dy, Oy (L, t,z) = gpi?’t(x),
ot Dy = {(to, t,x) € R? x U, t € I; (to, )} = {(to,t,2) € R2 X U, x € Dy (to,t)}.
Remarque 6.2.6. Pour une équation autonome a solution unique, on notera ®¢(t,z) = @4(0,t, x).

Exemple 6.2.7 (Equations autonomes scalaires). Soit f € C° (U,R), ot U est un intervalle de R.
Soit xqg € U. On suppose que [ ne s’annule pas et on pose :

T dy
xo f(y)

Alors F,, est strictement monotone et continue; lintervalle maximal de ’équation autonome x’ =
f(x) avec la condition initiale x(0) = xy est Iy (zo) = Fy, (U), et la solution maximale est :

Fp:ixelUr—

Voo i t € Iy (z0) — F,. (1)
Dans le cas ou U D [0, +00[ et Iy (x0) N[0, +oo[ = [0, T, avec T € R, on dit que la solution explose

au temps T. En effet, on a alors |V, (t)| = +oo.
T~

6.3 Lemme de Gronwall

Théoréme 6.3.1 (Lemme de Gronwall). Soit a > 0, b > 0. Soit u : [ — E une application dérivable,
ou I est un intervalle de R contenant un point ty. On suppose que u est dérivable et que :

vie L, [[u' (Bl < allu(®)] +b.

Alors :

1 b
Ve I, Ju(t)] < et (o fu ()] +5) -

Démonstration. On peut supposer que to = min /. On pose :
t
vite s (Jutto) + [ (allu(s)] +8) ds) e
to
Alors v (to) = |Ju (to)|| et Vt € I, v'(t) < be=?(t=*) On en déduit :

t b
VEE T u(t) —v(to) <b [ e ds = 7 (1 - el
to a

On obtient le résultat en multipliant par e®t—to), H

Remarque 6.3.2. Le lemme de Gronwall reste vrai sous l'hypothése plus faible suivante : u est
continue et :

vt e 1, u@)l < lutt)l + [ (allu(s)] + ) ds
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6.4 Théoreme de Cauchy-Lipschitz

Théoréme 6.4.1 (Théoreme de Cauchy-Lipschitz). Soit f : U — E un champ de vecteurs non
autonome. On suppose que f est localement lipschitzien en la variable d’espace :

Y (to,x0) € U, Je > 0, Ir > 0, 3L > 0,
Vt € [to _57t0 +€]7 V(.%,l’,) S B(l’o,?”>2, ||f(t,l’) - f(tvx/)“ < L HZE‘ - l’/H :

Alors :
(i) L’équation ' = f(t,x) est a solution unique.

(i) Pour tout (to,x0) € U, lintervalle mazimal Iy (to, ) est ouvert.

Démonstration. (i) Soit 7,72 deux solutions définies sur un intervalle I, et qui coincident en .
Premiére étape. S'il existe L > 0 t.q. f(t,-) est L-lipschitzienne pour tout ¢ € I, alors :

viel,

(v =7) ()] < Lll(m =) @I

Par le lemme de Gronwall (théoreme 6.3.1) :

vt eI, |[(m —2) @) < " |[(71 — ) (to)]| = 0.

Ainsi y1; = 727 Deuxiéme étape. On revient au cas général et on considere :

A={tel, n(t) =)}

Alors A est un fermé de I. Et comme f est localement lipschitzien en la variable d’espace, la premiere
étape permet de montrer que A est un ouvert de I. A est donc un ouvert fermé non vide du connexe
I, donc A = [. (ii) Soit e,r, L > 0 comme dans I’hypotheése du caractére localement lipschitzien de
f. On pose :

M= sup | f(t,2)| < Jnax | f (t,20)|| + L1 < +o00.

lt—to|<e t—to|<e
lz—zoll<r

Quitte a diminuer &, on peut supposer que Le < 1 et Me < r. On pose & = C° ([ty — &,to + €|, F),
qu’on munit de ||-|| . Ainsi, £ est un espace de Banach. On considere :

B={fe& f({to—e to+¢]) C Blzo,r)}.

B est un fermé de &, donc un espace métrique complet. On définit enfin une application F': B — B
par :

Vy e B, Vte[tg—e, to+e]l, (F(7))(t) = +/t:f(s,7(s)) ds.

Alors on montre que V (71,72) € B2, [|F (1) — F (12) |l < Le |71 — 72l - Ainsi, F est une contrac-
tion. Comme ‘B est complet, F' admet un point fixe v selon le théoreme du point fixe d’une contraction
(théoreme 1.1.1). Ainsi, v est solution de 2’ = f(t, x) avec la condition initiale (to, x¢). O

Remarque 6.4.2. L’utilisation du théoréme de point fixe d’une contraction permet aussi de montrer

que l’équation différentielle est a solution unique.

6.5 Propriétés de régularité de la solution globale

Théoréme 6.5.1. Soit f : U — E un champ de vecteurs non autonome. On suppose que f est
localement lipschitzien en la variable d’espace. Alors le domaine de définition Dy de la solution
globale ®; est un ouvert de R x R x E et lapplication ®; : Dy — E est continue.
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Corollaire 6.5.2. Soit f : U — E un champ de vecteurs non autonome. On suppose que f est
localement lipschitzien en la variable d’espace. Alors pour tout (to,t) € R?, Dy (to,t) et Dy (t,to) sont
des ouverts de E et lapplication gptfo’t : Dy (to,t) = Dy (t, to) est un homéomorphisme.

Remarque 6.5.3. On peut montrer de méme que si on a une équation différentielle dépendant
continument d’un parameétre dans un espace topologique, alors la solution est continue par rapport a
ce parametre.

Théoréme 6.5.4. Soit f : U — E un champ de vecteurs non autonome. On suppose que f est de
classe C*, avec k > 1 (en particulier, f est localement lipschitzien en la variable d’espace). Alors
lapplication ®; : Dy — E est de classe C*.

Démonstration. On étudie les différentielles partielles d;®f, do®; et d3®; de ®; par rapport aux
variables ¢y, t et x. Pour d® (variable t), il est clair que la différentielle partielle est bien définie et
continue. Pour d3® (variable x), on montre que c¢’est la solution de I’ équation différentielle linéarisée :

(6x) = A(t) - oz
ox (to) = ZdE ’

avec A @ t — daof (to,t,z) € Le(E), d'inconnue 6z : R — L¢(E). Pour d;®f (variable t), on
applique le théoreme des fonctions implicites apres avoir remarqué que :

(I)f (t, to, (I)f (to, t, 1‘0)) = XZ9-

Apreés avoir montré que d;®;, da®; et d3®; sont C%, on en déduit que @ est C!, puis on itere. [

6.6 Critere de prolongement

Proposition 6.6.1. Soit f : U — E un champ de vecteurs non autonome. On suppose que f est
localement lipschitzien en la variable d’espace. Soit~y : [a,b]— E une solution définie sur un intervalle
semi-ouvert [a,b[. On suppose qu’il existe un compact K C U t.q.

Vit € [a,b], (£,7(1)) € K.
Alors v se prolonge au-dela de b.

Démonstration. Par compacité de K, il existe une suite (t,),.y € [a, 0" t.q. (6,7 (tn) ——

n—-+o0o
(b, ). En déduire le résultat en appliquant le théoréeme de Cauchy-Lipschitz (théoreme 6.4.1) avec
la condition initiale (b, zo). O

Exemple 6.6.2. Soit f : R x E — E un champ de vecteurs non autonome. On suppose qu’il existe
une application C': R — R, t.q. :

W(t2) €R x B, |f(t,2)]| < 1(+j(|?xH

Alors les orbites de [ sont définies sur R.

Définition 6.6.3 (Champ de vecteurs complet). Soit f : U — E un champ de vecteurs autonome
localement lipschitzien en la variable d’espace. On dit que f est complet lorsque toutes les orbites de
f sont définies sur R.

Remarque 6.6.4. Pour un champ de vecteurs autonome complet f : U — E, on obtient un groupe
a un parametre d’homéomorphismes de E, i.e. un morphisme de groupes :

R — Homeo(F)
. :
t— @y

De plus, lapplication (t,z) — ¢%(x) est continue. Si f est CF, on a un groupe a un paramétre de
CF-difféomorphismes de E.
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6.7 Equations différentielles d’ordre supérieur

Définition 6.7.1 (Equation différentielle d’ordre n). Soit U un ouvert de R x E™, f € C°(U, E). On
associe a [ [’équation différentielle d’ordre n :

™ = f (t,a:,x’, . ,x(”_l)) .
Une solution est une application n fois dérivable v : I — E, ou I est un intervalle non vide de R t.q.
v e I, 7" () = f (10,7 (1), ...+ V@)
Une condition initiale est un (n + 1)-uplet (to, Ty Tlyy - - - ,93(()"_1)).

Remarque 6.7.2. Soit U un ouvert de R x E™, f € C°(U, E). Alors l’équation différentielle d’ordre

n—1)

n ™ = f (t,x, 2, ... ) se rameéne a I’équation différentielle non autonome du premier ordre

y = F(t,y) dans l’espace E™, en posant :

Yyt (a:(t),x’(t), . ,x(”_l)(t)) et F:(t,ug, .. Up_1)—> (Ut ... U1, [ (£ 00, Up_1)) -

7 Equations différentielles linéaires

7.1 Intervalle maximal des équations linéaires

Définition 7.1.1 (Equation différentielle linéaire). Une équation différentielle linéaire est une équa-
tion différentielle ordinaire non autonome de la forme ¥’ = A(t)z, oi A : I — Lc(E) est une

application continue a valeurs dans les endomorphismes continus de E, avec I intervalle ouvert de
R.

Théoréme 7.1.2. Soit A : I — L¢(FE) une application continue, avec I intervalle ouvert de R.
Alors pour tout (ty,x0) € I x E, l’équation différentielle linéaire ' = A(t)x avec la condition initiale
x (tg) = xo a une unique solution définie sur I tout entier.

7.2 Résolvante

Définition 7.2.1 (Résolvante). Soit A : I — Lc(FE) continue, avec I intervalle ouvert de R. On
sait (théoréme 7.1.2) que le domaine de définition de la solution globale de I’équation x’' = A(t)x est
Da =1 x1x E. On dispose donc d’une application ®4 : I x I x E — E. A (to,t) € I x I fizé,
Uapplication ® 4 (to,t, ) : E — E est linéaire continue; on la note Ry (to,t). On appelle résolvante
de Uéquation x' = A(t)x Uapplication Ry : I x I — Lc(E).

Remarque 7.2.2. Pour une équation autonome, on notera Ra(t) = Ra (0,t).

Proposition 7.2.3. Soit A: I — Lc(FE) continue, avec I intervalle ouvert de R. Alors a ty fixé, la
résolvante Ra (to, ) de l’équation x’' = A(t)x est solution de I’équation dans Lc(FE) suivante :

R =A(t)-R
R (ty) = idg

Proposition 7.2.4. Soit A : I — Lc(F) continue, avec I intervalle ouvert de R. On suppose que
les (A(t)),e; commutent deuz a deuz. Alors la résolvante de ' = A(t)x est donnée par :

V (to,t) € I X I, Ra(tg,t) = exp (/tA(s) ds>.

to

Corollaire 7.2.5. Si A € Lc(E), alors la résolvante de 'équation ' = Ax est donnée par :

Vi € R, Ra(t) = exp (tA).
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7.3 Comportement asymptotique des solutions des équations a coeffi-
cients constants

Notation 7.3.1. Soit E un R-espace vectoriel de dimension finie et A € L(FE). On note Sp(A)
lensemble des valeurs propres de A sur C (i.e. l’ensemble des racines de xa). On pose de plus :

(i) Le spectre stable de A : Sp_(A) = {\ € Sp(A), R(\) < 0},

(ii) Le spectre indifférent de A : Spy(A) = {\ € Sp(4), R(\) = 0},

(iii) Le spectre instable de A : Sp,(A) = {\ € Sp(A), R(\) > 0}.
On a Sp(A) = Sp_(A) U Spy(A) USp,(A). On note E_, Ey et E les sous-espaces stables associés,
de sorte que E=FE_& FEy® E,.

Remarque 7.3.2. Comme on a la décomposition E = E_ @ Eq® E., on peut se limiter au cas ou
Sp(A) est soit stable, soit indifférent, soit instable. De plus, Sp(A) est stable ssi Sp(—A) est instable.
On peut donc se limiter au cas ou Sp(A) est soit stable soit indifférent.

Proposition 7.3.3. Soit E un R-espace vectoriel de dimension finie et A € L(E). Sont équivalentes :
(i) Sp(A) est stable.
(i) 1l existe un produit scalaire (- | -) sur E et un C >0 t.q.

Ve € B, (x| Az) < —C'|jz|*.

Ct H

De maniere équivalente, pour tout xo € F, la fonction t — e~ |le ZL‘OH est décroissante.

(iii) Si E est muni d’une norme ||| quelconque, il existe C > 0 t.q.

Vo € E, 3K >0, Vt € R,

€ .1'0H

(iv) Pour tout x € E, e"*zyg ——— 0
t——+o00

Proposition 7.3.4. Soit E' un R-espace vectoriel de dimension finie et A € L(E). Sont équivalentes :
(i) Sp(A) C iR et A est semi-simple (i.e. diagonalisable sur C).
(i) 1l existe un produit scalaire (- | -) sur E et un C >0 t.q.

Ve e E, (x| Az) = 0.

De maniere équivalente, pour tout xo € F, la fonction t — He xgH est constante.

(iii) Si E est muni d’une norme ||| quelconque, on a :

et J;OH < K.

7.4 Wronskien

Notation 7.4.1. Dans cette section, on suppose que dimgr £ = n < +oo et que E est muni d’'un
élément de volume orienté (par exemple, E = R"™).

Définition 7.4.2 (Wronskien d’une équation linéaire d’ordre 1). Soit A : I — L(FE) continue, avec
I intervalle ouvert de R. Si vy1,...,7, sont n solutions de ' = A(t)x, on définit le wronskien de

Voo Yn par :
o - L€ T —>det (71(t), ..., ().

Proposition 7.4.3. Soit A : I — L(FE) continue, avec I intervalle ouvert de R. Soit Ry : I x I —
L(E) la résolvante de ' = A(t)x. Si y,...,v, sont n solutions de x’ = A(t)x, alors :

77777

V (to,t) € ]2 Weyy '7n( ) = det (Ra (to,t))w% ,,,,, n (to) -
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Proposition 7.4.4. Soit A : I — L(FE) continue, avec I intervalle ouvert de R. Soit Ry : I x I —
L(E) la résolvante de ' = A(t)x. On fize tg € I et on considére R = Ry (to,-). Alors det R vérifie
I’équation différentielle linéaire scalaire suivante :

(det R)" = tr (A(t)) det R.

Par conséquent :

Y (to,t) € I?, det (R4 (t,1)) = exp (/t tr (A(s)) ds> = det <exp (/t:A(s) ds)) .

to

Définition 7.4.5 (Wronskien d’une équation scalaire d’ordre n). Soit ag, ... ,a,_1 : I — R continues,
avec I intervalle ouvert de R. On considere [’équation scalaire suivante :

™ 4 a, (2" + -+ ay ()2 + ag(t)r = 0.

ST Y1, ...,v, sont n solutions, on définit leur wronskien par :
nt) @) o ()

71(t) V) o ()
Wy oy, it €T — : : . .

W) ATV - A

Remarque 7.4.6. La notion de wronskien d’une équation scalaire d’ordre n correspond a celle de
wronskien d’une équation linéaire d’ordre 1 avec la remarque 6.7.2.

Proposition 7.4.7. Soit ag,...,a,_1 : I — R continues, avec I intervalle ouvert de R. On considere
Uéquation scalaire £ + a, ()™ + -+ + a1 (t)2’ + ag(t)x = 0. Si y1,...,7. sont n solutions,
alors leur wronskien est solution de l’équation suivante :

(wvl,--wn), = —ap_1(t) - Wryr,.o iy

7.5 Champs préservant le volume

Notation 7.5.1. Dans cette section, on suppose que dimg E = n < +o00.

Définition 7.5.2 (Divergence et jacobien). Soit U un ouvert de E et f : U — E un champ de
vecteurs différentiable. On définit :

(i) div f = trodf.

(i) jac f = detodf.

Proposition 7.5.3. E posséde une unique mesure de Lebesque a un facteur constant pres; on la
note \,.

Proposition 7.5.4. Soit U et V deux ouverts de E, ¢ : U — V un Ct-difféomorphisme. Alors :

VB € Bor(U), M, (¢(B)) = /B ljac | dAn.

Proposition 7.5.5. Soit f : U — E un champ de vecteurs non autonome de classe Ct. On note cpﬁ?’t
le flot de I’équation différentielle ' = f(t,x). S’équivalent :
(i) Pour tout t, (div f) (t,-) = 0.

(ii) Pour tous to,t, gpﬁ?’t préserve le volume, i.e. A, (gpi?’%B)) = A\, (B) pour B € Bor (Dy (to,t)).
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8 Champs de vecteurs autonomes

8.1 Orbites périodiques

Définition 8.1.1 (Orbite périodique). Soit f : U — E un champ de vecteurs autonome localement
lipschitzien. Une orbite v de f (i.e. une solution de x’ = f(x)) est dite périodique si elle est définie

sur R, non constante, et si :
IT >0, VteR, v(t+T) =~(t).

L'ensemble {T € R, Vt e R, v(t +T) =~(t)} est un sous-groupe fermé discret de R ; il est donc de
la forme TZ, avec T' € RY.. Ce T est appelé période minimale de .

Proposition 8.1.2. Soit f : U — E un champ de vecteurs autonome localement lipschitzien. Alors
une orbite non constante de f est périodique ssi elle est non injective.

Démonstration. C’est une conséquence du fait que I'équation 2’ = f(z) est a solution unique selon
le théoreme de Cauchy-Lipschitz (théoreme 6.4.1). O

Proposition 8.1.3. Soit f : U — E un champ de vecteurs autonome localement lipschitzien de
classe C*, avec k > 0. Soit v une orbite périodique de f, de période minimale T. Alors lapplication :

St — (R)

T <T>
e — | —t
2m

est bien définie et c’est un C*T1-difféomorphisme.

8.2 Fonctions de Liapounov

Notation 8.2.1. Soit X : U — E un champ de vecteurs autonome localement lipschitzien. Pour
F :U — R de classe C*, on définit :

U—R
dfr- X : .
r+— dF(z) - X(z)

Proposition 8.2.2. Soit X : U — E un champ de vecteurs autonome localement lipschitzien. Si
F:U — R est de classe Ct et siy: I — U est une orbite de X, alors :

vt L, (Foy) (t) = (dF - X)((t)).
Définition 8.2.3 (Fonctions de Liapounov). Soit X : U — E un champ de vecteurs autonome

localement lipschitzien. Soit F' : U — R de classe C*.

(i) On dit que F est une fonction de Liapounov faible pour X lorsque Vc € R, F~! (]—o0,]) est
compact et Vo € U, (dF - X) (z) < 0.

(ii) On dit que F est une fonction de Liapounov forte pour X lorsque c’est une fonction de
Liapounov faible et Vx € U, X(x) # 0= (dF - X) (z) <O0.
Proposition 8.2.4. Soit X : U — E un champ de vecteurs autonome localement lipschitzien. Soit
F:U — R de classe Ct. On suppose que Ve € R, F~' (]—o00,c]) est compact.
(i) F est une fonction de Liapounov faible pour X ssi F' décroit le long des orbites de X .

(ii) F est une fonction de Liapounov forte pour X ssi F' décroit strictement le long des orbites
non constantes de X.

Proposition 8.2.5. Soit X : U — E un champ de vecteurs autonome localement lipschitzien. Si X
admet une fonction de Liapounov faible, alors ses orbites sont définies au moins sur [0, +00].
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8.3 Intégrales premieres
8.3.1 Cas général
Définition 8.3.1 (Intégrale premiere). Soit X : U — E un champ de vecteurs autonome localement
lipschitzien. Soit F: U — R de classe C1. S’équivalent :
(i) Ve e U, (dF - X) (z) = 0.
(ii) F est constante le long des orbites de X .
Si ces conditions sont vérifiées, et si on a de plus Vo € U, dF(z) = 0= X(x) =0, alors on dit que

F' est une intégrale premiere de X.

Proposition 8.3.2. Soit X : U — E un champ de vecteurs autonome localement lipschitzien. Si X
admet une intégrale premiére d niveaux compacts (par exemple si l'intégrale premiére est une fonction
propre), alors X est complet.

8.3.2 En dimension 2

Remarque 8.3.3. En dimension 2, si un champ de vecteurs autonome X admet une intégrale pre-
miére, alors ’équation différentielle ' = X (x) est résoluble par quadrature, en utilisant le théoréme
des fonctions implicites.

Proposition 8.3.4. On suppose que dim E = 2. Soit X : U — E un champ de vecteurs autonome
localement lipschitzien admettant une intégrale premiére F de classe Ct. On suppose de plus que
Ve e U, dF(z) =0 <= X(z) = 0. Soit py € U avec dF (py) # 0, soit :

Cp, ={z €U, F(z)=F(py) et dF(z) # 0},

et soit 'y, la composante connexe de py dans Cp,. On note v : t € Ix (po) — ¢'x (po) € U. Alors
[, est une courbe connexe C*' paramétrée par . Et :
(i) Si Ty, est compacte, alors 7y est périodique.

(ii) SiT,, n'est pas compacte, alors v est un C*-difféomorphisme de Ix (py) sur Tp,.

8.4 Points réguliers et boite de flot

Définition 8.4.1 (Point régulier et point singulier). Soit X : U — E un champ de vecteurs autonome
localement lipschitzien. Un point py € U est dit régulier pour X lorsque X (po) # 0. Dans le cas
contraire, on dit que py est singulier.

Théoréme 8.4.2 (Théoreme de la boite de flot). Soit X : U — E un champ de vecteurs autonome
localement lipschitzien de classe C*, avec k > 1. Soit py un point régulier de X . Soit H un hyperplan
fermé de E ne contenant pas X (po). Alors il existe un voisinage ouvert U de py dans E, un voisinage
ouvert V de 0 dans H et un € > 0 t.q. l'application :

Dy : (t,x) € |, +e[ X V= @y (po +2) €U
est un Cr-difféomorphisme de |—e, +e[ x V sur U. On dit que ®x est une boite de flot.

Remarque 8.4.3. Le théoreme de la boite de flot dit que, dans un systéme de coordonnées locales
de classe C* convenable, X est constant.
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8.5 Stabilité et stabilité asymptotique
Définition 8.5.1 (Stabilité et stabilité asymptotique). Soit X : U — E un champ de vecteurs
autonome localement lipschitzien. Soit py un point singulier de X .

(i) On dit que py est stable lorsque pour tout voisinage V' de py, il existe un voisinage W de pq

t.q. Vte Ry, (W) C V.
(i) On dit que py est asymptotiquement stable lorsqu’il existe un voisinage W de po t.q. ¢Y P
po uniformément sur W.

(iii) On dit que py est instable si py n’est pas stable.
Proposition 8.5.2. Un point singulier asymptotiquement stable est stable.
Exemple 8.5.3. On suppose que E est de dimension finie et que X est linéaire : Vo € U, X (x) = Az
avec A € L(E). Soit py un point singulier de X . Alors :

(i) po est stable ssi VA € Sp(A4), R(N) < 0.

(i) po est asymptotiquement stable ssi VA € Sp(A), R(A) <0
Proposition 8.5.4. On suppose que E est de dimension finie. Soit X : U — E un champ de
vecteurs autonome localement lipschitzien et soit pg un point singulier de X. On suppose qu’il existe

une fonction de Liapounov faible F' définie sur un voisinage V' de py et admettant un minimum strict
en po. Alors :

(i) Le point py est stable.
(ii) Si F' est de Liapounov forte et si py est isolé dans {x € V, dF (z) = 0} (par exemple, si py est
non dégénéré comme point critique de F'), alors py est asymptotiquement stable.
Corollaire 8.5.5. On suppose que E est de dimension finie. Soit X : U — E un champ de vecteurs
autonome localement lipschitzien et soit py un point singulier de X.
(i) StVYA € Sp(dX (po)), R(N) <0, alors py est asymptotiquement stable.
(ii) 573X € Sp(dX (po)), R(A) > 0, alors py est instable.

8.6 Points singuliers
8.6.1 Cas général

Définition 8.6.1 (Point singulier générique). Soit X : U — E un champ de vecteurs autonome
localement lipschitzien. Un point singulier py € U (i.e. vérifiant X (po) = 0) est dit générique lorsque
dX (po) est inversible.

Proposition 8.6.2. Si un point singulier est générique, alors il est isolé (parmi les points singuliers).

8.6.2 En dimension 2

Définition 8.6.3 (Nomenclature des points singuliers en dimension 2). On suppose que dim E = 2.
Soit X : U — E un champ de vecteurs autonome localement lipschitzien. On se donne py € U un
point singulier générique de X .

(i) On dit que py est un nceud stable lorsque Sp (dX (pg)) C R*.
(ii) On dit que po est un nceud instable lorsque Sp (dX (py)) C RY.

(iii) On dit que py est un noeud propre lorsque py est un neud et dX (pg) € Vect (idg). Sinon, on
dit que py est un noeud impropre.

(iv) On dit que py est un foyer lorsque Sp (dX (po)) est de la forme {z,Z} avec z € C\ (R UiR).
(v) On dit que po est un centre lorsque Sp (dX (po)) est de la forme {z,z} avec z € iR.
(vi) On dit que py est un col ou une selle lorsque Sp (dX (po)) est de la forme {a,b} aveca < 0 < b.
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