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1 Homotopie, chemins et groupe fondamental

1.1 Homotopie en général

Définition 1.1.1 (Homotopie). Soit X et Y deuz espaces topologiques, fo, f1 : X — Y C°. On dit
que fo est homotope a fi lorsqu’il existe une application continue H : [0,1] x X =Y t.q.

H(O,) :fo et H(l,) :fl-
Autrement dit, fo et f1 sont homotopes si on peut déformer continiment fo en fi.

Proposition 1.1.2. La relation “étre homotope a” est d’équivalence.

Remarque 1.1.3. Soit X et Y deux espaces topologiques, B C Y. Deux applications continues
fo, f1 : X — B peuvent ne pas étre homotopes (dans B) méme si les applications fo, f1 : X = Y
sont homotopes (dans Y ).

Notation 1.1.4. Pour n € N, on note :
(i) §" = {z e R™, orla? = 1},
(i) B! = {z e R+, ©itla? < 1.

Exemple 1.1.5.

(i) L’application fo: x € S* — x € R*\{0} n’est pas homotope da application f, : v € S —
(1,0) € R*\{0} (sinon on aurait 1 = Indy,(0) = Indy(0) = 0). Par contre, Uapplication
go: v €S'— x € R? est homotope a g1 - x € S — (1,0) € R?\{0}.

(ii) Soit Y est une partie convexe d’un espace vectoriel topologique. Alors pour tout espace topo-
logique X, et pour toutes applications continues fo, f1 : X =Y, fo et fi sont homotopes via
H:(t,x) €[0,1] x X — (1 —t)fo(z) + tfi(z).

(iii) Soit n € N*, fo, f1: X = S" t.q. Ve € X, fo(x) # —fi1(x). Alors fo et fi sont homotopes via

' (1—t) fo(@)+tf1 ()
H:(t,2) € [0,1] X X — ra 5 m i

Proposition 1.1.6. Soit n € N. S’équivalent :
(i) idgn : S™ — S™ n’est pas homotope d une application constante S™ — S".

(ii) Il n’existe pas de rétraction de B"™' sur S™ (i.e. il n’existe pas d’application v : B"*1 — S"
continue 1.q. Tign = idgn ).

(iii) Toute application continue f : B"*1 — B" ™! admet un point fize.

Théoréme 1.1.7 (Théoreme du point fixe de Brouwer). Pour n € N, toute application continue
f B — B admet un point fize.

Démonstration. Cas I : n = 0. C’est une conséquence du théoréme des valeurs intermédiaires. Cas
2 :n = 1. On utilise la proposition 1.1.6. On a vu dans 'exemple 1.1.5 que idg : S* — R?\{0} n’est
pas homotope & une application constante. Comme S' C R*\{0}, on en déduit que idg: : S* — S*
n’est pas homotope a une application constante. Cas 3 : n > 2. Admis. 0

Proposition 1.1.8. Soit X, Y et Z trois espaces topologiques, fo,f1 : X =Y, go,q1 1 Y — Z
des applications continues. Si fo et fi sont homotopes et g et g1 sont homotopes, alors (go o fo) et
(g1 0 f1) sont homotopes.

Proposition 1.1.9. Soit X, Yy et Y, trois espaces topologiques. Soit f : Yy — Y1 un homéomor-
phisme. On note Hy (resp. Hi) l'ensemble des classes d’homotopie des applications continues X — Yy
7‘[0 — Hl

(resp. X — Y1). Alors lapplication
[p] — [foy]

est une bijection, ot [¢] désigne la classe d’ho-

motopie de .



1.2 Type d’homotopie

Définition 1.2.1 (Type d’homotopie). On dit que deuz espaces topologique Yy et Y1 ont méme type
d’homotopie lorsqu’il existe des applications continues f : Yy — Yy et g 1 Y7 — Yy t.q. (fog) est
homotope a idy, et (go f) est homotope d idy,.

Remarque 1.2.2. Deux espaces homéomorphes ont méme type d’homotopie.
Proposition 1.2.3. La relation “avoir méme type d’homotopie” est d’équivalence.
Vocabulaire 1.2.4. Un espace topologique est dit contractile sl a le type d’homotopie d’un point.

Exemple 1.2.5.
(i) Une partie conveze d’un espace vectoriel topologique est contractile.
ii e ont méme type d’homotopie.
ii) R"*N\{0} et S™ ont méme type d’homotopi
Proposition 1.2.6. Soit X, Yj et Y] trois espaces topologiques. Supposons que Yy et Y, ont méme type

d’homotopie. On note Hy (resp. Hi) Uensemble des classes d’homotopie des applications continues
X =Yy (resp. X — Y1). Alors Ho est en bijection avec H,;.

Exemple 1.2.7. R" et R"\{0} n’ont pas méme type d’homotopie.

1.3 Homotopie relative, rétractions

Définition 1.3.1 (Homotopie relative). Soit X et Y deux espaces topologiques, A C X. Soit fo, fi :
X =Y deux applications continues t.q. foja = f114- On dit que fo et fi sont homotopes relativement
a A lorsqu’il existe une homotopie H : [0,1] x X =Y t.q.

Va € A, Vt € [0,1], H(t,a) = fola) = fi(a).
Proposition 1.3.2. La relation “étre homotope relativement a une partie” est d’équivalence.
Remarque 1.3.3. La notion d’homotopie générale correspond a la notion d’homotopie relativement
a .
Remarque 1.3.4. Toutes les propriétés énoncées précédemment restent vraies pour la notion d’ho-
motopie relative.

Définition 1.3.5 (Rétraction). Soit X un espace topologique et A C X.
(i) On dit que A est un rétracté de X s’il existe une application continue r : X — A, appelée
rétraction, vérifiant rjq = idy.
(ii) On dit que A est un rétracté par déformation de X s’il existe une rétraction r : X — A t.q.
(i or) est homotope d idx relativement a A, oui: A — X est Uinclusion.
Exemple 1.3.6.

(i) Soit X un espace topologique et x € X. Alors {x} est un rétracté de X (mais pas forcément
par déformation).

(ii) {0,1} n’est pas un rétracté de [0, 1].

(iii) S™ est un rétracté par déformation de R"*\{0}.

(iv) Si X est un espace topologique, alors X x {0} est un rétracté par déformation de X x R, de
X x [0,1], etc.

Proposition 1.3.7. Soit X un espace topologique et A un rétracté par déformation de X. Alors A
et X ont méme type d’homotopie.

Proposition 1.3.8. Soit X un espace topologique, A C B C X. Si A est un rétracté (resp. rétracté
par déformation) de B et B est un rétracté (resp. rétracté par déformation) de X, alors A est un
rétracté (resp. rétracté par déformation) de X.



1.4 Chemins

Définition 1.4.1 (Chemin). On appelle chemin dans un espace topologique X toute application
continue 7y : [0,1] — X. On dit alors que v(0) est I’origine de 7y, et y(1) est son extrémité.

Remarque 1.4.2. Avec la notion d’homotopie développée précédemment, tout chemin est homotope
a un chemin constant. Les classes d’homotopie des chemins sont donc les composantes connexes par
arcs.

Définition 1.4.3 (Homotopie de chemins). Soit X wun espace topologique. Deuzx chemins vy et v
dans X sont dits homotopes (en tant que chemins) s’ils ont la méme origine, la méme extrémité, et
s’ils sont homotopes relativement a {0,1}.

Proposition 1.4.4. La relation “étre homotope d (en tant que chemins)” est d’équivalence.

Définition 1.4.5 (Concaténation de chemins). Soit X un espace topologique. Soit v et § deuz che-
mins dans X t.q. v(1) = §(0). On définit la concaténation de ~y et 6 par :

~v(2t) si

t
(9):t e [0, 1]r— {5(2t —1) sit

A\YARV/AN
N = N[

Définition 1.4.6 (Chemin inverse). Soit X un espace topologique. Soit v un chemin dans X. On
définit le chemin inverse de v par :

F:te[0,1] — (1 —1).
Proposition 1.4.7. Soit X un espace topologique. Soit vo,v1 des chemins de x ay dans X, et &g, 6y
des chemins de y a z dans X.

(i) Sivy et~y sont homotopes (sous-entendu : en tant que chemins), alors 7y et 71 sont homotopes.

(ii) Si~o et y1 sont homotopes et &y et 01 sont homotopes, alors ~ydy et v101 sont homotopes.

Notation 1.4.8. Soit X un espace topologique. Pour x € X, on note ¢, : t € [0,1] — x le chemin
constant égal a x.

Proposition 1.4.9. Soit X un espace topologique.
(i) Soit 7,0,e des chemins dans X t.q. (1) = 0(0) et §(1) = €(0). Alors v (de) et (vd) e sont
homotopes.
(i) Si~y est un chemin de x dy dans X, alors c,7y, v et yc, sont homotopes.
Définition 1.4.10 (Concaténation de classes d’homotopie). Soit X un espace topologique. Etant

donné un chemin vy de x a y dans X, on notera [y] ou [y]Y la classe d’homotopie (pour les chemins)
de v. On définit alors a bon droit la concaténation de classes d’homotopie en posant :

[VI%[6]; = [vdl5-

Alors la concaténation est associative, admet [c,], comme neutre d gauche et [c,]}
droite. De plus, [7], est linverse de [y]}. Ainsi, 'ensemble des classes d’homotopie de chemins est
un groupoide.

comme neutre a

1.5 Groupe fondamental

Définition 1.5.1 (Groupe fondamental). Soit X un espace topologique et x € X. Le groupe fon-
damental de X au point x, noté 11y (X, x), est par définition l’ensemble des classes d’homotopie des
chemins de x a x dans X. C’est un groupe, muni de la concaténation de classes d’homotopie.



Vocabulaire 1.5.2. On appellera espace pointé la donnée de (X, x), ot X est un espace topologique
etx e X.

Théoréme 1.5.3. Soit X un espace topologique, (x,y) € X2 On suppose qu’il existe un chemin
¢:[0,1] = X allant de x d y dans X. Alors Uapplication :

. Hl(X,y)—>H1(X,x)
’ ] — [evd]
est un isomorphisme de groupes, et ne dépend que de la classe d’équivalence de c.

Remarque 1.5.4. Si deux points x et y sont dans la méme composante connexe par arcs d’un espace
topologique X, alors 111(X,z) ~ I1;(X,y). Dans le cas ot X est connexe par arcs, on pourra donc
parler de 111(X), qui est bien défini a isomorphisme preés.

Définition 1.5.5 (Espace simplement connexe). Un espace topologique X connexe par arcs est dit
simplement connexe lorsque I1;(X) = {1}.

Exemple 1.5.6. Toute partie convexe d’un espace vectoriel topologique est simplement connexe.

Proposition 1.5.7. Soit X un espace topologique connexe par arcs. Alors X est simplement connexe
ssi pour tous chemins v, dans X de méme origine et de méme extrémité, ~v est homotope a §.

1.6 Applications continues et groupe fondamental

Définition 1.6.1. Soit (X, x) un espace pointé, Y un espace topologique et f : X — Y une applica-
tion continue. On associe a f application :
Iy IL(X,z) — I (Y, f(x))
. V] ¥ [f 0]
Alors f, est un morphisme de groupes.

Proposition 1.6.2. Soit (X, x) un espace pointé, Y, Z deux espaces topologiques, f : X — Y et
g:Y — Z deux applications continues. Alors :

(gOf)*:g*Of*.
De plus, (idx), = idu,(x,z).- On dit que Uapplication f — f, est un foncteur covariant.

Proposition 1.6.3. Soit X et Y deux espaces topologiques et ¢ : X — Y un homéomorphisme.
Alors pour tout x € X, ¢, : II1(X,x) — II; (Y, f(x)) est un isomorphisme de groupes. Le groupe
fondamental est donc un invariant topologique.

Proposition 1.6.4. Soit (X,x) un espace pointé, Y un espace topologique et f,g : X — Y deux
applications continues.

(i) Si f et g sont homotopes relativement a {x}, alors f. = g..
(ii) Si f et g sont homotopes, soit H : [0,1] x X — Y wune homotopie de f d g. Soit ¢ : t €
[0,1] — H(x,t) € X (c est un chemin de f(z) a g(x)). Alors, avec la notation du théoréme
1.5.3, on a f. = @0 g, et @.: 111 (Y, g(x)) = 11} (Y, f(x)) est un isomorphisme.
Théoréme 1.6.5. Soit X etY deux espaces topologiques connexes par arcs ayant méme type d’ho-
motopie. Alors 111 (X) ~ I, (Y).

Démonstration. Soit f: X — Y, g:Y — X deux applications continues t.q. (f o g) est homotope
a idy et (g o f) est homotope a idx. On fixe x € X. Avec la proposition 1.6.4, on en déduit que
(fi0gs) et (g« o fo) sont des isomorphismes de groupes. Ainsi, f, et g. sont des isomorphismes de
groupes. 0

Corollaire 1.6.6. Si7 X est un espace topologique et A est un rétracté par déformation de X, alors
Va € A, Hl(A,&) ~ Hl(X, a).

Proposition 1.6.7. Si X est un espace topologique et A est un rétracté de X, alors pour a € A, si
i: A— X estlinclusion, le morphisme de groupes i, : I1(A, a) — I1(X, a) est injectif.

>



1.7 Produits d’espaces topologiques
Proposition 1.7.1. Soit (X, 1) et (X2, z2) deux espaces pointés. Alors :

IL, (Xl X X, (»’171,1'2)) ~ 1L (Xl,iﬁl) x 1T (X27962) .

2 Calculs de groupes fondamentaux

2.1 Le cercle

Notation 2.1.1. On considére :
St={z€C, |z| = 1}.

On introduit :
R — St

x — exp (2iTz)

p est un revétement de St. En particulier, c’est un homéomorphisme local : il existe un € > 0 et un
n > 0 t.q. pour tous g € R et zg € p~' ({wo}), il existe V., 4, : Bst (20,€) — Jxo — 0,20 + 1 t.q.
po 1920,10 = ingl (204€) -

Proposition 2.1.2 (Relevement de chemins). Soit v : [0, 1]

, 1] — St un chemin avec v(0) = 1. Alors il
existe un unique chemin v :[0,1] - R t.q. y =po7 et 5(0) = 0.

Démonstration. FEzistence. 7y est continue sur le compact [0, 1], donc uniformément continue selon
le théoreme de Heine. Donc il existe un o > 0 t.q.

V(z,y) € 0.1, lr —y| S a = |y(z) =yl <=

On se donne alors 0 =ty <t < --- <ty =1t.q. Vi€ {1,...,k}, |t;.1 —t;] < a. On définit alors
par récurrence jo,,] : O POse Yjo,,] = V1,0 © V[0,t1]> PUIS V|[t1,0) = 197(,51)7%51) O V[t1,t2] » €bC. Unicité.
Si 41 et 42 sont deux relévements, alors p o (31 — J2) = 0, donc (7, —32) ([0,1]) C Kerp = Z. Par
connexité de [0, 1], (71 — 72) est constante; et (1 — ¥2) (0) = 0, donc 41 = As. O

Définition 2.1.3 (Degré d’un lacet). Soit v un lacet dans S' de point de base 1. Soit 5 le relévement
de v. On définit alors le degré de v par :

degy =7(1) € Z.

Intuitivement, le degré compte le nombre de tours (avec un signe) effectués autour du cercle lorsqu’on
parcourt .

Lemme 2.1.4. Soit vy et v, deuz lacets dans St de point de base 1. On suppose que :
vt € [0,1], y(t) # —n(?)
(ceci est vérifié en particulier dés que ||vo — 7l < 2). Alors degyo = deg .
Corollaire 2.1.5. Deux lacets de point de base 1 homotopes dans St ont le méme degré.
Lemme 2.1.6. Si~y et § sont deuz lacets dans S' de point de base 1, alors :
deg (v0) = deg~y + deg.

Théoréme 2.1.7. 11, (S') ~ Z.



Démonstration. On a II; (S') ~ TI; (S*, 1). On pose :
1
0. HI(S,l)—>Z |
) — deg~y

® est bien définie selon le corollaire 2.1.5; et c¢’est un morphisme de groupes selon le lemme 2.1.6.
Reste a montrer que ® est bijectif. Injectivité. Soit [y] € Ker ®, soit 4 le relevement de 7. On a
(1) = ®([y]) = 0, donc 7 est un lacet dans R de point de base 0. Comme R est simplement
connexe, il existe une homotopie H : [0,1]> — R allant de 7 au lacet constant 0. Ainsi, p o H est
une homotopie allant de v au lacet constant 1. Donc [y] = 1. Surjectivité. Pour k € Z, si on pose
vt €[0,1] — exp (2imkt), alors on a k = degy = ® ([7]). O

2.2 Les tores

Notation 2.2.1. Pour n € N*, on considere :

T" = R"/Z".
Proposition 2.2.2. Pourn € N*, T" ~ (R/Z)" ~ (S")".
Corollaire 2.2.3. Vn € N*, II; (T") ~ Z".

2.3 Les spheres

Notation 2.3.1. Pour n € N*, on considere :

n+1
N {$€Rn+l, Zaj‘?: 1}
i=1
Lemme 2.3.2. Soit n > 2. Alors tout lacet sur S™ est homotope d un lacet évitant un point (indé-
pendant du lacet choisi).

Démonstration. On note N = (0,...,0,1) € S* et S = (0,...,0,—1) € S". On va montrer que
tout lacet de point de base S est homotope a un lacet évitant N. Pour cela, on se donne un tel
lacet ; on se donne un nombre fini d’intervalles sur lesquels le lacet passe dans I’hémisphere nord
(i.e. {z € S, x,,41 = 0}), et on remplace les morceaux de lacet sur ces intervalles par un chemin
sur 'équateur (i.e. {x € S, 2,41 = 0}). On vérifie que le lacet ainsi construit est homotope au lacet
initial et on en déduit le résultat. O

Théoreme 2.3.3. Pour n > 2, S™ est simplement connexe.
Corollaire 2.3.4. Pour n > 2, R? n’est pas homéomorphe a R™.

Démonstration. Soit par I'absurde ¢ : R? — R™ un homéomorphisme. Notons que S' a méme
type d’homotopie que R?\{0} (c’en est un rétracté par déformation); de méme, S"~' a méme type
d’homotopie que R™\{p(0)}. Il vient :

I (RA\{0}) ~ 0y (1) ~ Z o {1} ~ 10, (S"71) ~ 10, (R™\ {(0)}).
C’est absurde car R*\{0} et R™\ {¢(0)} sont homéomorphes. O

Remarque 2.3.5. Le groupe fondamental permet de distinguer R? de R™ (pour n > 2) mais pas
R™ de R™ en général. Pour cela, on introduit des groupes d’homotopie supérieurs : pour p € N¥,
X un espace topologique, x € X, on définit I1,(X,x) comme l’ensemble des classes d’homotopie,
relativement a un point w € SP, d’applications SP — X envoyant w sur x. Si p = 1, on retrouve le
groupe fondamental. On montre alors que 11, (SP,x) est non trivial pour tout p € N* et pour tout
x €SP et que I1, (S9,z) est trivial dés que g > p.



2.4 Les bouquets de cercles

Définition 2.4.1 (Bouquet de cercle). Soit n € N*. On pose X,, = {1,...,n} x S, et on munit X,
de la relation d’équivalence R définie par (k,x)R({,y) <= [(k,z) = ({,y) ou z =y = 1]. On définit
alors le bouquet de n cercles par :

%n = Xn/Ra
et on munit B, de la topologie quotient.

Théoréme 2.4.2. Pour n € N*, II; (¥8,,) est le groupe libre F,, a n générateurs. En particulier,
I1, (%B,,) est non abélien dés que n > 2.

2.5 Théoreme de van Kampen
Définition 2.5.1 (Produit libre). Soit 'y et 'y deux groupes. Alors il existe un unique groupe (d
isomorphisme prés), appelé produit libre de 'y et T'y et noté 'y x Ty, vérifiant :
(i) Ty« Ty contient des copies de T'y et I'y comme sous-groupes ; on identifie ces copies a I'y et T's.
(ii) Ty % Ty est engendré par T'y U Ts.
(iii) Pour tout groupe A et pour tous morphismes de groupes @1 : I'y — A et ps : Ty — A, il existe
un (unique) morphisme de groupes ¢ : I'y x 'y — A prolongeant v, et ¢s.

Remarque 2.5.2. Soit I'y et 'y deux groupes. Alors, en considérant 'y et I'y comme sous-groupes
de 'y %9, on a 'y NTy = {1}.

Exemple 2.5.3. Le groupe libre a deux générateurs est donné par Fo = Z x 7.

Théoréme 2.5.4 (Théoreme de van Kampen, version ouverte). Soit X un espace topologique conneze
par arcs. Soit Uy et Uy des ouverts non vides de X recouvrant X, connexes par arcs, et d’intersection
conneze par arcs. On note iy : UyNUy — Uy, et ji, : U, — X les injections canoniques, pour k € {1,2},
de telle sorte qu’on a le diagramme suivant :

U

Ui NU;
\

Jl\
/ X
Us ™ Ja
On se donne x € Uy NUs,. Alors :

(i) Les morphismes jy, : 11} (Uy, x) — (X, x) et jo, : 11} (Us, x) — 11 (X, z) induisent un unique
morphisme :

f I (Uhl') * 114 (UQ,ZL’) — Hl(X, J]),
et ce morphisme est surjectif.

(ii) Ker f est le sous-groupe distingué de 11, (Uy, x) x I1; (Us, x) engendré par I’ensemble suivant :
{il*(g)m(g)’l, g € 11 (U N Us, :c)} .

Ainst, 111 (X, x) est isomorphe au produit libre de 11y (Uy, x) est de 11y (Us, x) amalgamé au-dessus de
H1 (Ul N UQ,JJ).



3 Revétements

3.1 Définition et exemples

Définition 3.1.1 (Revétement). Soit B un espace topologique. Un revétement de B est la donnée
d’un espace topologique E et d’une application continue p : E — B t.q. toutb € B admet un voisinage
V dans B, un espace topologique discret F # & et un homéomorphisme ¢ : p~1 (V) — V x F qui
fasse commuter le diagramme suivant :

PV —2 Y xp
pé/

our:V XF =V estla projection. On dit alors que B est la base, E [’espace total, p la projection,
F la fibre en b et ¢ la trivialisation locale en b. Pour f € F, on dit que $~' (V x {f}) est un feuillet.
Exemple 3.1.2.

(i) Si B est un espace topologique et F' un espace discret, alors p: (b, f) € BX F+—— b€ B est
un revétement de fibre F'.

(i) L’application p :t € R — exp (2int) € S! est un revétement de fibre Z.
(iii) L’application exp : C — C* est un revétement de fibre Z.

Définition 3.1.3 (Section locale). Si E et B sont des espaces topologiques et p : E — B est une
application continue, on appelle section locale de p au-dessus d’un ouvert V- C B toute application
continue s : V. — E t.q. pos =1idy.

Proposition 3.1.4. Soit E et B deux espaces topologiques. Alors une application continuep : E — B
est un revétement ssi tout b € B admet un voisinage ouvert V et un ensemble non vide F' t.q. tout
f € F admet une section locale pour p au-dessus de V' 1.q. les (s3(V)) ;cp sont des ouverts deuz a
deuz disjoints de E qui recouvrent p~1 (V).

Exemple 3.1.5.
(i) L’application p : z € S' — 2% € S! est un revétement de fibre Z/kZ.
(ii) L’application p: z € C— 2 € C n’est pas un revétement.
(iii) L’application p : z € R" — [z] € R"/Z™ est un revétement de fibre Z".
(iv) L’application p : z € S" — Vect(z) € P™ est un revétement de fibre Z/27.

3.2 Propriétés des revétements

Proposition 3.2.1. Soit B un espace topologique et p : E — B un revétement de B.
(i) p est surjectif.

(ii) Si E est compact (resp. connexe, connexe par arcs), alors B est compact (resp. connexe,
conneze par arcs).

(iii) Pour b € B, p~* ({b}) est une partie discréte de E.

(iv)

(v)

)

(vi

L application b — |p~' ({b})| est localement constante (donc constante si B est connexe).
Si A C B, alors py-1(a) : p~ ' (A) = A est un revétement de A.

On suppose B compact. Alors E est compact ssi les fibres sont finies.



3.3 Morphismes de revétements

Définition 3.3.1 (Morphisme de revétements). Soit B un espace topologique, p : E — B et p' :
E' — B des revétements de B. On appelle morphisme de revétements de E wvers E' tout couple
d’applications continues (G, g) € E'" x BE t.q. le diagramme suivant commute :

G

E
|v

E
v |
B

Sy
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Définition 3.3.2 (Automorphisme de revétement). Soit B un espace topologique et p : E — B
un revétement de B. Un automorphisme de revétement est un homéomorphisme G : E — E t.q.
(G,idg) est un morphisme de revétements (autrement dit, po G = p). On note Aut(FE,p) le groupe
des automorphismes du revétement p : £ — B.

Exemple 3.3.3. Soit B un espace connexe, F' un espace discret. On considére le revétement trivial
p:BxF — B. Alors :
Aut(B X F,p) ~ GF,

ou S est le groupe des permutations de F'.

Proposition 3.3.4. Soit B un espace topologique et p : E — B un revétement de B.
(i) Aut(E,p) agit continiment sur E.
(ii) Pour tout b € B, Aut(E, p) agit par permutation sur p~' ({b}).

3.4 Actions de groupes et revétements

Définition 3.4.1 (Action libre). Soit G un groupe agissant sur un ensemble E. On dit que l'action
de G est libre lorsque :
Vge G\{e},Vx € £, g-z # x.

Définition 3.4.2 (Action continue, propre, proprement discontinue). Soit G un groupe topologique
agissant sur un espace topologique E.

: : . . . |GXxE-—E :
(i) On dit que laction de G est continue lorsque [’application est continue.
(9.2)— g -2

Lorsque G est discret, cela revient a dire que G agit par homéomorphisme.

(ii) On dit que laction de G est propre lorsque l'ensemble {g € G, gK N K # @&} est relativement
compact pour tout compact K C E. Lorsque G est discret, cela revient a dire que cet ensemble
est fini pour tout K.

(iii) On dit que l'action de G est proprement discontinue lorsque tout point x € E admet un
voisinage W t.q. Vg € G\{e}, W NW = @.
Remarque 3.4.3. Soit G un groupe discret agissant continiment sur un espace topologique E.
(i) St laction de G est libre, alors elle est fidéle.
(ii) Si l'action de G est proprement discontinue, alors elle est libre.

(iii) Si E est localement compact, et si l'action de G est propre et libre, alors elle est proprement
discontinue.

Notation 3.4.4. Si G est un groupe topologique agissant sur un espace topologique E, on note
E/G = {G -z, x € E} l’ensemble des orbites de l'action de G sur E, qu’on munit de la topologie
quotient.
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Théoréme 3.4.5. Soit G un groupe discret agissant continument, librement et proprement sur un
espace topologique conneze et localement compact E. Alors la projection canonique p : E — E /G est

un revétement de fibre G, et :
Aut(E,p) ~G.

Démonstration. Etape I : p est un revétement de fibre G. Soit 2 € E. Selon la remarque 3.4.3,
'action de G est proprement discontinue, donc x admet un voisinage W dans E' t.q. Vg € G\{e}, giW'N
W = @. Quitte a remplacer W par W, on suppose W ouvert. Alors U,ee gW est une réunion disjointe
d’ouverts homéomorphe a W x G. Ainsi, si W/ = p(W), alors W’ est un voisinage ouvert de p(x),
qui est homéomorphe a W (car pjy est injective), et on a une trivialisation locale donnée par :

W xG—p H(W)
(¥, 9) — gy '

Etape 2 : Aut(E,p) ~ G. Posons

G — Aut(E,p)

v | .
gr—(z—g-1)

W est un morphisme de groupes, et ¥ est injectif car 'action de G est libre donc fidele. Soit maintenant

@ € Aut(E,p). Soit xy € E. Comme p o ¢ (zg) = p (), il existe un g € G t.q. ¢ (z9) = g - . On

considere alors H = {z € E, p(z) = ¢g-x}. On montre que H est un ouvert fermé de E. Or E est

connexe, et xg € H, donc H = E. Donc ¢ = ¥(g), et ¥ est un isomorphisme de groupes. ]

3.5 Reléevements

Définition 3.5.1 (Relevement). Soit B un espace topologique et p : E — B un revétement de B. Si
h: X — B est une application continue, on appelle relevement de h sur E toute application continue
h: X — FE faisant commuter le diagramme suivant :

Exemple 3.5.2. idg: : S' — S! n’admet pas de relévement sur R.

Lemme 3.5.3. Soit B un espace topologique et p : E — B un revétement de B. Soit h : X — B
une application continue. St X est connexe, alors deux relevements de h sur E qui coincident en un
point de X sont égaux.

Démonstration. Soit iy et hy deux relévements de k. On considére {x € X, hy(z) = Eg(x)} On
montre que cet ensemble est un ouvert fermé non vide de X, donc égal a X par connexité. O

Lemme 3.5.4. Soit B un espace topologique et p : E — B un revétement de B. Soit h :[0,1]*> — B

une application continue. Alors pour tout xy € p~ 1 ({h(0,0)}), h admet un unique relévement h sur
E t.q. h(0,0) = x.

Démonstration. La démonstration est similaire a celle de la proposition 2.1.2. O

Corollaire 3.5.5. Soit B un espace topologique et p : E — B un revétement de B. Soit h : [0,1] — B
une application continue. Alors pour tout xo € p~' ({h(0)}), h admet un unique relévement h sur E
t.q. h(0) = zo.
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Corollaire 3.5.6. Soit B un espace topologique et p : E — B un revétement de B. Si vy et v, sont
deuz lacets homotopes (en tant que chemins) dans B et si zo € p~' ({70(0)}), alors les relévements
respectifs Yo et 41 de o et y1 vérifiant 70(0) = 1(0) = zg sont homotopes (en tant que chemins)
dans E. En particulier, Jo(1) = F1(1).

Remarque 3.5.7. Soit B un espace topologique et p : EE — B un revétement de B. Si vy est un
chemin dans B entre deux points by et by, alors v induit une bijection de p=* ({bo}) sur p=' ({b1}).
Autrement dit, le groupoide fondamental agit sur E.

3.6 Revétements galoisiens

Proposition 3.6.1. Soit B un espace topologique et p : E — B un revétement de B, avec E conneze.
Alors Aut(E, p) agit continiment et proprement discontiniment (donc librement) sur E.

Corollaire 3.6.2. Soit B un espace topologique et p : E — B un revétement de B, avec E connexe.
Alors la projection E — E/ Aut(E,p) est un revétement.

Définition 3.6.3 (Revétement galoisien). Soit B un espace topologique et p : E — B un revétement
de B, avec E connexe. S’équivalent :

(i) La projection E — E/ Aut(E,p) est isomorphe (en tant que revétement) a p : E — B.
(ii) Aut(E,p) agit transitivement sur les fibres.

Si ces propriétés sont vérifies, on dit que p est un revétement galoisien.

4 Lien entre groupe fondamental et revétements

4.1 Groupe fondamental de la base et groupe fondamental de ’espace
total

Remarque 4.1.1. Soit B un espace topologique et p : E — B un revétement de B. Alors pour tout
x € E, on a un morphisme de groupes p, : I11(E,z) — II; (B, p(x)).

Lemme 4.1.2. Soit B un espace topologique et p : E — B un revétement de B, soit v € E. Alors le
morphisme de groupes p, : 111 (E,x) — I1; (B, p(x)) est injectif :

I (B, z) = I (B, p(z)) -
Démonstration. Cela vient du fait qu’on peut relever les homotopies (selon le corollaire 3.5.6). [

Proposition 4.1.3. Soit B un espace topologique et p : E — B un revétement de B, avec E connezxe
par arcs. S’équivalent :

(i) E est simplement connexe.

(ii) Deuz lacets dans B sont homotopes ssi leurs relevés de méme origine ont méme extrémité.

Remarque 4.1.4. [ est toujours vrai que si deux lacets dans la base sont homotopes, alors leurs
relevés de méme origine ont méme extrémité.

Corollaire 4.1.5. Soit G un groupe discret agissant continument, librement et proprement sur un
espace topologique simplement connexe et localement compact E. Alors :

vbe E/G, L(E/G,b) ~ G.
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4.2 Groupe fondamental et relevements

Théoréeme 4.2.1. Soit B un espace topologique et p : E— B un revétement de B. Soit X un espace
topologique connexe localement connexe par arcs, h : X — B une application continue, et wy € X,
zg € pt ({h(wo)}). Les assertions suivantes sont équivalentes :

(i) h admet un relévement h: X — E avec h (wo) = .
(11) h*Hl (X, (.UO) C p*Hl (E, .Z‘(]).
Démonstration. (=) Clair. (<) Soit w € X. Soit v : [0,1] — X un chemin de wy a w (car X

est connexe par arcs). D’apres le corollaire 3.5.5, h o v admet un unique relevement h o~y sur E.

Montrons que h o (1) ne dépend pas de vy mais seulement de w. Soit pour cela 7' un autre chemin
de wp & w. Alors :

[ho (v7)] € hIly (X, wp) C puIly (E, x0).
Il existe donc un lacet § dans E de base x t.q. ho (77) est homotope a pod. Cela implique que I'unique
relevé de h o (77) = (ho7)(ho~') d’origine zy est un lacet. On en déduit que m(l) = m’(l).

Ainsi, f/zg/’y(l) ne dépend que de w; on le note h(w). On a bien po h = h, h(wy) = . Bt h est
continu par locale connexité par arcs de X. ]

Remarque 4.2.2. En cas d’existence du relévement, on a unicité selon le lemme 3.5.5.

Corollaire 4.2.3. Soit 2 un ouvert connexe de C*. S’équivalent :
(i) 1l existe une détermination continue du logarithme sur Q.

(ii) Tout lacet dans §2 est homotope d une constante dans C*.

Corollaire 4.2.4. Tout revétement d’un espace simplement connexe est trivial.

4.3 Opérations du groupe fondamental et revétements

Définition 4.3.1 (Action du groupe fondamental sur les fibres). Soit B un espace topologique connexe
par arcs et p : E — B un revétement de B. Pour by € B, on définit une action de 11y (B,by) sur

p ' ({bo}), en posant :
V[y] €L (B,bo), Yo € p~' ({bo}) . [7] - & = 7:(0),
ol v, est lunique relévement de vy vérifiant 7,(1) = x.

Proposition 4.3.2. Soit B un espace topologique connexe par arcs et p: E — B un revétement de
B. Soit by € B. On considére l'action de 11y (B, by) sur p~* ({bo}).
(i) Le stabilisateur de x € p~' ({bo}) est p.I1;(E, x).

(ii) L’action est transitive ssi E est connexe par arcs.

4.4 Revétements galoisiens et sous-groupes du groupe fondamental

Théoreme 4.4.1. Soit B un espace topologique et p : E — B un revétement de B, avec E connezxe
localement connexe par arcs. Les assertions suivantes sont équivalentes :

(i) p est galoisien.
(i) Pour tout b € B et pour tout v € p~* ({b}), pIl1(E,x) est distingué dans I1;(B,b).
Si tel est le cas, alors pour b € B et x € p~' ({b}) :

Aut(E,p) ~ I1;(B,b)/p. 111 (E, z).
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Démonstration. (i) = (i) Soit [7] € II;(E, z) et [] € II;(B,b). On reléve § en un chemin 3 d’un

certain y € p~' ({b}) & z. Alors B~ est un lacet de base y dans E. Comme p est galoisien, il existe
@ € Aut(F,p) t.q. ¢(y) = x. Ainsi, p o (nyﬁ) est un lacet de base x dans E. Et :

Bl (. W) 18] = [B(pov)B| = PﬂD(BWB)}=={p0@90(575>}::p*[¢<><375)]Gznfh(Eax)

(ii) = (i) Soit (x,y) € p~' ({b})>. On cherche & construire ¢ € Aut(E,p) t.q. ¢(z) = y. D’aprés
le théoreme 4.2.1, il suffit de prouver que pJI;(E,z) C p.Il(F,y) (car on pourra alors relever
p: E — B, et ce de maniére unique). Pour cela, soit v un chemin de z a y dans E (car E est connexe
par arcs). Alors :

p*Hl(E,IL‘) = [pon]p*Hl(E7y> [pOV]_l Cp*l_h(E,y).

L’isomorphisme Aut(E,p) ~ II;(B,b)/p. Il (E, x) vient alors du fait que p,I1;(E, x) est le stabilisa-
teur de x pour I'action de IT;(B,b) sur p~' ({b}). Ici, I'action est transitive (car E est connexe par
arcs), donc I1;(B,b)/p. I, (E, x) est en bijection avec p~! ({b}), qui est lui-méme en bijection avec
Aut(E, p) (vu la démonstration de I'implication (ii) = (i)). On a une bijection, on montre alors que
¢’est un morphisme de groupes. O

Corollaire 4.4.2. Soit B un espace topologique et p : E — B un revétement de B, avec E connexe
localement conneze par arcs. St E est simplement conneze, alors le revétement p est galoisien, et :

Aut(E, p) ~ I1,(B, b).

4.5 Revétements universels
Définition 4.5.1 (Revétement universel). Soit B un espace topologique et p : E — B un revétement
de B. On dit que p est un revétement universel lorsque :
(i) p est galoisien.
(ii) Pour tout revétement py : By — B, il existe un morphisme de revétements f : E — Fj t.q.
pof=p.

Lemme 4.5.2. Soit B un espace topologique et p : E — B un revétement universel de B. Si
p1: By — B est un revétement de B et f : E — E; un morphisme de revétements t.q. p1 o f = p,
alors f est un revétement de F.

Proposition 4.5.3. Deux revétements universels d’un méme espace de base sont isomorphes.

Théoreme 4.5.4. Soit B un espace topologique. Soit E un espace topologique simplement connezxe
et localement connexe par arcs. Alors tout revétement p : E — B est universel.

Démonstration. Pour tout x € F, on a pII;(E,z) = {1}, ce qui permet de conclure a I'aide des
théoreme 4.4.1 et 4.2.1. O

Définition 4.5.5 (Espace semi-localement simplement connexe). Un espace topologique B conneze
localement connexe par arcs est dit semi-localement simplement connexe lorsque tout point x € B
admet un voisinage V t.q. tout lacet de base x contenu dans V' est homotope a un lacet constant dans

Hl(B,I).

Remarque 4.5.6. Un lacet de base x contenu dans V' peut étre homotope a un lacet constant dans
I, (B, x) mais pas dans 111 (V, x).

Théoréme 4.5.7. Soit B un espace topologique conneze localement connexe par arcs. S’équivalent :
(i) B admet un revétement simplement conneze.

(ii) B est semi-localement simplement conneze.
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Démonstration. (i) = (ii) Soit z € B, soit V un ouvert de trivialisation de = pour le revétement
simplement connexe de B. Montrer que tout lacet de base x contenu dans V' est homotope a un lacet
constant dans Iy (B, x). (ii) = (i) On fixe xy € B et on pose F I'ensemble des classes d’homotopie
dans B de chemins d’origine x. On définit de plus p: E — B par :

p () = (D).

On va munir £ d’une topologie. Pour cela, si U est un ouvert de B et [y] € E est t.q. v(1) € U,
on pose U}, 'ensemble des [yn], pour n chemin d’origine y(1) contenu dans ¢. Alors 'ensemble B
des U}, est stable par intersections finies; c’est donc une base de topologie. On munit donc £ de
la topologie dont B est une base. Alors p est continue, c’est un revétement. Et E est simplement
connexe selon la proposition 4.1.3. ]

4.6 Correspondance de Galois

Définition 4.6.1 (Revétement marqué). On appelle revétement marqué d’un espace pointé (B, x)
la donnée d’un revétement p: E — B et d’un point T € p~' ({x}).

Théoréme 4.6.2 (Correspondance de Galois). Soit (X, xzq) un espace pointé conneze, localement
connexe par arcs et semi-localement simplement connexe. On note G ’ensemble des sous-groupes de
IT; (X, z0) et R l'ensemble des classes d’isomorphisme des revétements marqués connezes de (X, x).
Alors Uapplication suivante est une bijection :

R—G
[p] — Imp,

De plus, cette bijection fait correspondre les classes d’isomorphisme des revétements galoisiens avec
les sous-groupes distingués de 11, (X, xo).

Démonstration. Injectivité. Soit py : (E1,x1) — (X, z0) et pg : (E2, 22) — (X, zo) deux revétements
marqués connexes de (X, zg) t.q.

pr1l (B, xy) = po I1 (Eg, ) .

Selon le théoreme 4.2.1, il existe des applications ¢ : (Ey,x1) — (Fa,xa) et ¢ : (Eq,x9) — (Ey, 1)
t.q. p1 = pa o et po = pp 0. Ainsi, 1) o ¢ est un automorphisme de F; fixant 1, donc ¢ o p = idp,,
car Aut (E1, p1) agit librement sur £ (c.f. proposition 3.6.1). De méme, @0t = idg,. Les revétements
marqués p; et py sont donc isomorphes. Surjectivité. Soit I' un sous-groupe de II; (X, z). Selon le
théoreme 4.5.7, X admet un revétement p : X — X simplement connexe. Selon le théoreme 4.4.1,
on a alors :

Aut ()?,p) ~ IT; (X, o) .

Par conséquent, I' s’identifie & un sous-groupe de Aut ()A(/ , p), donc I" agit sur X. On considére alors

I’espace quotient X /T, et la projection canonique g : X 5 X /T (qui est un revétement selon le
théoreme 3.4.5). On vérifie que ¢ se factorise en ¢ : X /I' = X, i.e. p = g o q. Alors g est aussi un
revétement, et on vérifie que Im g, = I' (apres s’étre donné un point base de X puis de X /T"). O

Remarque 4.6.3. Soit X un espace topologique connexe, localement connexe par arcs et semi-
localement simplement connexe. Alors l'ensemble des classes d’isomorphisme de revétements (non

marqués) connezes de X est en bijection avec l'ensemble des classes de conjugaison des sous-groupes
de H1<X)
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