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1 Rappels sur la dénombrabilité

Définition 1.0.1 (Ensemble dénombrable). On dit qu'un ensemble E est dénombrable s’il est en
bijection avec N.

Proposition 1.0.2. Une partie de N est soit finie, soit dénombrable.

Proposition 1.0.3. Soit E un ensemble. S’il existe une injection E — N ou une surjection N — F,
alors E est fini ou dénombrable.

Exemple 1.0.4. N, Z, N* (pour k € N), Q sont dénombrables.

Proposition 1.0.5.
(i) Un produit fini d’ensembles dénombrables est dénombrable.

(ii) Une réunion finie ou dénombrable d’ensembles finis ou dénombrables est finie ou dénombrable.
Exemple 1.0.6. P¢(N), Z[X] et l’ensemble des nombres algébriques sont dénombrables.
Théoréme 1.0.7. {0, 1} n'est pas dénombrable.

Corollaire 1.0.8. P(N) n’est pas dénombrable.

Théoréme 1.0.9 (Théoreme de Cantor Bernstein). Soit E et F' deux ensembles. S’il existe une
injection 2 — F et une injection F' — E, alors E et F' sont en bijection.

Théoréme 1.0.10. R est en bijection avec P(N), donc non dénombrable.

Remarque 1.0.11. Comme R est infini non dénombrable alors que l’ensemble des nombres algé-
briques est dénombrable, il existe des nombres transcendants (i.e. non algébriques).

2 o-algeébres et mesures

2.1 Algebres et o-algebres

Définition 2.1.1 (Algebre). Soit X un ensemble. On dit que A C P(X) est une algebre sur X
lorsque les trois conditions suivantes sont vérifiées :

(i) X € A.

(ii) V(A,B) € A%, AUB € A.

(iii) VA e A, (X\A) € A.
Remarque 2.1.2. Dans la définition, on peut remplacer la condition (i) par & € A. On peut
aussi remplacer la condition (i) par ¥Yn € N*, V(Ay,..., A,) € A", UL A; € A ou par Y(A, B) €
A2 ANB e A.
Exemple 2.1.3. Soit X un ensemble. Alors les ensembles suivants sont des algébres sur X : {&, X},
P(X), {AC X, Aou(X\A) est fini}, {A C X, A ou (X\A) est fini ou dénombrable}.

Définition 2.1.4 (o-algebre). Soit X un ensemble. On dit que B C P(X) est une o-algebre (ou
tribu) sur X lorsque les trois conditions suivantes sont vérifiées :

(i) X € B.
(i) V(An),en € BY, Unen 4n € B.
(iii) VA e B, (X\A) € B.
On dit alors que (X, B) est un espace mesurable.

Remarque 2.1.5. Dans la définition, on peut remplacer la condition (i) par @ € B. On peut aussi
remplacer la condition (ii) par V (Ay),cn € BY, Nnen An € B.

Remarque 2.1.6. Toute o-algebre est une algebre.

Exemple 2.1.7. Soit X un ensemble. Alors les ensembles suivants sont des o-algébres : {&, X},
P(X),{AC X, Aou(X\A) est fini ou dénombrable}. Mais {A C X, A ou (X\A) est fini} n’est en

général pas une o-algebre sur X.



2.2 o-algebres engendrées

Lemme 2.2.1. Soit X un ensemble. Alors une intersection quelconque de o-algébres sur X est une
o-algebre sur X .

Définition 2.2.2 (o-algebre engendrée). Soit X un ensemble. Etant donné C C P(X), on appelle
o-algebre engendrée par C, notée o(C), la plus petite o-algébre sur X contenant C.

Définition 2.2.3 (Tribu borélienne). Si X est un espace topologique, on appelle tribu borélienne de
X, notée Bor(X), la o-algébre engendrée par les ouverts de X . Les éléments de Bor(X) sont appelés
boréliens. Sauf mention contraire, les espaces topologiques seront désormais munis de leurs tribus
boréliennes.

Remarque 2.2.4. Soit X un espace topologique. Pour montrer qu’une propriété 3 est vérifiée par
tout A € Bor(X), il suffit de montrer que {A € P(X), A vérifie P} est une o-algébre contenant M,
ou M C P(X) vérifie o (M) = Bor(X).

Exemple 2.2.5. La tribu borélienne de R est engendrée par les parties suivantes de P(R) : 'en-
semble des ouverts, 'ensemble des fermés, {]a,b[, —oo < a < b < +o0}, {]a,b], —0o < a < b < +o0},
{la,b], —o00 < a <b< 400}, {]a,+o0[, a € R}, etc.

2.3 Mesures

Définition 2.3.1 (Mesure). Soit (X, B) un espace mesurable. On appelle mesure sur (X, B) toute
application p : B — [0, +00] vérifiant les propriétés suivantes :
(i) n(2)=0.
(ii) Pour toute famille (A,)
>onen M (An).
On dit alors que (X, B, p) est un espace mesuré.

nen @€léments de B deuz a deux disjoints, on a (| ,eny An) =

Exemple 2.3.2. Soit (X, B) un espace mesurable.

(i) Soit a € X. On appelle mesure de Dirac en a la mesure

1 sia€e A

5a:A€Br—>{ )
0 sinon

(ii) On appelle mesure de comptage la mesure

p:AeBr—|A e NU{+o0}.

Proposition 2.3.3. Soit (X, B, 1) un espace mesuré. Alors :
(i) V(A,B)e B*, ANB =@ = pu (AU B) = u(A) + u(B).
(ii) V(A,B) € B2, AC B = u(A) < u(B).

(iii) V(An)neN € BN’ 2 (UnGN An) < 2pen M (An)

Proposition 2.3.4. Soit (X, B, 1) un espace mesuré.

(i) Soit (An),cn € BY une suite croissante pour linclusion. Alors :

1 (U An) = lim_p(4,).

neN

(ii) Soit (An),en € BY une suite décroissante pour Uinclusion. Alors :

,u(AO)<+oo:>u(ﬂ An) = lim p(4,).

neN n—-+oo
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Exemple 2.3.5. On se place dans N, muni de la mesure de comptage p (sur la tribu P (N)). Pour
i € N, on pose A; = [li,+oof. Alors Vi € N, p(A;) = +o00 mais 1 (Nieny 4i) = p (@) = 0.

Définition 2.3.6 (Mesures finies, de probabilité, o-finies). Soit (X, B, ) un espace mesuré.
(i) ST u(X) < 400 (ce qui implique YA € B, u(A) < +00), on dit que u est une mesure finie.
(i) Si pw(X) =1, on dit que pu est une mesure de probabilité.

(iii) S7il existe une suite (X,), oy € BY t.q. X = Upen X, €t Vn € N, (X)) < +o0, on dit que p
est une mesure o-finie.

Définition 2.3.7 (Ensembles de mesure nulle et ensembles négligeables). Soit (X, B, u) un espace
mesure.

(i) On dit qu'un ensemble A € B est de mesure nulle lorsque pu(A) = 0.
(ii) On dit qu’un ensemble C € P(X) est négligeable lorsque 3A € B, C C A et u(A) = 0.

On dit qu’une propriété est vraie presque-partout si elle est vraie partout sauf sur un ensemble
négligeable.

Définition 2.3.8 (Complétion d'une tribu). Soit (X, B, 1) un espace mesuré. On appelle complétion
de B par p la tribu suivante :

B.={A€P(X),3(B,C)e B BCACC et p(C\B)=0}.

Si AeB,, (B,C)e B avec BC ACC et u(C\B) =0, on définit i(A) = u(B) = u(C). Alors
(X, By, t) est un espace mesuré, et fig = fi.

2.4 Mesure de Lebesgue

Théoréme 2.4.1 (Théoreme de Carathéodory). Soit A une algébre sur un ensemble X, etm : A —
0, +00] une fonction additive (i.e. Y(A,B) € A%, ANB =2 = m(AUB) =m(A)+m(B)). On
suppose que :

(¢) Pour toute suite décroissante (Ap),cy € AN tg. m(Ag) < +oo et MNpen Ay = D, on a

(coo) 1l existe une suite croissante (Xp) oy € AV t.q. X = Upen X, avec Vp € N, m (X)) < 400
t.q VAe A, m(A) = +o0o = m (AN X,) —— +oo.

p——+o00

Alors m se prolonge de maniére unique en une mesure p définie sur o (A).
Démonstration. Voir paragraphe 2.7. O]

Définition 2.4.2 (Pavés et ensembles pavables).

(i) On appelle pavé de R™ tout ensemble P C R™ de la forme P = [];_, (ak,by), ot (ag,bg) est
un intervalle quelconque de R pour k € [1,n]. On pose alors m(P) = IIp_ |bx — ax|, avec la
convention 0 x (+00) = 0.

(ii) On dit qu’un sous-ensemble de R™ est pavable s’il s’écrit comme réunion finie de pavés. On
prolonge m (de maniére additive) a tout ensemble pavable en remarquant qu’un ensemble
pavable s’écrit toujours comme réunion finie disjointe de pavés.

Lemme 2.4.3. Soit M C R"™ un ensemble pavable avec m(M) < +oo. Alors pour tout ¢ > 0, il
existe un ensemble M' C M pavable et compact t.q. 0 < m (M) —m (M') < e.

Théoréme 2.4.4 (Existence de la mesure de Lebesgue). [l existe une unique mesure notée \ (ou
An 871l peut y avoir ambiguité), appelée mesure de Lebesgue, sur Bor (R™) t.q. pour tout pavé P,

A(P) =m(P).



Démonstration. Appliquer le théoreme de Carathéodory (théoreme 2.4.1), en utilisant 1’algebre
des ensembles pavables. L’hypothese (c) est vérifiée avec X, = [, [—p,p|, pour p € N. Quant a
I'hypothese (c), montrer qu’elle est vérifiée en utilisant le lemme 2.4.3. O

Proposition 2.4.5. La mesure de Lebesque est invariante par translation.

Démonstration. Si 7 : R” — R” est une translation, définir p : A € Bor (R") — A (7(4)) €
[0, +00]. Montrer que p est une mesure sur Bor (R"), et coincide avec A sur les pavés. Selon le
théoreme 2.4.4, en déduire que A = p. [

Remarque 2.4.6. Soit u une mesure sur Bor (R™) invariante par translation t.q. p ([0, 1]") < 4o0.
Alors = ([0, 1]") - .

Lemme 2.4.7. Soit p une mesure sur Bor (R™) t.q. tout compact est de mesure finie. Alors pour
tout H C R™ s’écrivant comme réunion dénombrable de fermés, et pour tout € > 0, il existe un fermé
GCHtqg0<p(H\G)<e.

Démonstration. On écrit H = Upen £}, ot (F)) oy est une suite de fermés de R", qu'on peut
supposer croissante quitte a remplacer F, par U<, F4. Si p(H) < +o00, on pose G = F},, ot p € N est
choisi t.q. p (H\F,) < e. Si p(H) = +o0, soit I'; = {z € R, ¢ < ||z]| < ¢+ 1} pour ¢ € N. Comme
', est un compact, on a p (I';) < +00. Donc H NI, est une réunion dénombrable de fermés, et est de
mesure finie. D’apres le premier cas, il existe donc un fermé Gy, C HNI, t.q. u(H NT\G,) < 5552
On pose alors G = U,ey G- On montre aisément que G est fermé (car les G, sont inclus dans des
couronnes disjointes). De plus G C H et u (H\G) < e. O

Proposition 2.4.8. Soit u une mesure sur Bor (R™) t.q. tout compact est de mesure finie. Alors
pour tout A € Bor (R") et pour tout ¢ > 0, il existe un fermé F' C R" et un ouvert U C R" t.q.
FCACUetO< uU\F) <e.

Démonstration. On note 9t I'ensemble des A € P (R") t.q. pour tout ¢ > 0, il existe un fermé F
et un ouvert U t.q. F C ACU et 0 < pu(U\F) < . Montrer d’abord que 9t contient les compacts
de R™. Comme les compacts engendrent la tribu borélienne de R", il reste a prouver que 91 est une
o-algebre. En effet, on a @ € 9, N est stable par passage au complémentaire. Et la stabilité de 91
par réunion dénombrable s’obtient a ’aide du lemme 2.4.7. ]

2.5 Mesure d’équiprobabilité sur {0, 1}
Notation 2.5.1. On munit {0, 1} de la topologie produit, qui est générée par la distance suivante :
2
({0, 1}") — Ry

|Un_vn| )
(w,0) — > on

neN

Notation 2.5.2. Etant donné { € N et s = (so,...,50_1) € {0,1}%, on pose :

C, = {w e {0, 1}, Vi e [0,0— 1], w; = s}
On pose de plus Fy lalgebre engendrée par {CS, s € {0, 1}5}. Alors Ugen Fi est une algébre, qu’on
munit d’une fonction additive P : Usen Fo — [0, +00[ en posant P (Cy) = & pour tout s € {0,1}".
Proposition 2.5.3. ¢ (Usen Fr) = Bor ({0, 1}N>.

Lemme 2.5.4. Soit (Mp)pGN une suite décroissante d’éléments de Upey Fo t.q. Npen My, = . Alors
dpo €N, M,, = 2.



Remarque 2.5.5. Le lemme 2.5.4 est équivalent a dire que {0, 1} est un espace topologique compact.

Théoréme 2.5.6. I existe une unique mesure P sur Bor ({O, 1}N) t.q.
1
Vvl eN, Vs € {0,1}, P(C,) = o

Démonstration. Appliquer le théoréeme de Carathéodory (théoreme 2.4.1). L’hypothese () est
trivialement vérifiée car P ({0, 1}N) =1 < +00. Quant a 'hypothese (c¢), montrer qu’elle est vérifiée
en utilisant le lemme 2.5.4. O

Proposition 2.5.7.
(i) Pour tout w € {0,1}N, P ({w}) = 0.
(i) Pour tout A C {0, 1} dénombrable, P(A) = 0.

Théoréme 2.5.8. On considére :
{07 1}N — [07 1]
P w— Y n_

(i) @ est surjective et continue.

(ii) Pour tout A € Bor ([0,1]), ¥"(A) € Bor ({0, 1}") et P (v"1(A)) = A(A).

2.6 Classes monotones

Définition 2.6.1 (Classe monotone). Soit X un ensemble. On dit que M C P(X) est une classe
monotone sur X lorsque les trois propriétés suivantes sont vérifiées :

(i) X e M.
(ii) V(A,B) e M?* AD B = (A\B) € M.
(iil) V (An),eny € MY, (An), ey croissante => Upen An € M.

Remarque 2.6.2. Toute o-algébre est une classe monotone.

Définition 2.6.3 (Classe monotone engendrée). Soit X un ensemble. Etant donné C C P(X),
on appelle classe monotone engendrée par C, notée M (C), la plus petite classe monotone sur X
contenant C.

Théoréme 2.6.4 (Lemme de classe monotone). Soit X un ensemble, C C P(X). On suppose que C
est stable par intersections finies. Alors M (C) = o (C).

Démonstration. (C) Comme o (C) est une classe monotone contenant C,ona M (C) C o (C). (D) 1l
suffit de prouver que M (C) est une o-algébre. On a bien X € M (C) et VA € M (C),(X\A) € M (C).
Montrons que M (C) est stable par intersections finies. Soit A € C. On consideére :

M ={BeP(X), AnBe M(C)}.

N est une classe monotone contenant C donc Ny D M (C). Donc VA € C, VB e M(C), ANB €
M (C). On se donne alors A" € M (C) et on considere :

Ny ={B e P(X), AnB e M(C)}.

N> est une classe monotone contenant C (d’aprés ce qui précede) donc No D M (C). Ceci prouve
que M (C) est stable par intersections finies, donc par réunions finies. Soit alors (Ay,), .y € M ©)".
Pour n € N, on pose B,, = Uy<,, A € M (C). Alors la suite (B,,),,cy croit donc U,eny An = Unen Br €
M (C). Donc M (C) est une o-algebre contenant C, donc M (C) D o (C). O
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2.7 Théoreme de Carathéodory
Notation 2.7.1. Dans ce paragraphe, A est une algébre sur un ensemble X, et m : A — [0, +oq]
est une fonction additive vérifiant les hypothéses suivantes :

(¢) Pour toute suite décroissante (Ap),y € AN tg. m(Ag) < +oo et MNpew Ay = @, on a

ﬂl(f1> __i;_é 0
p—r+00

(coo) 1l existe une suite croissante (Xp) € AN tq. X = Upen Xp avec Vp € N, m(X,) < +o0
t.g. VAe A, m(A) = 400 = m(ANX,) —— +o0.

pP——+00

Lemme 2.7.2. Soit iy, jiy deuz mesures définies sur o (A) et prolongeant m (i.e. py 4 = pizj 0 =m).
Alors py = ps.

Démonstration. On consideére :
M={Meco(A),VAec A m(A) < +o0o = 1 (ANM)=pa(ANM)}.

M est une classe monotone stable par intersections finies. Selon le lemme de classe monotone (théo-
reme 2.6.4), M est une o-algébre. Or M > A donc M D o (A). Avec la suite (X)) .y de Ihypothese
(), on a alors :

VMeo(A),YpeN, uy (X,NM)=p (X,NM).

En faisant tendre p — +00, on obtient VM € o (A), w1 (M) = ps(M). O

Lemme 2.7.3. Soit (Ay), oy une famille d’éléments de A deux a deux disjoints t.q. ey Ay € A.
Alors :

m(|_| An) =S m(A).

neN neN

Démonstration. On note B = |,y An. Si m(B) < 400, on considere C,, = B\ |y<, Ar pour
n € N. Alors (C,), oy est une suite décroissante et M,cy C, = @. Comme m (Cy) < +o0, I'hypothese
(¢) fournit m (C,,) — 0, ce qui donne I'égalité voulue. Si m(B) = +oo, soit (X,) ¢y la suite

de I'hypothese (¢« ). Alors m (BN X,) 7 +oo. OrVp e N, m(BNX,) < +oo. D’apres ce qui
p 0o

précede, on a donc :
VoeN, m(BNX,)=m| || (4.nX,)]=> mA.NX,) <D m(4,).
neN neN neN
En faisant tendre p — +o00, il vient Y, cxm (A4,) = 400 = m (Unen 4An)- O
Définition 2.7.4 (Mesure extérieure). On définit :

P(X) — [0, +o0]

. Er— inf m(A,) .
a <An>nENeAN,§\; )
ECUTLGN An
Lemme 2.7.5.
(i) p* est croissante : V(E,F) € P(X)* E C F = u*(E) < u*(F).
(ii) p* est sous-additive : ¥ (E,), o € P(X)N, 1" (Unen En) < Ynen 1 (Ey).

(iii) p* prolonge m : VA € A, p*(A) = m(A).
Définition 2.7.6 (Partie y-mesurable). On définit :
B = {BeP(X), VE € P(X), y*(E) = 1 (EN B) + " (F\B)}.

Les éléments de B sont appelés les parties p-mesurables de X.

7



Lemme 2.7.7. B est une algébre contenant A, et V(B,C) € B, BN(C = @ = p*(BUC) =
W*(B) + 1°(C).

Lemme 2.7.8. B est une o-algébre contenant A, et pour toute famille (By), oy d’éléments de B deux
a deuz disjoints, p* (UpenBn) = S nen 1 (Bn)-

Théoréme 2.7.9 (Théoreme de Carathéodory). Soit A une algébre sur un ensemble X, etm : A —
[0, +00] une fonction additive. On suppose que :

(¢c) Pour toute suite décroissante (A,) oy € A" t.g. m(Ag) < +oo et Mpen Ay = @, on a

(coo) 1l existe une suite croissante (Xp) oy € ANt X = Upen Xp avec Vp € N, m (X)) < +00
t.g. VAe A, m(A) =400 = m(ANX,) — ot
p—+00

Alors m se prolonge de maniére unique en une mesure p définie sur o (A).

3 Intégration

3.1 Fonctions mesurables

Définition 3.1.1 (Fonction mesurable). Soit (X, .A) et (Y, B) deuz espaces mesurables. On dit qu’une
fonction f : X — 'Y est mesurable lorsque :

VBeB, f71(B)c A

Proposition 3.1.2. Soit (X, .A) et (Y, B) deuz espaces mesurables, f: X — Y. Soit M C P(Y) t.q.
o (M) = B. Alors f est mesurable ssi VM € M, f~1(M) € A.

Corollaire 3.1.3. 5i X etY sont deux espaces topologiques, alors toute fonction continue de X dans
Y est mesurable (X et Y étant munis de leurs tribus boréliennes respectives).

Proposition 3.1.4. Soit (X, A) un espace mesurable, f : X — R. Alors f est mesurable ssi pour
tout a € R, f~! (Ja,+o0]) € A.

Proposition 3.1.5. Soit (X,A) un espace mesurable, f : X — R, Pouri € [1,d], soit f; : X — R
t.q. Ve € X, f(x) = (fi(z),..., fa(x)). Alors f est mesurable ssi Vi € [1,d], f; est mesurable.

Proposition 3.1.6. Toute composée de fonctions mesurables est mesurable.

Proposition 3.1.7. Soit (X, A) un espace mesurable, f,g: X — R. On suppose f et g mesurables.

Alors (f + g) est mesurable, (\f) est mesurable pour A € R, (fg) est mesurable. De plus, si g ne

s’annule pas, alors (g) est mesurable.

— x\N
Proposition 3.1.8. Soit (X, A) un espace mesurable, (fn),cn € (]RX) une suite de fonctions
mesurables. Alors :

(1) sup,en fn et infen f, sont mesurables.
(ii) limsup,_, o fn et liminf, . f, sont mesurables.
(iii) Si (fn),en converge simplement, alors lim, o fn est mesurable.

__x\N
Proposition 3.1.9. Soit (X, A, n) un espace mesuré, (fn),cy € (RX) une suite de fonctions me-

surables. On suppose que (fy),cy converge presque-partout (i.e. {x € X, (fu(x)) dz’verge} est de

mesure nulle). On pose :

neN

X —

R
f : s {hmn—)-i-oo fn(z) st (fn(x))neN converge -
0 sinon

Alors f est mesurable.



Exemple 3.1.10. On munit {0,1}" de la tribu F, définie dans la notation 2.5.2. Alors une fonction
f:{0,1}N — R est mesurable ssi elle ne dépend que des £ premicres coordonnées.

3.2 Intégrale des fonctions positives

Définition 3.2.1 (Fonction simple). Soit (X, A, p) un espace mesuré. On dit qu’une fonction me-
surable ¢ : X — [0, +00] est simple lorsque p(X) est fini et p(X) C [0, +o00].

Définition 3.2.2 (Intégrale d’une fonction simple). Soit (X, A, 1) un espace mesuré et ¢ : X —
[0, +00] une fonction simple. On définit :

o dp = Z(: o (7' ({a})),

avec la convention 0 X (+00) = 0.

Définition 3.2.3 (Intégrale d'une fonction positive). Soit (X, A, u) un espace mesuré et f : X —
[0, +00] une fonction mesurable. On définit :

/fduz sup [ ¢ dpu.
X

@ simple /X
0<p<f

Proposition 3.2.4. Soit (X, A, 1) un espace mesuré et f,g : X — [0,400] deux fonctions mesu-
rables.

(i) Si f < g alors [x f du < [ygdu
(ii) Pour A€ Ry, [y Af du= X[y f dp.

Théoréme 3.2.5 (Théoreme de convergence monotone, ou théoreme de Beppo Levi). Soit (X, A, i)

N
un espace mesuré. Soit (fn), ey € ([0, +oo]X) une suite de fonctions mesurables. On suppose que :
Vn S Nu fn < fn+1-

Alors sup,,cy frn est mesurable et :

(s ) i =sup ([ 5 an).

Démonstration. On note f = sup,,cy fn. D’apres la proposition 3.1.8, f est mesurable. Montrons
I'égalité voulue. (=) On a Vn € N, f, < f, donc d’apres la proposition 3.2.4, Vn € N, [y f, du <

Jx f dp. Donc :
o (Jo ) < o5

(<) Soit ¢ une fonction simple t.q. 0 < ¢ < f. Soit ¢ €]0,1[. On a Vo € X, In € N, f,(z) = cp(z).
On pose, pour n € N, A, = {z € X, f,(x) > cp(x)}. Alors (A,), oy est une suite croissante et :

U 4, = X.
neN
Or, on a :
vneN, [ fodpz [ fla, dup> [ epta, du=c [ pla, dn. ()
X X X X

On montre de plus que l'application v : A € A+— [y ¢l4 du est une mesure, d’ou on déduit avec
la proposition 2.3.4 que [y pl4, du I Jx plx dp = [y ¢ dp. En faisant tendre n — 400 dans

(%), on obtient donc sup,,cy [x fo dit = ¢ [y ¢ dp. En faisant tendre ¢ — 1, on a sup,,cy [x fn dp =
Jx ¢ dp. Puis en passant au sup sur ¢, on obtient finalement sup,cy [x fn dp = [x f dp. ]
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Proposition 3.2.6. Soit (X, A, n) un espace mesuré et f : X — [0,400] une fonction mesurable.
Alors il existe une suite croissante (p,),cy de fonctions simples t.q. f = sup,cy @n-

Démonstration. Pour n € N, on pose :

4n—1
k n
n = ];) on Lp-1([ & 502 ) T2 Lo ool

Alors (¢n),,cy convient. O

Lemme 3.2.7. Soit (X, A, 1) un espace mesuré, ¢,¢ : X — [0, +00] deux fonctions simples. Alors
Jx (p+v) dp = [x o dp+ [x 1 du.

Lemme 3.2.8. Soit (X, A, pn) un espace mesuré, f,g : X — [0,+00] deuzx fonctions mesurables.
Alors [x (f +g) dp= [x [ du+ [x g dpu.

N
Théoréme 3.2.9. Soit (X, A, ;1) un espace mesuré, (up), oy € ([O,+OO]X) une suite de fonctions
mesurables. Alors -, ey un €st mesurable et :

/ (Zun) dy = Z(/ undu>.

neN neN

Théoréme 3.2.10 (Théoreme de convergence monotone décroissant). Soit (X, A, 1) un espace me-

N
suré. Soit (fn),en € ([O, —|—oo]X) une suite décroissante de fonctions mesurables. On suppose que
Jx fo dp < +o00.Alors inf, ey f,, est mesurable et :

i it 1) e =it ([ ).

Proposition 3.2.11. Soit (X, A, i) un espace mesuré et f: X — [0, +oo] mesurable. S’ équivalent :
(i) Jx fdu=0.
(i) f est nulle presque-partout (i.e. u({x € X, f(x) >0})=0).

Démonstration. On note A = {z € X, f(x) > 0}. (ii) = (i) On a f < sup,ypla, donc, en
utilisant le théoreme de convergence monotone (théoreme 3.2.5) :

/Xf dp < /X (Supp]lA> dp = sup p]lA dpu=sup (p-u(A)) =0.

peEN peEN peEN

(i) = (ii) On raisonne de méme en utilisant le fait que 14 < sup,enpf- O

N
Théoréme 3.2.12 (Lemme de Fatou). Soit (X, A, p) un espace mesuré. Soit (fn), oy € ([0, —I—OO]X)
une suite de fonctions mesurables. Alors :

i Qmint £) e < mint (5 ).

Démonstration. Pour n € N, soit g,, = infy>,, f,. Alors (gn), oy €st une suite croissante de fonctions

mesurables et sup,,cy ¢, = liminf,_, f,. D’apres le théoréme de convergence monotone (théoreme
3.2.5) :

/ Gn dpp ——— <hm inf fn> dp.
X X

n—-400 n—-4o00

Soit de plus n € N. On a Vp > n, g, < f, donc Vp > n, [y g, du < [y fp dp. En passant a l'inf
sur p, il vient [y g, du < inf,>, ([x f, du). En faisant tendre n — +o00, on obtient alors 'inégalité
voulue. O
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3.3 Intégrale des fonctions sommables réelles
Notation 3.3.1. Si X est un ensemble et f : X — R, on notera f*: 2 € X — max (f(z),0) € Ry
et f[~:x e X — max(—f(z),0) € Ry,.

Définition 3.3.2 (Fonction sommable). Soit (X, A, u) un espace mesuré et f : X — R une fonction
mesurable. On dit que f est sommable lorsque :

/ If| du < +oo.
X

Si tel est le cas, on définit :

Jofan=[ 1 an— [ ap

De méme, une fonction f : X — C est dite sommable lorsque [y |f| du < +00, et on définit alors
son intégrale en passant a la partie réelle et a la partie imaginaire de f.

Lemme 3.3.3. Soit (X, A, u) un espace mesuré et f : X — R une fonction mesurable. Soit uy,us :
X — Ry deux fonctions mesurables positives t.q. [ = uy —uy. Alors [y f du = [y ur dp— [y ue dp.

Notation 3.3.4. Dans toute la suite, on notera K =R ou C.

Proposition 3.3.5. Soit (X, A, p) un espace mesuré. On note L' (X, A, 1) l’ensemble des fonctions
X — K sommables. Alors :
(i) LY (X, A, 1) est un K-espace vectoriel.
(ii) L’application f € LY (X, A, u) — [ [ du € K est une forme linéaire.
(iv) Si f1 € LY (X, A, n), fo € KX mesurable, fi = fo presque-partout, alors fo € L' (X, A, ) et
fX fidp = fX fo dp.

Définition 3.3.6 (Intégrale sur un sous-ensemble). Soit (X, A, ) un espace mesuré, soit f €
LY(X, A, ). Etant donné A € A, on définit :

[ fdu= [ fiadu

Remarque 3.3.7. Soit (X, A, p) un espace mesuré. Soit M € A; on note Ayy ={Ae€ A, AC M}
et ping = fia,, - Alors (M, A, par) est un espace mesuré et, pour tout f € L' (X, A, pn), [4 f dpar =

Ja f dp.

Théoréme 3.3.8 (Théoreme de convergence dominée). Soit (X, A, u) un espace mesuré. On consi-

N
deére (fn),en € (KX) une suite de fonctions mesurables. On suppose que (fy),cy converge presque-
partout vers une fonction f (qui est donc mesurable) et que :

Jhe LN(X, A p), VneN, JA, € A, Vo € X\A,, |fu(z)| < h(x) et pu(4,) =0.
Alors :
(1) Sx [fo = fl dﬂmg
(i) Jx fo dpp ——— [x f dp.

Démonstration. Remarquons d’abord que (ii) est une conséquence immédiate de (i) (avec la propo-
sition 3.3.5). Prouvons donc (i). Pour n € N, posons u,, = |f, — f|. Alors (u,), oy converge presque-

partout vers 0. On note de plus A = {m € X, (un(x)), ey De converge pas vers O} U (Upen An)- On a
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u(A)=0etVn e N, Ve € X\ A, 0 < u,(x) < 2h(z). On applique alors le lemme de Fatou (théoreme
3.2.12) a la suite (2h — up),, oy :

=2 h dp + lim inf < / Up d,u)
X\A

X\A n—-+00

=2 h dp — lim sup Uy dp = 2/ h dy — limsup [ wu, du.
X\A n—+oo JX\A X n—+oo JX

On en déduit :
0 <liminf | w, dpg <limsup [ u, du < 0.

n—+oo Jx n—+oo JX

Donc liminf,, o [x up, dpp = limsup,,_, o [x un, dp =0, d’ou [y u, du T) 0. O

Théoréme 3.3.9 (Continuité d’une intégrale a parametre). Soit (X, A, u) un espace mesuré. Soit
QCK" thyeQet f: X xQ— K. On suppose que :
(i) Pour toutt € Q, f(-,t) est mesurable.
(ii) Pour presque tout x € X, f(x,-) est continue en t.
(iii) 1l existe h € L' (X, A, u) t.q. pour tout t € Q, pour presque tout x € X, |f(z,t)| < h(z).
Alors Uapplication F :t € Q —— [y f(-,t) du est bien définie et continue en t.

Remarque 3.3.10. L’hypothese (iii) du théoréme 3.3.9 s’écrit : ¥Vt € Q, A, € A, u(A;) =0et Vo €
X\Ay, |f (z,t)| < h(x). Ainsi, A, peut dépendre de t.

Théoréme 3.3.11 (Dérivabilité d'une intégrale a parametre). Soit (X, A, u) un espace mesuré. Soit
I un intervalle de R et f: X x I — K. On suppose que :

(i) Pour toutt € I, f(-,t) est mesurable.

(ii) Il existe h € L' (X, A, pn) et A € A avec u(A) = 0 t.q. (x t) est définie en tout point de
(X\A) x I et :

of

Viel, Ve e (X\A), (‘%( z,t)| < h(x).

Alors Uapplication F :t € I — [y f(-,t) du est bien définie et dérivable sur I et :

Viel, F'(t) = /‘2{( £) dp.

Remarque 3.3.12. Dans l’hypothése (ii) du théoréme 3.3.11, A doit étre indépendant de t.

3.4 Intégrales multiples

Définition 3.4.1 (Tribu produit). Soit (X,.A) et (Y, B) deux espaces mesurables. On appelle tribu
produit de A et B la tribu sur X x'Y définie par :

AoB=0c({Ax B, (A,B)e AxB}) CP(X xY).

Proposition 3.4.2. Soit (X, .A) et (Y,B) deux espaces mesurables. Soit M C P(X), N C P(Y) t.q.
A=c(M) et B=c(MN). Alors AQB=c({M xY, M e M} U{X x N, N € N}).
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Démonstration. On note L = {M x Y, M € M} U{X x N, N € 9}. L’inclusion A® B D o(L)
est claire. Réciproquement, considérer {A € P(X), A xY € o(L)}. C’est une og-algebre qui contient
9 donc A. Ceci prouve que VA € A, A xY € o(L). De méme, VB € B, X x B € o(L). Donc
V(A,B) e AxB, AxB=(AxY)N(X xB)€o(L),dout A® B C o(L). O

Corollaire 3.4.3. Soit X et Y deux espaces métriques séparables. Alors :
Bor(X xY) = Bor(X) ® Bor(Y).

Lemme 3.4.4. Soit (X, A,u) et (Y,B,v) deuzr espaces mesurés o-finis. On note € l'algébre sur
X x Y engendrée par {A x B, (A, B) € Ax B}. On munit £ d’une fonction additive 6 définie par
V(A,B) e AxB,0(Ax B) = pu(A)v(B). Soit S € £. Pourx € X, onnote S, ={y €Y, (z,y) € S}.
Alors :

(i) Pour toutx € X, S, € B.
(ii) La fonction fs:x+—— v (S;) € [0,+00] est mesurable et :

| fs du=0(5).

Théoréme 3.4.5. Soit (X, A, ) et (Y,B,v) deux espaces mesurés o-finis. Alors il existe une unique
mesure notée (L@ v) sur A® B t.q.

Y(A,B) € A® B, (1@ v) (A x B) = u(A)(B).

Démonstration. Appliquer le théoreme de Carathéodory (théoréme 2.7.9), en utilisant 'algebre £
engendrée par {A x B, (A, B) € A x B}. L’hypothese (cy,) est vérifiée (en utilisant le fait que X et
Y sont o-finis). Pour 'hypothése (c), montrer qu’elle est vérifiée en utilisant le lemme 3.4.4 puis le
théoréme de convergence monotone décroissant (théoreme 3.2.10). O

Remarque 3.4.6. Soit (p,q) € N2. Alors Bor (KP*?) = Bor (K?) @ Bor (K%) et A\pry = A\p @ A,
Proposition 3.4.7 (Sommation par tranches). Soit (X, A, n) et (Y,B,v) deuzr espaces mesurés o-
finis. Soit S € A®B. Pourx € X, soit S, ={y €Y, (x,y) € S}. Alors :

(i) Pour toutx € X, S, € B.

(ii) La fonction fs:x+— v (S;) € [0,+00] est mesurable et :

J fs an= (o) (9).

Démonstration. On pose C l'ensemble des S € A ® B vérifiant la conclusion du théoreme. C D
{Ax B, (A,B) € A x B} selon le lemme 3.4.4. Montrer que C est une classe monotone stable par
intersections finies et en déduire que C est une o-algebre a l'aide du lemme de classe monotone
(théoréme 2.6.4). Ainsi, C D A® B. O

Théoréme 3.4.8 (Théoréme de Fubini pour les fonctions positives). Soit (X, A, u) et (Y, B,v) deux
espaces mesurés o-finis. Soit f: X XY — [0,400] une fonction mesurable. Alors :
(i) Vo € X, f(z,-) est mesurable et x — [y f(x,-) dv est mesurable.
(ii) Yy €Y, f(-,y) est mesurable et y — [y f(-,y) du est mesurable.
(iii) On a légalité :

/X(/Yf(x,y) dV) dp = Xxyfdw@y):/y(/)(f(x’y) dM) dv.

Démonstration. Si f = 1g, avec S € A® B, le théoréme n’est qu’'une réécriture de la proposition
3.4.7. On en déduit le résultat pour toutes les fonctions simples, puis pour toutes les fonctions positives
a l'aide de la proposition 3.2.6 et du théoreme de convergence monotone (théoreme 3.2.5). O
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Théoréme 3.4.9 (Théoreme de Fubini). Soit (X, A, u) et (Y,B,v) deuz espaces mesurés o-finis.
Soit fe LYNX XY, AR B,u®v). Alors :

(i) 1l existe A € A avec u(A) = 0 t.q. Vo € X\A, f(x,:) € LYY, B,v) et z € X\A
fy f(z,) dv est sommable.

(ii) Il eviste B € B avec v(B) = 0 t.q. Yy € Y\B, f(,y) € LY(X,A,n) et y € Y\B
Ix f(,y) du est sommable.

(iii) On a l’égalité :

J ([t av)du= [ rapen = [ ([ ey ) o

3.5 Mesure image et changement de variable
3.5.1 Mesure de densité

Théoréme 3.5.1. Soit (X, A, u) un espace mesuré o-fini, p : X — [0,4+00] mesurable et finie
presque-partout. On pose :

VZAEA'—>/pd/L.
A
Alors :

(i) v est une mesure o-finie, dite mesure de densité p par rapport a p.

(ii) Pour toute fonction f: X — [0,400] mesurable, on a :

[ fav= [ fodu

(iii) Pour toute fonction f: X — K mesurable, f € L' (X, A,v) ssi (fp) € L' (X, A, n). Dans ce
cas, [x [ dv =[x fp dp.
3.5.2 Mesure image

Définition 3.5.2 (Mesure image). Soit (X, A, ) un espace mesuré et (Y,B) un espace mesurable.
Si¢: X =Y est une fonction mesurable, on définit la mesure image de p par ¢ par :

Gur: B€Br— (o7 (B)).
C’est une mesure sur (Y, B).

Proposition 3.5.3. Soit (X, A, 1) un espace mesuré, (Y,B) un espace mesurable et ¢ : X — Y une
fonction mesurable. On suppose que Q. est o-finie. Alors :

(i) Pour toute fonction f:Y — [0,400] mesurable, on a :

| £ d@n) = [ (foo)du.

(ii) Pour toute fonction f:Y — K mesurable, f € LY (Y, B, ¢.u) ssi (f o) € LY (X, A, u). Dans
ce cas, Jy f dlout) = fx (F09) du.

3.5.3 Changement de variable

Théoréme 3.5.4. On se place dans (R, Bor(R), \), ot A est la mesure de Lebesque. Soit €y, Qs deuz
ouverts de R et ¢ : Qy — Qy un Ct-difféomorphisme. Alors :

(i) Pour toute fonction f : sy — [0, +00], on a :

Jorax=[ (ee)-l¢lar
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(ii) Pour toute fonction f : Qs — R mesurable, f est sommable sur Qs ssi (f o ¢)-|¢’| est sommable
sur Q1. Dans ce cas, [, f dA = [o, (f o) || dX.

Remarque 3.5.5. On peut généraliser le théoreme 3.5.4 au cas ou §2y,$2s sont des ouverts de R"
et o : Y — Qo est un C'-difféomorphisme. Il faut alors remplacer |¢'| par |jac |, oi jacy est le
jacobien de ¢ (défini par Vw € s, (jac ) (w) = det (dp(w))).

4 Espaces fonctionnels

4.1 Les inégalités de Holder et de Minkowski

Théoréme 4.1.1 (Inégalité de Holder). Soit (X, A, 1) un espace mesuré. Soit v, deux fonctions
positives sommables sur X. Alors pour tout 0 €]0,1], la fonction ©1=% est sommable et :

/Xgoewke du < (/deu)e (/Xw du>1_9_

2
Démonstration. Pour (a,b) € (Ri) , la fonction 6 — a’b1=? est convexe, d’ott a’b'~ < fa+ (1 —

0)b. En notant C' = [y ¢ du et D = [y 9 du et en appliquant 'inégalité précédente avec a = & et

= %, on obtient le résultat. -

Théoréme 4.1.2 (Inégalité de Minkowski). Soit (X, A, 1) un espace mesuré. Soit p € [1, +o00[. Soit
f,9: X — K deuz fonctions t.q. fP et gP sont sommables. Alors (f + g)* est sommable et :

(/X|f+g|pdu);<(/er|pdu);+(/x|g|pdu)’l’.

Démonstration. On note h = |f| + |g|. En appliquant l'inégalité de Holder (théoréme 4.1.1) avec
0= p—;l, @ = hP et ¢ = |f|” (puis idem en remplagant f par g), obtenir :

Jortistdns ([ an) " (L1 an)”en [ tiglan< ([ aran) T ([ 1ol an)"
X X X X X X

En sommant ces deux inégalités, on obtient ([y h? dp)? < (Sx |fI du)% + (Sx lgl” du)%, d’ot le
résultat car |f + g|” < h?. O

4.2 Les espaces L”
Définition 4.2.1 (LP). Soit (X, A, u) un espace mesuré. Soit p € [1,+o00[. On définit :

L’p(X,A,u)—{f:X%Kmesumble, / Wik d,u<—|—oo}.
X

LP (X, A n) est un K-espace vectoriel. Et l'application

I, + 1 € £ (X Ay — ([ 177 du)’
est une semi-norme. On considere :
F = {f € LV (X, A ), IS, = 0} ={fe Ll (X, A pun), f(x) =0 pour presque tout x € X}.
F' est un sous-espace vectoriel de LP (X, A, u). Et on définit :
P (X, A u) =LP (X, A, pn) /F.

Autrement dit, on identifie les fonctions égales presque-partout. On définit alors ||-||,, sur L? (X, A, u1)

de maniére naturelle. Ainsi, (Lp (X, A, 1), ||||p) est un espace vectoriel normé. Par la suite, on
notera parfois LP et LP plutdt que LP (X, A, p) et LP (X, A, ) lorsqu’il n’y a pas d’ambiguité. De
plus, une fonction de LP sera identifiée a sa classe dans LP.
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Théoréme 4.2.2 (Théoreme de Riesz-Fischer). Soit (X, A, u) un espace mesuré. Soit p € [1,+00]|.
Alors LP est un espace de Banach.

Démonstration. Il suffit de prouver que toute série absolument convergente a valeurs dans LP
est convergente. Soit donc (uy), ey € (LAY t.q. Chen |unll, < +00. On considére g : z € X —

Snen |un ()| €0, +00] et gy : 2 € X > SN Jun(2)] € [0, +00] pour N € N. Comme g%, o

g*, le lemme de Fatou (théoreme 3.2.12) fournit :

lgll, = </X (@g;fgjv) du) (grgigf (/ s dM)) = lim inf [|gx ], < %Hunﬂp < +oo.

Donc g € LP. En particulier, la série Y u,(z) est absolument convergente (donc convergente) pour

presque tout x € X. Pour n € N, soit alors S,, = >} _jug et S = > ey ur (qui est définie presque-

partout). Alors S, = S presque-partout et Vn € N, |S,|” < ¢gP. Par le théoréme de convergence
n—-—+0oo

dominée (théoreme 3.3.8), il vient ||S, — S|, e 0. Donc la série Y- u,, converge au sens de LP. [
n—-—+0oo

Corollaire 4.2.3. Soit (X, A, ;1) un espace mesuré. Soit p € [1,+00[. Soit (f),cn € (LP)N et f e LP

t.q. fn — [ (au sens de LP). Alors on peut extraire de (fy), oy une sous-suite (f@(n) . t.q.

fon)(2) —> f(z) pour presque tout x € X.

n——+oo

) — fga(n)Hp < 27", et on note

Démonstration. On choisit ¢ une extractrice t.q. Vvn € N,

g = Y nen ‘fw(nﬂ) — fw(n)‘. On a Hng < Ynen Hfgo(n+1) — f“’(")Hp < +00. En particulier, g(z) < 400
pour presque tout z € X. Donc la série ) ( fotmn+1) (@) = fom) (m)) converge absolument donc converge
pour presque tout x € X. Donc il existe £ : X — K t.q. f,m)(2) — {(z) pour presque tout x € X.
Montrer ensuite que £ € L? et || f, —¢|, — 0, don {(x) = f(z) pour presque tout x € X.  [J

Lemme 4.2.4. Soit (X, A, i) un espace mesuré. Soitp € [1,4+00[. On note S l’ensemble des fonctions
@ réelles simples (i.e. mesurables et d’image finie) vérifiant p (o' (K*)) < +o00. Alors S est dense
dans LP.

Théoréme 4.2.5. Soit p € [1,+o0[, Q un ouvert de R". On se place dans (2, Bor (), ), ou A est
la mesure de Lebesque. On note C2()) U'ensemble des fonctions continues a support compact € — K.
Alors C2(Q) est dense dans LP.

Démonstration. Notons d’abord que C? (©) C LP. Selon le lemme 4.2.4, il suffit de prouver que
S C CY (). Pour cela, il suffit de montrer que VA € Bor(2), A(4) < +o0 = 14 € C?(Q). Soit
donc A € Bor (£2) avec AM(A) < +oo. Avec la proposition 2.4.8, pour tout N € N* il existe un
compact Ky et un ouvert Uy t.q. Ky C A C Uy et A(Uy\Ky) < % Pour N € N*, on note
oy =d(Kn,2\Uy) > 0 et on pose :

fN::C€Q|—>maX<O,1—

On a alors (fu) yee € CO ()" et
VN € N, 1k, < fv < 1y,.

On en déduit |[fx — Lall, ——— 0, d’ott 14 € C? (2). O
N—+o00
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4.3 L’espace L*

Définition 4.3.1 (Structure préhilbertienne de L?). Soit (X, A, u) un espace mesuré. On munit L
du produit scalaire (- | -) défini par :

v(f.g)e (L) (1o = [ faan

Ainsi, L? est un espace préhilbertien, et la norme préhilbertienne est exactement ||-||,.

Théoréme 4.3.2. Soit (X, A, 1) un espace mesuré. Alors L? est un espace de Hilbert.

4.4 L’espace L™

Définition 4.4.1 (Presque majorant). Soit (X, A, ) un espace mesuré, f: X — R. On dit qu'un
réel M € R est un presque majorant de [ lorsque f(x) < M pour presque tout x € X.

Définition 4.4.2 (L>). Soit (X, A, 1) un espace mesuré. On définit :
LZ(X, A p) ={f: X — K mesurable, |f| admet un presque majorant} .

L (X, A, ) est un K-espace vectoriel. Pour f € L2 (X, A, i), on note || f||, le plus petit presque
magorant de f. Ainsi |||, est une semi-norme. On considére F = {f € L~ (X, A, ), ||fll =0},
et on définit :

L® (X, A, pu) = L% (X, A, n) /F.

On définit alors ||-||,, sur L™ (X, A, p) de maniére naturelle. Ainsi, (L= (X, A, pn),|.) est un
espace vectoriel normé.

Théoréme 4.4.3. Soit (X, A, 1) un espace mesuré. Alors L™ est un espace de Banach.

Remarque 4.4.4. Le théoreme 4.2.5 et le lemme 4.2.4 sont faux pour p = oo.

4.5 Dualité

Définition 4.5.1 (Réels conjugués). Soit (p,q) € [1, +oo]2. On dit que p et g sont conjugués lorsque
1,1

1yl

p q

Théoréme 4.5.2. Soit (X, A, 1) un espace mesuré. Soit (p,q) € [1, —i—oo}2 un couple de réels conju-
qUEs.

(i) Si feLP et ge L, alors (fg) € L' et :
1 fall, < IIF1L, - lgll, -

(ii) Si f e LP, alors :
|[x fg dul

11, =
P ogeroy gl

Corollaire 4.5.3. Soit (X, A, u) un espace mesuré. Soit (p,q) € |1, —i—oo]2 un couple de réels conju-
gués. On note (LP) = L¢ (LP,K) le dual topologique de LP. On considére :

L» —s (L%
P - L7 — K

fr= 57ﬁ—>/;fg<ht

Alors U est une isométrie linéaire injective. Et, si p € |1,4+00][, on peut montrer que V¥ est bijective.
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4.6 Liens entre les espaces L”
Proposition 4.6.1. Soit (X, A, 1) un espace mesuré. Soit 1 < p < s < q < +o0. Alors :
PNl cC L’
Proposition 4.6.2. Soit (X, A, u) un espace mesuré. Si p(X) < +o00, alors pour tout 1 < p < q <

400, on a LP D L4,

5 Espaces de Hilbert

5.1 Théoréeme de Radon-Nikodym

Définition 5.1.1 (Mesure admettant une densité). Soit v et v deur mesures sur un espace mesurable
(X,A). On dit que v admet une densité par rapport a u lorsqu’il existe p : X — [0, +00] mesurable

t.q.
VAe A, v(A /pdu

Lemme 5.1.2. Soit pi et v deux mesures finies sur un espace mesurable (X, A). On suppose que :
VAe A, v(A) < u(A).
Alors v admet une densité p par rapport a j. De plus, on a 0 < p < 1 presque-partout.

Démonstration. Montrer d’abord que, pour toute fonction f : X — [0, +00] mesurable, [y f dv <
[x [ dp (le montrer pour les fonctions simples, puis pour les fonctions mesurables par passage a la
limite). On se place maintenant dans I'espace L* (X, A, ). Notons que L? (X, A, u) C L* (X, A,v) C
L' (X, A,v) (car v(X) < +00). On considere donc :

L*(X, A p) — K
ﬂ%/f®'
X

te L(L*(X, A n),K). Etona:

W OCAW N [ 11 < [ du [ [P a1 dn= X 151

Donc ¢ € L¢(L? (X, A, 1), K). Selon le théoréeme de Riesz, comme L? (X, A, i) est un espace de

Hilbert, il existe p € L? (X, A, u) t.q. £ = (- | p). On montre alors que p(z) € [0, 4+00] pour presque
tout x € X. Ainsi, v est de densité p par rapport & pu (car VA € A, v(A) = £(14) = (1a|p) =
[4 p du). De plus, on montre aisément que 0 < p < 1 presque partout. ]

Théoréme 5.1.3 (Théoreme de Radon-Nikodym). Soit u et v deux mesures o-finies sur un espace
mesurable (X, A). S’équivalent :

(i) v admet une densité par rapport a .
(i) VAe A, p(A) =0=v(A) =0.
Démonstration. (i) = (ii) Clair. (ii) = (i) Premiére étape : pu(X) < 400 et v(X) < +00. On note

alors @ = p1+ v. Alors 6 est une mesure finie sur (X,.4) et on a u < 6 et v < 6. Selon le lemme 5.1.2,
il existe (g,h) € L (X, A,0)* t

VA € A, u(A /g%%y):AhM
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On pose alors N = g7! ({0}). On a pu(N) = [y gdf = 0, donc par hypothese, v(N) = 0. On définit
donc :

Mz) sizx g N
prreXi— 9@ :
0 size N

On a ainsi VA € A, v(A) = [, p du, ce qui prouve le résultat dans le cas particulier ou p et v sont
finies. Deuziéme étape. Soit (X,) . une suite croissante t.q. X = Uen Xp et Vp € N, p(X,) <
+o0o et v (X,) < +oo. D’apres la premiere étape, pour tout p € N, il existe p, : X, — [0, +o0]
mesurable t.q. VA€ A, A C X, = v(A) = [, p, dr. Montrer maintenant que :

VpeN, p({z € X,, ppi1(x) # pp(x)}) = 0.

On peut donc poser une fonction p : X — [0, +oc] vérifiant pour tout p € N, pjx, = p, presque-
partout. Ainsi, v est de densité p par rapport a pu. ]

5.2 Bases hilbertiennes

Définition 5.2.1 (Partie totale). Soit H un espace de Hilbert, A C H. S’équivalent :

(i) H = Vect(A).
(ii) AL = {o}.
Si ces conditions sont vérifiées, on dit que A est une partie totale de H.

Exemple 5.2.2. Soit X un ensemble, A une algébre sur X, u une mesure finie sur (X, o (A)). Alors
{14, A € A} est une partie totale de L* (X,0 (A), ).

Démonstration. On note C = {14, A € A}. Soit f € C+. On écrit f = f*— f~. Soit u™ la mesure
de densité f* par rapport a p, p~ la mesure de densité f~ par rapport a p. On vérifie que :

VA€ A pt(A) = p(A).
Il vient, d’apres I'unicité dans le théoreme de Carathéodory (théoreme 2.7.9) : VA € 0 (A), pt(A) =
p=(A), ie. ut = p~. Ainsi :
VA € o (A), / s du:/ £ du.
A A

On considere alors AT = f71 ([0, +o0[) et A= = f71 (] — 00,0]). Comme [y fT du = [4o fT du =
Jar [T du=0,et fT >0, il vient f* = 0 presque-partout. De méme, f~ = 0 presque-partout, donc
f = 0 presque-partout. Ceci prouve que C+ = {0}. O

Définition 5.2.3 (Espace séparable). Un espace de Hilbert est dit séparable lorsqu’il admet une
partie totale dénombrable.

Définition 5.2.4 (Base hilbertienne). Soit H un espace de Hilbert. On appelle base hilbertienne de
H toute famille totale et orthonormale.

Théoreme 5.2.5. Tout espace de Hilbert séparable admet une base hilbertienne dénombrable.

Théoréme 5.2.6. Soit H un espace de Hilbert, (ey), oy une base hilbertienne de H.

(i) Pour tout x € H, il existe une unique suite (a,()), oy t.q.

o0
T =Y ay(z)e,.
n=0

Et on a¥Vn € N, a,(z) = (z | e,). De plus, on a l'identité de Bessel-Parseval :

el = iom el
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(ii) Réciproquement, si (yn),cny € KV vérifie 300 Im|” < 400, alors la série Y yme, converge
dans H vers un élément x. Et on a alors Vn € N, v, = (x| e,).

Démonstration. (i) Pour n € N, poser f, = >7_o (f | ex) ex. Montrer que (f,), oy est de Cauchy,
donc converge vers un g € H (car H est complet). Montrer ensuite que ¥n € N, (¢ — f | e,,) = 0, donc
(9—f) € {en, n € N} = {0}, d’oit g = f. L’unicité et I'identité de Bessel-Parseval sont claires. (ii)
Pour n € N, poser f, = >} yxex. Montrer que (f,,), o est de Cauchy, et en déduire le résultat. [

5.3 Exemples classiques de bases hilbertiennes

Exemple 5.3.1 (Systeme de Haar). On se place dans ([0, 1], Bor ([0,1]),A). On définit une suite
(hn) pens € (LYY parhy =1 et :

Vk e N, VI e [[1,2k]] , horyp = 23 <]l[242 2-1] ~ ]1[2271 20 ]) .

2k+179k+1 2k+179k+1

Alors (hy).cy- €st une base hilbertienne de L.

Remarque 5.3.2. On peut aussi voir le systéme de Haar dans ({0, 1Y) Bor ([0, 1]7), P). Pour cela,

on pose p, : u € {0, 11N — (ug, ..., u,) € {0,1}" pour n € N. On note J = {0} U (U,en{0,1}"),
et on définit (Hj)jGJ par Hy=1 et :

vn € N, VS € {0, 1}717 H] - 2§ (1177_1,1({(30 ..... Sn,o)}) —

Alors (Hj),; est une base hilbertienne de L.

Exemple 5.3.3 (Quelques bases hilbertiennes de polynémes).

(i) Polynomes de Legendre. On se place sur un segment [a,b]. Pour n € N, on définit P, € R[X]
par :

Vx € [a,b], P(z) = . ((1 - mQ)n) ’

 dzn
ot ¢, est une constante choisie t.q. |P,|l, = 1. Alors (P,), .y est une base hilbertienne de L?.

(ii) Polynémes de Laguerre. On se place sur Ry. Pour n € N, on définit L, € R[X] par :

et dr

\V/.TGR+, Ln(l'):ﬁ@(e_ x )
Alors (Ly), oy est une base hilbertienne de L.
5.4 Séries de Fourier
Notation 5.4.1. On se place sur un segment [a,b] C R, avec a < b. On note w = f_—ﬂa et on munit

L? du produit scalaire (- | -) défini par :

W) e (L) (fle) = [ fgan

b—a [a,b]

(- | -) n'est pas le produit scalaire canonique sur L* (c.f. définition 4.3.1) mais induit la structure
hilbertienne canonique de L.

Lemme 5.4.2. Il existe une suite (P,), .y € RIX]Y t.q.
VYt € [—1, 1], Pn<t) e ]1]0’1] (t) — ]1[,1’0[(75),

n——+o0o

et Vn € N, Vt € [-1,1], |P.(t)] < 1.
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Démonstration. Pour n € N, soit a,, = [ (1 — s?)" ds. On définit P, € R[X] par :
1 rt n
vie[-1,1], P,(t) = — [ (1—s*) ds.
1 P = - (1= s7) ds
Montrer que (F,), oy convient. O

Théoreme 5.4.3. Pour n € Z, on considére :

en 1t € |a,b] — exp (inwt) ,

ol w = li—”a Alors (en),,cy €st une base hilbertienne de L?.

Démonstration. On vérifie aisément que (e,), ., est une famille orthonormale. Reste a prouver

qu’elle est totale. Pour cela, soit I C [a, b] un segment. Il suffit de prouver que 1; € Vect (e,, n € Z).
On écrit I = [¢c — h,c+ h] et on pose :

p:t€la,b — ; [cos (w(t — ¢)) — cos(wh)] .

On a ¢ € Vect (1,e1,e_1). Bt, pour t € [a,b], p(t) > 0sit € I, o(t) < 0sit & I. Avec la

suite (P,),cny € R[X]Y du lemme 5.4.2, on en déduit que 3 (1+ (P, 0¢)) — 1; presque-

partout. Par convergence dominée, on montre ensuite qu’'on a convergence au sens de L?, d’ou
1; € Vect (en, n € Z). O

Corollaire 5.4.4.

(i) Pour tout f € L?, il existe une unique suite (¢,(f)), ey t-¢-

f=> cu(f)en au sens de L*.

Et on aVn e N, ¢,(f) = (f | en). De plus :

= P A= X D

nez

(ii) Réciproquement, si (yn),cny € KV vérifie 00 |7n|2 < 400, alors la série Y yn,e, converge
dans L? vers un élément f. Et on a alorsVn € N, v, = (f | en).
Démonstration. Appliquer le théoreme 5.4.3 et le théoreme 5.2.6. ]

Remarque 5.4.5. Le corollaire 5.4.4 fournit une écriture de f comme série de fonctions au sens de
L?, mais on ne sait pas a priori si la série converge simplement.

5.5 Théoréme de Radon

Définition 5.5.1 (Forme linéaire positive). Soit Q un ouvert de R™. Une forme linéaire I : C? () —
K est dite positive lorsque :

ViecCl (), f>0=I(f)>0.
Remarque 5.5.2. Toute forme linéaire positive est continue.

Notation 5.5.3. Soit Q un ouvert de R". Etant donnée une mesure i sur (Q,Bor(Q)), on définit :
Cl(Q) — K
I, : .
fr= [ F dn
Alors 1, est une forme linéaire positive sur CO (§2).

Théoréme 5.5.4 (Théoreme de Radon). Soit Q un ouvert de R™. Alors Uapplication p —— 1, définit
une bijection entre les mesures sur (2, Bor(Q)) et les formes linéaires positives sur CO (Q).
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5.6 Mesures signées

Définition 5.6.1 (Mesure signée). Soit (X, A) un espace mesurable. Une application v : A — R est
appelée mesure signée sur (X, A) lorsqu’il existe deuz mesures (positives) pii, po t.q. v = p1q — pia.

Définition 5.6.2 (Intégrale selon une mesure signée). Soit (X,.A) un espace mesurable. Si v est une
mesure signée sur (X, A), on définit, pour f : X — [0, +00] :

Jofav=[ fam=[ fauw,

ot (1, p2) est un couple quelconque de mesures (positives) sur (X, A) t.q. v = pi — pio.

Notation 5.6.3. Soit K un espace topologique compact. On munit C°(K) de |||, et on note
CoUK)* = Lc (CO(K),R).

Proposition 5.6.4. Soit K un espace topologique compact. Si £ est une forme linéaire positive sur
C°(K), alors { est continue, et ||{|| = £(1).

Proposition 5.6.5. Soit K un espace topologique compact. Si £ € C°(K)*, alors il existe deuz formes
linéaires positives {7, 0~ sur C°(K) t.q.

(i) 6=0F—1,

i) el = vl + e ).

Démonstration. Premiére étape. Etant donné f € C°(K), f > 0, on pose :

C(f) = sup lu).

u€CO(K)

O<uxf
Montrer d’abord que si (fy, fa) € C°(K)?, avec f; = 0 et fo = 0, alors €1 (f1 + fa) = €7 (f1) +£7 (f2).
Deuziéme étape. Etant donné f € CO(K), il existe (fi, fo) € C°(K)?, avec fi = 0 et f, > 0 t.q.
f = fi — f2. On pose alors (T (f) = £+ (f1) — £ (f2), indépendamment du choix de (f1, f2). Il est
alors clair que £* est une forme linéaire positive sur C°(K). Troisiéme étape. On pose £~ = {+ — /,
qui est une forme linéaire positive sur C°(K), et qui vérifie £ = {T — ¢=. On a en fait, pour f >0 :

C(f) = sup {(v).
veCO(K)
—f<w<0
Quatriéme étape. Montrons que ||€]| = |[¢T]|+ ¢~ ||. Ona ||€*|| = £+ (1) et ||~ || = ¢~ (1). Il existe donc
des suites (up), oy € CO(K)N et (vy),cn € CO(K)N avec Vn e N, 0 < u, <letVneN, 0 < v, <1
t.q.

N — T
e = om ) et ] = i £ ()
Notons que Vn € N, £ (uy,) = 0T (u,) — €~ (up) < (1) — €~ (u,). En faisant tendre n — +o00, on voit
que £~ (uy) — 0. Donc ||| = lim;,— 400 £1 (uy,). Idem pour £~ Ainsi, comme ||u, — v,[| < 1:
+ - — 13 + — T .
e[+l = i (e o) € (o) = i € G — ) <l

N e ]

= Hun*UnHoo
L’autre inégalité est claire. ]

Théoréme 5.6.6. Soit K un espace topologique compact. Soit ¢ € C°(K)*. Alors il existe une mesure
signée v sur (K, Bor(K)) t.q.

Vf e COK), I(f) = /Xf dv.

On peut de plus choisir des mesures (positives) pu, pe sur (K,Bor(K)) t.q. v = p1 — po et ||¢]] =
p(X) + po(X).
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Définition 5.6.7 (Mesures étrangeres). Soit (X, .A) un espace mesurable. Deux mesures (positives)
o, o sur (X, A) sont dites étrangeres sil existe A € A t.q. pi1(X\A) =0 et ps(A) = 0.

Exemple 5.6.8. Sur (R, Bor(R)), la mesure de Dirac en 0 et la mesure de Lebesgue sont étrangeéres.

Théoréme 5.6.9. Soit K un espace topologique compact.
(i) CO(K)* est en bijection avec l’ensemble des mesures signées sur (K, Bor(K)).

(ii) Toute mesure signée sur (K,Bor(K)) peut s’écrire comme différence de deuxr mesures boré-
liennes étrangeres.

5.7 Séries de Fourier — convergence ponctuelle

Théoréme 5.7.1 (Théoreme de Dirichlet). Soit f : R — C une fonction 2m-périodique C;m (mais

pas nécessairement C°). Pour n € Z, on pose c,(f) = 5= 2T F(t)e~ ™t dt. Alors :

Ve €R, > cp(f)e™ = ; <191'cr+nf +limf> .

neL

Démonstration. On peut se ramener au cas ou z = 0. On suppose d’abord f continue en 0. Pour
N € N, on pose :

4 sin([2N+1] %)
Dy:teR+— Z e = sin (5)
In|<N 2N +1 sinon

sit#0 [27]

On pose de plus Py f :t € R — Y, <n ca(f)e™. Ainsi :

2 _ L i) - £(0)
|7 (s = s pawy at= o [ oS

1

"o

Py f(0) — f(0) - sin <[2N + 1];) dt.

Avec cette expression, montrer que Py f(0) — f(0) o 0, d’ou le résultat si f est continue en 0.
—+00

Sinon, poser :

s (f@)+f(—2) siz#0 [27]
: (limg+ f + limg- f) sinon
1
2

{(ﬂ@—f«%» sie£0 [2n]
0

sinon

Y

Alors f, est continue en 0, f; est impaire et f = f, + f; presque-partout, ce qui permet d’obtenir le
résultat. O
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