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1 Espaces de probabilité et variables aléatoires

1.1 Rappels de théorie de la mesure — espaces mesurables et espaces
mesurés

Définition 1.1.1 (Espace mesurable). Un espace mesurable (E, &) est la donnée d’un ensemble E
et dun & C P (E) t.q.
(i) Ee€é.
(ii) VAe &, E\A€€&.
(iil) V(An), ey € EY, Unen 4n € €.
On dit que € est une o-algebre (ou tribu) sur E. Les éléments de € sont appelés ensembles mesu-
rables.

Définition 1.1.2 (Tribu engendrée). Soit E un ensemble et C C P(FE). La tribu :

o(C) = N A

A tribu sur E
CcA
est appelée tribu engendrée par C'. C’est la plus petite tribu sur E qui contient C.

Définition 1.1.3 (Tribu borélienne). Soit X un espace topologique et T la topologie de X . La tribu
o (T) est appelée tribu borélienne de X et notée Bor(X).

Définition 1.1.4 (Classe monotone). Soit E un ensemble. On appelle classe monotone sur E tout
MCP(E) tg
(i) £ e M.
(ii) V(A,B) e M?, AC B= (B\A) € M.
(iil) V (An),eny € MY, (An), ey croissante => Upen An € M.

Remarque 1.1.5. Toute tribu est une classe monotone.

Définition 1.1.6 (Classe monotone engendrée). Soit E un ensemble et C' C P(F). La classe mono-
tone :
M(C) = N m

M classe monotone sur £
ccom

est appelée classe monotone engendrée par C'. C’est la plus petite classe monotone sur E qui contient

C.



Théoréme 1.1.7 (Lemme de classe monotone). Soit E un ensemble et C C P(E). On suppose que
C' est stable par intersections finies. Alors M(C) = o(C).

Définition 1.1.8 (Mesure positive). Soit (E,.A) un espace mesurable. On appelle mesure positive
sur (E, A) toute application p: A — [0, 4+00] vérifiant :
(i) n(2)=0.
(ii) Pour toute famille (A,),cy d’éléments de A deur a deuz disjoints, on a p(U,en An) =
> onen M (An).
On dit alors que (E, A, 1) est un espace mesuré.
Proposition 1.1.9. Soit (E, A, 1) un espace mesuré.
(i) V(A,B) € A%, AC B = u(A) < u(B).
(i) V(A,B) € A%, u(A)+pu(B) = p(AUB)+ (AN B).
(iii) Soit (Ay), ey € AY une suite croissante pour Uinclusion. Alors :

1 (U An) = Jim_p(4,).

neN

(iv) Soit (An), oy € AN une suite décroissante pour Uinclusion. Alors :

%
neN noteo

,u(AO)<+oo:>,u(ﬂ An) = lim p(A4,).

(V) V(An)neN € ANa 1% (UnEN An) < Donen M (An)-
Proposition 1.1.10. Soit (F,A) un espace mesurable. Soit pn et v deux mesures sur (E, A). On
suppose qu’il existe une classe C' C A stable par intersections finies t.q. 0(C) = A et VA € C, u(A) =
v(A).

(i) Si w(E) =v(E) < +o0, alors p = v.

(ii) Sl ewiste une suite (E,),.y € CV croissante pour Uinclusion t.q. E = Upen En et Vn €

N, p(E,) =v(E,) < 400, alors p = v.

Démonstration. Utiliser le lemme de classe monotone (théoréeme 1.1.7). []

Définition 1.1.11. Soit (E, A, 1) un espace mesure.
(i) On dit que p est une mesure de probabilité lorsque u(E) = 1.

ii) On dit que p est o-finie lorsqu’il existe une suite (E, e AN croissante pour linclusion
que [ q neN p
t.q. E=Upen En et Vn € N, p(E,) < +o0.

(iii) Un élément x € E est dit un atome de p lorsque {x} € A et u({x}) > 0.
(iv) On dit que p est diffuse lorsque v n’a pas d’atome.

1.2 Espaces de probabilité
Définition 1.2.1 (Espace de probabilité). Un espace de probabilité est un espace mesuré (2, A, P),
ou P est une mesure de probabilité.

(i) Q est lespace des éventualités, il est appelé I'univers.

(ii) A est l'ensemble des événements.

Remarque 1.2.2. Dans une situation donnée, l’espace de probabilité n’est pas unique ni canonique.
Souvent, il sera omis. Les objets importants sont les variables aléatoires.

Exemple 1.2.3. [l existe une unique mesure de probabilité P sur ({O, 1} Bor ({O, I}N)) t.q.
1

— ?7

ou Cy = {w €{0,1}N, Vi € [0,4 — 1], w; = si} pour { €N et s = (sg,...,50-1) € {0, 1}".

Vi €N, Vs € {0,1}, P(C,)
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1.3 Rappels de théorie de la mesure — fonctions mesurables

Définition 1.3.1 (Fonction mesurable). Soit (E,E) et (F,F) deux espaces mesurables. Une appli-
cation f: E — I est dite mesurable lorsque :

VAeF, fH(A) €€

Proposition 1.3.2.
(i) Une composée de fonctions mesurables est mesurable.

(i) Si (E,E) et (F,F) sont deur espaces mesurables, C C P(F) est t.q. o(C) = F, alors une
application f : E — F est mesurable dés que VA € C, f~1(A) € &.

(iii) Si X etY sont deux espaces topologiques munis de leurs tribus boréliennes respectives, alors
toute application continue f: X — 'Y est mesurable.
Proposition 1.3.3. Soit (E,&) un espace mesurable.
(i) Si f,g: E — R sont mesurables, alors (f+g), max(f,g), min(f,g), fT et f~ sont mesurables.

N
(i) 57 (fn),en € (RE) est une suite de fonctions mesurables, alors sup f,,, inf f,,, limsup,,_,, . f»
et liminf, ., f. sont mesurables.

N
(iii) Si (fn),en € (RE> est une suite de fonctions mesurables convergeant simplement vers f :
E — R, alors f est mesurable.

N
(iv) i (fn)nen € (RE) est une suite de fonctions mesurables, alors {x €L, (fu(®)),en converge}
est mesurable.

Définition 1.3.4 (Mesure image). Soit (E,&) et (F,F) deux espaces mesurables, f : E — F une
fonction mesurable. Soit p une mesure positive sur (E,E). La mesure image de p par f, notée f(u)
ou f.u, est définie par :

fur: B € Fr— p(f1(B)) € [0,+00].

C’est bien une mesure positive.

Définition 1.3.5 (Fonction étagée). Soit (E,E) un espace mesurable. On appelle fonction étagée
sur E toute application ¢ : E — R mesurable t.q. p(F) est fini.

Proposition 1.3.6. Soit (E,E) un espace mesurable.

(i) Toute fonction mesurable positive E — [0,4o00[ est limite simple croissante de fonctions
étagées positives.

(ii) Toute fonction mesurable E — R est limite simple de fonctions étagées.

1.4 Variables aléatoires

Définition 1.4.1 (Variable aléatoire). Soit (2, A,P) un espace de probabilité et (E,E) un espace
mesurable. On appelle variable aléatoire a valeurs dans E toute application mesurable X : Q) — E.

Définition 1.4.2 (Loi d'une variable aléatoire). Soit (Q2, A, P) un espace de probabilité, (E,E) un
espace mesurable et X : Q — E une variable aléatoire. On appelle loi de X, notée Px, la mesure
image de P par X. Autrement dit :

VB €€, Px(B) =P (X (B)).

C’est une mesure de probabilités sur (E,E). Pour B € &, on notera souvent P (X € B) plutot que
Px(B).



Remarque 1.4.3. Soit (E,&, 1) un espace de probabilité. Alors il existe un espace de probabilité
(Q, A, P) et une variable aléatoire X : Q — E t.q. Px = u. En effet, il suffit de prendre (2, A,P) =
(E,E,p) et X =idg. On dit que X est la variable aléatoire canonique de loi p.

Définition 1.4.4 (Loi discrete, loi a densité). Soit X une variable aléatoire a valeurs dans un espace
mesurable (E,E).

(i) On dit que X est discréte lorsque E est dénombrable et € = P(E). On a alors :

VAeP(E), P(X € A) = Y P(X

a€A

(ii) On dit que X est a densité lorsque (E,€) = (R,Bor (R)), et Px admet une densité f par
rapport a la mesure de Lebesque . On a alors :

VA € Bor(R), P(X € A) = /A f .

Exemple 1.4.5 (Lois discretes).

(i) Loi uniforme U(E) sur E, avec E fini non vide : VA € P(E), P(X € A) = ;é‘l

(ii) Loi de Bernoulli B(p) sur {0,1}, avecp € [0,1] :P(X =1)=p et P(X =0) =1 —p.
(iii) Loi binomiale B(n,p) sur {0,...,n}, avec p € [0,1] et n € N* :

VEe{0,....,n}, P(X =k) = <n>pk’(1 —p)" .
(iv) Loi géométrique G(p) sur N*, avec p €]0,1] :

Vk e N, P(X = k)= (1—p)"'p.

(v) Loi de Poisson P(A) sur N, avec A € R :

VkeN, P(X = k) = e 2.

Exemple 1.4.6 (Lois a densité).
(i) Loi uniforme U ([a,b]), avec a < b : Vx € R, f(z) = 71 y(x).
(ii) Loi exponentielle Exp()), avec A € RY :

Ve € R, f(z) = )\e”\”]l[oﬁoo[(a:).

(iii) Loi normale (ou gaussienne) N (m,0?), avec m € R et 0 € R :

Vz € R, f(z) = U\/_exp< 1(9527”)2>

(iv) Loi de Cauchy C(c), avec c € R :

C

Ve e R, f(z) = T )



1.5 Espérance d’une variable aléatoire

Définition 1.5.1 (Espérance). Soit (2, A,P) un espace de probabilité, X : Q — R une variable
aléatoire, avec d € N. L’espérance de X est définie sous réserve d’existence par :

E(X) = /Q X dP.

Si X >0, E(X) est toujours définie dans [0,+00]. Sinon, E(X) est définie dés que E (| X]) < +oo.
Remarque 1.5.2. L’espérance hérite des propriétés de l’intégrale ; en particulier, [’espérance est
linéaire.

Proposition 1.5.3 (Formule de transfert). Soit (2, A,P) un espace de probabilité, (E,E) un espace
mesurable, X : Q0 — E une variable aléatoire et f: E — R une fonction intégrable (par rapport a la
mesure Px ). Alors f(X) est intégrable (par rapport a la mesure P), et :

E(f(X))= [ fdBx.

Proposition 1.5.4. Soit X une variable aléatoire a valeurs dans un espace mesurable (E,E). Alors
la loi de X est déterminée par les B (f(X)), ot f parcourt I’ensemble des fonctions réelles mesurables
bornées.

Démonstration. VA € £ P(X € A) =E (14(X)). O

Vocabulaire 1.5.5 (Lois marginales). Si X = (X1,...,Xy) est une variable aléatoire a valeurs dans
R?, alors la loi de X, est appelée i-iéme loi marginale de X .

Proposition 1.5.6. Soit X = (Xy,...,Xy) une variable aléatoire d valeurs dans RY. Si X admet
une densité par rapport a la mesure de Lebesque \g sur R, alors chaque X; admet une densité par
rapport a la mesure de Lebesque A\ sur R.

Remarque 1.5.7. Les lois marginales d’une variable aléatoire X sont déterminées par la loi de X,
mais la réciproque est fausse.

Exemple 1.5.8. Soit Y une variable aléatoire a densité f sur R. On définit g : (v1,72) € R? —
[ (z1) f (z2). On pose X une variable aléatoire sur R? de densité g et X' = (Y,Y). Alors X et X' sont
des variables aléatoires sur R? possédant les mémes lois marginales, mais si A = {(z,z), * € R},
alorsP(X € A)=0etP (X' € A)=1.

1.6 Moments d’une variable aléatoire

Définition 1.6.1 (Moments). Soit X une variable aléatoire réelle et p € N*. On dit que X admet
un moment d’ordre p lorsque E (| X|”) < 400, et on appelle alors moment d’ordre p de X la quantité

E (X7).

Exemple 1.6.2. Soit X une variable aléatoire réelle a densité f. Si X admet un moment d’ordre p,
alors selon la formule de transfert :

E (X7) :/Rxpf(x) dz.

Notation 1.6.3. Si (2, A, P) est un espace de probabilité et p € [1,4+00][, on notera LP (2, A,P) (ou
simplement LP) ’espace des variables aléatoires réelles de puissance p-iéme intégrable, quotienté par
la relation d’égalité presque-partout, et muni de ||-||,.

Proposition 1.6.4 (Inégalité de Holder). Soit X et Y deuz variables aléatoires réelles, (p,q) €
]1, +o0[* avec 1 = % + %. Alors :

E(IXY]) <E(X])7E(Y|9)7.
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Corollaire 1.6.5 (Inégalité de Cauchy-Schwarz). Soit X etY deux variables aléatoires réelles. Alors :
E (XY’ <E(IX])E(]v]).
Proposition 1.6.6. Soit (Q, A,P) un espace de probabilité. Soit (p,q) € [1,+oo[>. Alors :
p<qg= LP(Q,AP) D LD AP).

Exemple 1.6.7. La loi normale a des moments de tout ordre, mais la loi de Cauchy n’a aucun
moment.

Remarque 1.6.8. Les moments permettent d’estimer la “queue de distribution” d’une variable aléa-
toire X, i.e. la fonction x — P (X > x)

Proposition 1.6.9 (Inégalité de Markov). Soit X wune variable aléatoire réelle positive. Soit p € N*
t.q. X admet un moment d’ordre p. Alors :

VeeR, P(X > 1) <
Proposition 1.6.10 (Inégalité de Chernoff). Soit X une variable aléatoire réelle. Alors :

VAER, ¥z € R, P(X > 2) < e VE ().

1.7 Variance et covariance

Définition 1.7.1 (Variance). Soit X une variable aléatoire réelle admettant un moment d’ordre 2.
On définit la variance de X par :

Var(X) = E (X — E(X))?).

On définit de plus [’écart-type de X par ox = \/Var(X).

Proposition 1.7.2 (Inégalité de Bienaymé-Tchebychev). Soit X une variable aléatoire réelle admet-
tant un moment d’ordre 2. Alors :

Var(X)

2

Ya € RY, P(IX — E(X)| > a) <

a

Définition 1.7.3 (Covariance). Soit X etY deux variables aléatoires réelles admettant des moments
d’ordre 2. On définit la covariance de X etY par :

Cov(X,Y) =E ((X — E(X)) (Y — E(Y))).

On définit de plus la corrélation de X et'Y par corr(X,Y) = —CovXY)
E(1X1?)E(]Y]?)

Définition 1.7.4 (Matrice des covariances). Soit X = (Xi,..., Xy) une variable aléatoire d valeurs
dans R?. On définit la matrice des covariances de X par :

Ky = (COV <Xi’Xj)>1<i,j<d e My (R) .

Proposition 1.7.5. Soit X une variable aléatoire d valeurs dans R?.

(i) La matrice des covariances Kx est symétrique positive.
(11) Si Ae M, (R), alors K ax = AKXtA.



1.8 Complément — théoreme de Stieltjes

Définition 1.8.1 (Fonction de répartition d’une mesure). Soit p une mesure sur (R, Bor(R)). On
définit la fonction de répartition de p par :

F,:zeR+— p(J—o0,2]).
Théoréme 1.8.2 (Théoreme de Stieltjes).

(i) Soit u une mesure finie sur (R, Bor(R)). Alors F, est croissante, bornée, continue a droite, et
lim_ F, = 0.

(ii) Soit F' : R — R, une fonction croissante, bornée, continue a droite, et t.q. lim_,, F = 0.
Alors il existe une unique mesure finie p sur (R, Bor(R)) t.q. F,, = F. Pour f : R — [0, 4+0o0]
mesurable, on appelle alors intégrale de Stieltjes de f par rapport a F' lintégrale [ f dp.

Démonstration. (ii) Unicité. Appliquer la proposition 1.1.10. Existence. Appliquer le théoreme de
Carathéodory. O

Remarque 1.8.3. On peut étendre la construction donnée par le théoreme de Stieltjes au cas d’une
mesure [ o-finie, en posant :

0 r =0
F,:zeR+— (10, ) sz.x :
—u(]Jz,0]) sixz<0
Par exemple, la mesure de Lebesque correspond a la fonction F':x € R — .

1.9 Fonctions associées a une variable aléatoire
1.9.1 Fonction de répartition

Définition 1.9.1 (Fonction de répartition). Soit X une variable aléatoire réelle. On définit la fonc-

tion de répartition de X par :
Fx 2z eR—P(X <x).

Proposition 1.9.2. Soit X une variable aléatoire réelle.
(i) Fx est croissante, bornée, continue da droite, et lim_,, Fx = 0, lim,,, Fy = 1.
(ii) Pour x € R, Fx est continue en x ssi P(X = z) = 0.
(iii) Fx caractérise la loi de X .

Exemple 1.9.3. Si X suit la loi de Cauchy C(c), alors Vo € R, Fx(x) = § + = arctan (%)

Proposition 1.9.4. Soit ji une mesure de probabilité sur (R, Bor(R)) et F, sa fonction de répartition.
On pose :
G:uel0,l[— inf{z eR, F,(x) > u}.

Si U est une variable aléatoire de loi U (]0,1]), alors G(U) a pour loi p.

1.9.2 Série génératrice
Définition 1.9.5 (Série génératrice). Soit X une variable aléatoire a valeurs dans N. On définit la
série génératrice de X par :
Gx :z€ D(0,1) »—>E<zX) => P(X =n)z"
n=0
Proposition 1.9.6. Soit X une variable aléatoire a valeurs dans N.
(i) Gx est holomorphe sur D(0,1) et continue sur D(0,1).

)
(ii) Gx caractérise la loi de X :¥n € N, P(X =n) = GXn!(O).
(iii) Soit p € N t.q. X admet un moment d’ordre p. Alors gx est p fois dérivable en 1 et :

W) =EX(X~1) (X —p+1)).
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1.9.3 Fonction caractéristique

Définition 1.9.7 (Fonction caractéristique). Soit X une variable aléatoire a valeurs dans R:. On
définit la fonction caractéristique de X par :

Py:EeRI—E (ei(§|X>> ,
ot (- | ) est le produit scalaire canonique sur RY.

Définition 1.9.8 (Transformée de Fourier d’'une mesure). Soit p une mesure sur (Rd, Bor (Rd>).
On définit la transformée de Fourier de p par :

1 )
- d —i(¢]")
p:&eR ’—>(27T)d/2/Rd€ dys.

Lemme 1.9.9. Soit 0 € R%. On considére :

gg:xeRn—>U\/_exp< 1(§>2>.

Soit 11, la mesure sur (R, Bor(R)) de densité g,. Alors :

VE € R, 10(6) = gu/o (€).

Théoréme 1.9.10. La transformée de Fourier est injective sur l’ensemble des mesures boréliennes
d
sur R,

Démonstration. On se place dans le cas ot d = 1. Soit v une mesure sur (R, Bor(R)). Pour o € R,
on pose :

fo:x € R+ (gy * 1) /gax— dv,
avec les notations du lemme 1.9.9. Et on note v, la mesure de densité f, sur (R, Bor(R)). En utilisant

le lemme 1.9.9, on montre que 7 détermine v, pour tout o € R . Comme la famille (gg)ge]Rjr est une
approximation de la masse de Dirac dg en 0 (i.e. Vo € RY, [z go dA = 1 et Ve > 0, fR\[_&ﬁ} Jo AX ——

oc—0

0). On en déduit que Yy € C2(R), [¢ dv, — [ ¢ dv. Par densité de C? (R) dans L' (R), on en
o—

déduit que 7 détermine v. O

Corollaire 1.9.11. Si X est une variable aléatoire d valeurs dans R?, ®x caractérise la loi de X .

Démonstration. C’est une conséquence du théoréme 1.9.10 car V€ € RY, &y (£) = (27r)d/2]13>X (=§).
O

Proposition 1.9.12. Soit X une variable aléatoire réelle. Soit p € N t.q. X admet un moment
d’ordre p. Alors ®x est de classe CP sur R et :

E(X?) = (—i)"d(0).

1.9.4 Transformée de Laplace

Définition 1.9.13 (Transformée de Laplace). Soit X une variable aléatoire réelle positive. On définit
la transformée de Laplace de X par :

LX:/\ERI—HE(e_)‘X).

Proposition 1.9.14. Soit X une variable aléatoire réelle positive.
(i) Lx est C*™ sur]0,+o0[ et C° en 0.



(ii) Lx caractérise la loi de X.

(iii) Soit p € N t.q. X admet un moment d’ordre p. Alors Lx est p fois dérivable en 0 et :
E(X?) = (~1)"LY(0).

Démonstration. (ii) On note A = Vect ({(w € [0, +o00] — e*’\x) , A€ R+}). Soit X et X' deux
variables aléatoires réelles t.q. Lx = Lx/. On a alors aisément Vf € A, E(f(X)) =E(f(X’)). Or A
est une algebre de fonctions continues sur le compact [0, +00], et A sépare les points (i.e. Vo # y, f €
A, f(z) # f(y)). Selon le théoréme de Stone-Weierstrafl, A est dense dans (C° ([0, +o0]), |-, ). Par
convergence dominée, on en déduit que E (f(X)) = E (f (X’)) pour tout f mesurable bornée. En
appliquant cela a des fonctions caractéristiques, on en déduit que Py = Py. O]

Remarque 1.9.15. On peut étendre le domaine de définition de Lx da {z € C, R(z) = 0}. On obtient
une fonction holomorphe sur {z € C, R(z) > 0}. Pour déterminer la loi de X, il suffit donc de
connaitre Lx sur un sous-ensemble de RY, contenant un point d’accumulation.

Proposition 1.9.16. Soit X une variable aléatoire a valeurs réelles positives. S’il existe ¢ > 0 t.q.
E (eex) < +00, on dit que X admet des moments exponentiels. Dans ce cas, X admet tous ses

moments, Lx est holomorphe sur {z € C, R(z) > —¢} et :

(="
K

VA € ]—e,+e[, Lx(\) = Y E(X*)

Cette série s’appelle la fonction génératrice des moments.

Corollaire 1.9.17. Si une variable aléatoire X a valeurs réelles positives admet des moments expo-
nentiels, alors la suite (IE (Xk))keN caractérise la loi de X .

2 Indépendance

2.1 Evénements indépendants

Notation 2.1.1. Dans toute la suite, on fize un espace de probabilité (2, A, P).

Définition 2.1.2 (Evénements indépendants).

(i) On dit que deux événements A et B sont indépendants, et on note A L B, lorsque :
P(AN B)=P(A)P(B).
(ii) On dit que n événements Ay, ..., A, sont indépendants (dans leur ensemble) lorsque :
jeJ jeJ

ili) On dit qu’une famille d’événements (A;). . est indépendante lorsque :
q Dies p q

vJeP(I), P (ﬂ Aj) =[IP(4)),
jed jed
ot Pi(I) est l’ensemble des parties finies de I.

Remarque 2.1.3. Si n événements sont indépendants (dans leur ensemble), alors ils sont deux d
deux indépendants; mais la réciproque est fausse.
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2.2 Sous-tribus indépendantes

Définition 2.2.1 (Sous-tribus indépendantes).

(i) On dit que n sous-tribus By, ..., B, de A sont indépendantes lorsque :

v<A1,...,An> 681 X "'XBn, P(mAZ> :HI[D<A,L),
=1

i=1

ou de maniére équivalente, lorsque ¥ (A, ..., Ay) € By X -+ - X B, les événements Ay, ..., A,
sont indépendants.

(ii) On dit qu'une famille (B;),., de sous-tribus de A est indépendante lorsque toute sous-famille
finie de (B;),.; est indépendante.

Remarque 2.2.2. Si A est un événement, notons que o ({A}) = {@,A,EA,Q}. St (A;);e; est une

famille d’événements, alors cette famille est indépendante ssi la famille de tribus (o ({Ai})),c; est
indépendante.

Lemme 2.2.3. Soit By, ..., B, des sous-tribus de A. Pouri € {1,...,n}, soitC; C B; t.q. 0 (C;) = B;,
Q€ C; et C; est stable par intersections finies. On suppose que :

V(Cl,...,(]n) €C1 X ch, P(ﬂ Cz> = H]P)(01>
i=1 i=1
Alors By, ..., B, sont indépendantes.

Démonstration. On fixe d’abord (Cs,...,C,) € Cy X -+ X C,,. On définit :
M ={AeB, P(ANCyN---NC,) =PAP(Cy)---P(C,)}.

On montre que 91 est une classe monotone stable par intersections finies et contenant C;. Selon le
lemme de classe monotone (théoreme 1.1.7), 9, = B;. Puis on raisonne par récurrence. [

Notation 2.2.4. Si (B;),.; est une famille de sous-tribus de A, on note :

i€l i€l

Lemme 2.2.5 (Lemme de regroupement par paquets). Soit (B;),.; une famille de sous-tribus in-
dépendantes de A. Soit (1)), une partition de I. Alors les sous-tribus (\/ie]A Bi))\eA sont indépen-
dantes.

2.3 Variables aléatoires indépendantes

Définition 2.3.1 (Tribu engendrée par une variable aléatoire). Soit (E,E) un espace mesurable et
X : Q — E une variable aléatoire. On appelle tribu engendrée par X la tribu :

o(X)={X"'(B), Be£}.

C’est la plus petite sous-tribu de A qui rende X mesurable. De méme, si (X;),c; est une famille de
variables aléatoires, la tribu engendrée par les (X;),.; est la plus petite tribu de A qui rende tous les
(Xi);e; mesurables :

c(Xniel)=\o(X,).

i€l
Proposition 2.3.2. Soit (E,&) un espace mesurable. Soit X : Q — E et Y : Q — R deux variables
aléatoires. Alors Y est o(X)-mesurable ssi il existe une fonction f: E — R mesurable t.q.

Y = f(X).
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Démonstration. (<) Clair. (=) Le montrer d’abord pour Y étagée, puis passer a la limite. O

Définition 2.3.3 (Variables aléatoires indépendantes). Soit ((E;,&;)),c; une famille d’espaces me-

surables et (X;);c; € [lies B une famille de variables aléatoires définies sur (Q, A,P). On dit que
les variables aléatoires (X;),.; sont indépendantes lorsque les tribus (o (X;));c; sont indépendantes,
ou de maniére équivalente lorsque :

VI € Pl), V(Aj),c, € [1E P (ﬂ X (Aj>) =TIP(X;'(4)),
jeg jeg jeJ
ot Pr(I) est l'ensemble des parties finies de I.

Remarque 2.3.4. Soit (B;),.; une famille de sous-tribus indépendantes de A et soit (X;),.; une
famille de variables aléatoires sur ). Si X; est B;-mesurable pour tout 1 € I, alors les (Xi)z‘el sont
indépendantes.

2.4 Rappels sur les produits de mesures

Définition 2.4.1 (Tribu produit). Soit ((E;, &;)),c; une famille d’espaces mesurables. La tribu produit
Ricr & est la plus petite tribu sur [;e; E; t.q. pour tout i € I, la projection m; : [1er E; — Ej est
mesurable.

Exemple 2.4.2. 57 X etY sont deux espaces métriques séparables, alors :
Bor(X x Y) = Bor(X) ® Bor(Y).

Proposition 2.4.3. Soit (E,&, p) et (F, F,v) deux espaces mesurés o-finis. Alors il existe une unique
mesure notée p @ v sur (E X F,E® F) t.q.

V(A,B) e EX F, (n®v)(Ax B)=pu(A)v(B).

Remarque 2.4.4. On peut de méme définir une mesure produit sur un produit fini d’espaces. Le
produit de tribus et le produit de mesures sont alors associatifs.

2.5 Caractérisation de I'indépendance en termes de lois

Proposition 2.5.1. Soit (X;),;;, une famille finie de variables aléatoires sur §). Alors les (X;)
sont indépendantes ssi

1<i<k

Xk):]P)X1®'.'®]P)Xk'

-----

Exemple 2.5.2. Soit U et V deux variables aléatoires indépendantes t.q. U ~ Exp(l) et V ~
U ([0,1]). Alors les variables aléatoires X = /U cos (2nV) et Y = /U sin (2rV') sont indépendantes.

Corollaire 2.5.3. Soit ((E;,&;)),c; une famille d’espaces mesurables, (X;),c; € [lic; Ei* une famille
de variables aléatoires indépendantes et (f;),c; € lic; R®" une famille de fonctions intégrables (f; est
intégrable pour la mesure Px,, i.e. f; o X; est intégrable pour la mesure P). Alors :

B (I0x0) = ITE( (x0).

i€l i€l

En particulier, si les (X;),.; sont réelles et d’espérance finie, alors :

E (H X,.> _[E(X).

i€X el

12



Définition 2.5.4 (Variables aléatoires décorrélées). Deux variables aléatoires réelles X et Y admet-
tant des moments d’ordre 2 sont dites décorrélées lorsque Cov(X,Y") = 0.

Corollaire 2.5.5. Deuz variables aléatoires indépendantes sont décorrélées.

Exemple 2.5.6. Soit X et E deux variables aléatoires indépendantes t.q. X ~ N(0,1) et E ~
U({—1,1}). Alors Cov(X,EX) = 0, donc X et EX sont décorrélées. Pourtant, le support de la loi
du couple (X, EX) est de mesure de Lebesque nulle dans R?, donc (X, EX) n’est pas da densité, donc
X et EX ne sont pas indépendantes (car X et EX sont toutes deux d densité).

Proposition 2.5.7. Soit X une variable aléatoire réelle.
(i) Soit B une sous-tribu de A t.q.

VB € B, P(B) € {0, 1}.

Si X est B-mesurable, alors X est presque-surement constante.

(ii) Soit f: R — R mesurable t.q. f(X) et X sont indépendantes. Alors f(X) est presque-sirement
constante.

Démonstration. (i) Soit Fy :  — P (X < z) la fonction de répartition de z. Alors Fx(R) C
{0,1}. Or Fx est croissante, continue a droite, et lim_,, Fx = 0, lim;,, F'x = 1. Donc il existe
To € R t.q. Fx = Ly qoo[- Ainsi, P(X =) = 1. (ii) Posons Y = f(X). f étant mesurable, on a
oY) Co(X). Or X et Y sont indépendantes, donc (X)) et o(Y") sont indépendantes, donc o(Y") et
o(Y) sont indépendantes. D’ou :

VA€ o(Y), P(A) =P(AN A) = P(A)*.

Ainsi VA € o(Y), P(A) € {0,1}. D’apres le (i), puisque Y est o(Y)-mesurable, Y est presque-
stirement constante. [

Proposition 2.5.8. Soit X = (X1,...,X,) une variable aléatoire d valeurs dans R, a densité fx.
On suppose qu’il existe des fonctions (f1,..., fq) € (]R+)R mesurables t.q.

d
v(l'l,...,.fd) € Rd’ fX (‘Tl)"'vxd) = Hfl ('xl)
i=1
Alors les (Xi),<;cq sont indépendantes et pour tout i € {1,...,d}, il existe une constante c; > 0 t.q.

X, est a densité c;f;.

2.6 Existence de suites de variables aléatoires réelles indépendantes
Lemme 2.6.1. [l existe une suite (X,,), oy de variables aléatoires indépendantes de loi U ({0,1}).

Démonstration. Cela revient & prouver l'existence de la mesure d’équiprobabilité sur {0, 1}, qui
est une conséquence du théoreme de Carathéodory. [

Théoréme 2.6.2. Soit (ii,), oy une suite de mesures de probabilité sur (R, Bor (R)). Alors il existe
une suite de variables aléatoires indépendantes (Y,), cy t-q- ¥Yn € N, Py, = puy,.

Démonstration. On se donne d’abord une suite (Xj),.y de variables aléatoires indépendantes de
loi U ({0,1}). Soit ¢ : N* — N une bijection. Pour (m,n) € N?, on pose :

van = X@(min)‘
Alors les variables aléatoires (Z,,,) (monyen2 SONt indépendantes. On pose ensuite, pour n € N :

> 1

m=0
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Selon le lemme de regroupement par paquets (lemme 2.2.5), les variables aléatoires (U.,), oy sont
indépendantes. De plus, Vn € N, U, ~ U ([0,1]). Pour n € N, on définit enfin F, : = € R —
fin, (]| =00, x]) la fonction de répartition de pu, ; et on pose :

Gn:u€l0, [+ inf{z e R, F,(z) > u}.
Selon la proposition 1.9.4, Y,, = G,, (U,) a pour loi ju, ; et les (Y},), oy sont indépendantes. ]

Remarque 2.6.3. Si ((Ey, &, fin)),en €St une suite d’espaces de probabilité, alors il existe une
mesure de probabilité p sur (IThen Eny Qnen En) t.q.

VF € PN), ¥ (An) € TT 1 ((H An> ‘ ( 0 Em)) T (A,

neF neF meN\F neF

2.7 Sommes de variables aléatoires réelles indépendantes

Définition 2.7.1 (Convolution de deux mesures). Soit pu et v deur mesures sur (R, Bor (R)). On
définit le produit de convolution u * v par :

pev=S. (@),
ot S: (z,y) € R? — x4y € R. Autrement dit VA € Bor(R), (uxv)(A) = (u®@v)(S7(A)).

Proposition 2.7.2. 57 X1, ..., Xy sont des variables aléatoires réelles indépendantes, alors la loi de
la somme est donnée par :

]P)X1+---+Xk = ]P)Xl KooK ]P)Xk'

Proposition 2.7.3. Si Xy,..., X, sont des variables aléatoires réelles indépendantes, alors la fonc-
tion caractéristique de la somme est donnée par :

(I)X1+~~+Xk = (I)Xl T (I)Xk‘

Proposition 2.7.4. Si Xq,..., X, sont des variables aléatoires réelles admettant des moments
d’ordre 2, alors :

k k
Var (Z Xi> =) Var(X;)+2 Y Cov(X;,X;).
i=1 i=1 1<i<j<k
En particulier, si les (X;),c;, sont deuz a deuz décorrélées (donc si elles sont indépendantes), alors
Var (S5, X;) = S5, Var (X;).

2.8 Loi faible des grands nombres

Théoréme 2.8.1 (Loi faible des grands nombres dans L?). Soit (X,,),y. une suite de variables
aléatoires réelles indépendantes et suivant toutes la loi d’une variable aléatoire X. On suppose que
X admet un moment d’ordre 2. Alors :

1 n L2
=y X —— E(X)
1 n—-+o0o

Exemple 2.8.2 (Loi des événements rares). Pour n € N, soit Y, une variable aléatoire de loi
B (n,p,), avec p, € [0,1]. On suppose que np,, — A€ Ri . Alors (Yy,),en converge en loi vers

une variable aléatoire de Poisson de parameétre .
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2.9 Autres caractérisations de I'indépendance

Proposition 2.9.1. Soit ((E;,&;)) ;) une famille d’espaces mesurables et (X;), ;o) € [icick E*
une famille de variables aléatoires discretes sur Q2. Alors les (Xi), o, sont indépendantes ssi

V(x1,...,x5) € By X --+ X E, ]P’((k](Xi:xi)> :ﬁ[P’(Xi:xi).

=1

Proposition 2.9.2. Soit (X;), <, € [li<i<k E; une famille de variables aléatoires réelles sur .
Pour i € {1,...,n}, on note Fx, la fonction de répartition de X; (c.f. définition 1.9.1). Alors les
(Xi)1<icr sONt indépendantes ssi
k k
i=1

i=1

Proposition 2.9.3. Soit (Xi), ., € [li<i<k E; une famille de variables aléatoires réelles sur .
Pour i € {1,...,n}, on note ®x, la fonction caractéristique de X; (c.f. définition 1.9.7). Alors les
(Xi)1<ici sont indépendantes ssi

Qx1,.x0) = Px, - Px

2.10 Lemme de Borel-Cantelli et loi du zéro-un de Kolmogorov

Définition 2.10.1 (limsup et liminf). Soit (A,), .y € AV une suite d’événements. On définit :

limsup A,, = ﬂ UAkGA et I%IEJEEEAHEA: U ﬂAkE.A.

n—+00 neN k>n neNkzn

lim su A, est l'événement “une infinité de A,, sont réalisés” et liminf,,_, . A, est l’événement
n—-+4o0o +
“tous les A, sont réalisés a partir d’un certain rang”.

Proposition 2.10.2. Soit (A,),oy € A". Alors :
(i) liminf, 4o An, C limsup,,_,, . An.
(it) Yliminf, o A,) = limsup,_, ., *A,.
Théoréme 2.10.3 (Lemme de Borel-Cantelli). Soit (4,), .y € A".
(i) 51X ,enP(A,) < +o0, alors P (lim SUD,, s 400 An> = 0.
(ii) 87 3 ,enP (An) = +oo et les (Ay),cn s0nt indépendants, alors P (lim SUPp s 4 o0 An) =1.

Définition 2.10.4 (Tribu asymptotique). Soit (B,), oy une suite de sous-tribus de A. On pose :

A=)V B

neN k>n
A est la tribu asymptotique des (B,),,oy. Ses événements sont appelés événements asymptotiques.

Remarque 2.10.5. La tribu asymptotique des (B,), oy est linformation contenue dans la suite
(By),en qui ne dépend d’aucune sous-famille finie.

Théoréme 2.10.6 (Loi du zéro-un de Kolmogorov). Soit (B,,), oy une suite de sous-tribus de A. Si
les (By),en sont indépendantes, alors la tribu asymptotique A des (By), oy est triviale, i.e.

VA € A, P(A) € {0,1}.
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Démonstration. Soit n € N. Alors les tribus By, . . ., B,, A,11 sont indépendantes par regroupement
par paquets (c.f. lemme 2.2.5). Comme A, C A, 41, les tribus By, ..., B,, A sont indépendantes,
et ceci est vrai pour tout n € N. A nouveau par regroupement par paquets, A, est indépendante de
Vyen Br. Or As C Vypen Br, done A, est indépendante de A.,. Ainsi :

VA € As, P(A) = P(AN A) = P(A)?,
d’ou le résultat. .

Corollaire 2.10.7 (Loi du zéro-un de Borel). Soit (Ay), oy une suite d’événements indépendants.
Alors limsup,,_, . A, est un événement asymptotique et on a la dichotomie suivante :

(i) 51X ,enP(A,) < 400, alors P <lim SUD,,_, 400 An) =0.
(i) Si Y ,enP(A,) = 400, alors P <lim SUD,,_, 400 An) =1.
Exemple 2.10.8. Quelques applications :

(i) Soit (Xy),cn une suite de variables aléatoires indépendantes de loi B (%) Pour n € N, on
pose R, =max{{ €N, X, =---=X,,, 1 =1), puis M,, = max (R, ..., R,). Alors :

M,
P ( —_— 1) =1
10g2 n n—+oo

(ii) 1l n'eziste pas de mesure P sur (N, P(N)) t.q.

1
vk € N, P (kN) = 7.

(iii) Soit (X,),eny une suite de variables aléatoires indépendantes de loi B (%) Alors pour tout

k € N* et pour tout € € {0, l}k, le motif (e1,...,e) apparait presque-sirement une infinité
de fois dans la suite (X,,)

(iv) Soit (X,), ey une suite de variables aléatoires indépendantes de méme loi. On pose, pourn € N,

neN”

Sp = Xo+---+X,,. Alors les événements (hm SUD,, 400 On = +oo) et (liminf, ;o S, = —00)
sont de probabilité 0 ou 1. De plus, si les (X,), oy sont de loi U ({—1,1}), alors :

P (hminf S, = —o0 et limsup S, = —i—oo) =1.

n—-+00 n—-+o0o

On dit que (Sp), ey 0scille.

3 Convergence de variables aléatoires

3.1 Convergence presque-siire et convergence LP

Notation 3.1.1. Dans toute la suite, on fize un espace de probabilité (2, A, P).

Définition 3.1.2 (Convergence presque-siire et convergence LP). Soit (X,,), oy et X des variables
aléatoires réelles définies sur Q.

(i) On dit que X, % X ((Xy),en converge presque-stiirement vers X ) lorsque :

]P’(Xn—>X>:1.

n—-+o0o

Cela est équivalent a dire que X, —+> X simplement presque-partout.
n—-+0oo
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(ii) Pourp > 1, siles (X,),cy €t X sont dans LP, on dit que X, % X lorsque :

E(|X, — X|") — 0.

n—-+00

Proposition 3.1.3. Soit (X,,), .y et X des variables aléatoires réelles définies sur €. Soit p > 1.

(i) 51 X, —>XetszEIY€Lp Vn €N, |X,| <Y, alors X,, —=— X.

n—-+00

(i) Si X, —> X, alors il existe une extractrice o t.q. Xypn) T> X.

3.2 Loi forte des grands nombres

Lemme 3.2.1. Soit X une variable aléatoire réelle positive. Alors :
¥p € R, E(X?) = / ptP 1P (X > 1) dt.
0

Théoréme 3.2.2 (Loi forte des grands nombres). Soit (X,,), oy une suite de variables aléatoires
réelles indépendantes et suivant toutes la loi d’une variable aléatoire X. On suppose que X admet un
moment d’ordre 1. Alors :

*ZXk E(X).

n—-+00

Démonstration (Premiére méthode). Quitte a décomposer X en X = X+ — X~ on peut supposer
que X > 0. Etape 1. Pour n € N*, posons :

Y, = X,1 (X, <n).

Montrons que presque-stirement, pour n assez grand, X, =Y, (i.e. P(liminf, o (X, =Y,)) =1).
Pour cela, notons que :

S P(X,£Y,) =Y P(X >n) < /OOIP(X > 1) dt = E(X) < +o0.
neN neN* 0
Selon le lemme de Borel-Cantelli (théoreme 2.10.3) :

P <hm inf (X,, = Yn)) =1-P (lim sup (X, # Yn)> = 1.

n—+00 n—+00

Etape 2. 11 suffit maintenant de prouver que = T> E(X), avec T}, = >-7_; Y. Soit a > 1. Posons
k(n) = |a™]. Alors, pour € >0 :

poy ([Tt — E (Tugw )| > ek(n)) < 12 ké)v (Tyw) < 12 . (;)2 oz V(2
k(n)>m
. 52(1404—2) m% Val;g/m) <0 4a_2) m%% LB (v2)
— (l—a m%*mz/ thiom(H)P (X >t) dt

o0

:52(1§a—2)/000<z ! )ﬂP(X>t)d

"
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1
o

> P(|Tkm) — E (Thw)| > ek(n)) < KE(X) < +o0.
neN*

En utilisant le fait que >°7 ) 5 ~ %, on obtient I'existence d’une constante K t.q.

Par Borel-Cantelli, on obtient :

Ve >0, P (liminf (‘T’“(”) ~E (T < 5)) _ 1

n—-+0oo k(n)

Tem—E(Tim) _ps. > 0. Or, par convergence dominée, E (Y,,) —— E(X),

On en déduit donc que
k(n) n—+o00 n—+00

d’ou :
Tk(n) p-S.
kj(n) n——+oo
Etape 3. Soit maintenant n € N* et m € N* t.q. k(m) < n < k(m +1). Alors :

E(X).

km) k(m+1) S n “k(m+1)  k(m)

On en déduit :

1 T, T,

—E(X) < liminf — < limsup — < aE(X).

0% n—+oo N, n—+oo M
En faisant tendre o — 1 (en prenant un nombre dénombrable de valeurs), on obtient % %
E(X). O

Démonstration (Seconde méthode). Pour n € N, posons S, = Y}, Xs. Pour a > E(X), on
considere :

M = sup (S, — na) € [0, +00].
neN

Si on montre que M est presque-siirement finie pour tout a > E(X), on aura Vn € N, S,, < M + na
donc :

Va > E(X), limsup Sn < a.
n—+oo M
En faisant tendre a — E(X) (en prenant un nombre dénombrable de valeurs), limsup,,_, . 2= <
E(X) presque-stirement, puis en appliquant le méme argument a (—X,), oy, iminf, o %" > E(X)
presque-stirement, d’ou le résultat. Reste donc a prouver que pour tout a > E(X), M est presque-
stirement finie. Notons que :

VkeN, (M < +o00) = (sup(Xk+1—l----+Xn)—(n—k)a<+oo> e \Vol(X;).
n>k >k

Donc (M < 4+00) € Ngen Vj»r 0 (Xj). Clest donc un événement asymptotique en les (X,), -
Comme les (X,,),, o+, 1a loi du zéro-un de Kolmogorov (théoreme 2.10.6) donne P (M < +o00) € {0,1}.
Supposons par l'absurde que P (M < +o00) =0, i.e. P(M = +00) = 1. Pour k£ € N, on pose :

My = sup (S, —nk) et M = sup (Sp11— X1 —nk).

o<n<k o<n<k

Alors My et M}, ont méme loi. On a M = limy_, o My ; posons M’ = limy_, o, M. Alors M et M’
ont méme loi. Par ailleurs :

Vk € N, My, 1 = max (0, Mj, + X1 — a) = Mj, — min (M;,a — X3).

D’ou E (min (M},a—X;)) = E(M;) — E(M41) < 0. Or M} > 0, donc on a la domination
|min (M},a — X;)| < |a — Xy|. Par convergence dominée :

E (min (M',;a — X7)) = klirf E (min (M}, a — X;)) < 0.
—+00

Mais M’ = +oo presque-sirement, donc E (min (M',a — X;)) = E (a — X;) > 0 comme a > E(X).
C’est absurde. ]
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Corollaire 3.2.3. Soit (X,,), oy une suite de variables aléatoires réelles indépendantes et suivant
toutes la loi d’une variable aléatoire X. On suppose que X admet un moment d’ordre 1. Alors :

1 n 1
-3 X —— E(X).
n 1 n—-+o0o

Remarque 3.2.4. Soit (X,,),cy. une suite de variables aléatoires réelles positives indépendantes et
suivant toutes la loi d’une variable aléatoire X t.q. B(X) = +o0. Alors %22:1 Xk i’—i) +00.

Exemple 3.2.5. Soit (X,,), .. une suite de variables aléatoires indépendantes suivant la loi C(c),
avec ¢ € RY (c.f. evemple 1.4.6). Le calcul des fonctions caractéristiques montre que, pour tout
n € N*, % suit la loi C(c). Dans ce cas, la loi des grands nombres ne s’applique pas (car la loi
de Cauchy n’admet pas de moment d’ordre 1).

3.3 Convergence en loi

Notation 3.3.1. On notera C) (]Rd) lespace des fonctions continues bornées R* — R, muni de |-|| ...

On notera de plus C° (]Rd) cc (]Rd) le sous-espace des fonctions continues a support compact.

Définition 3.3.2 (Convergence étroite). Soit (i1,), oy €t 1 des mesures de probabilité sur R®. On dit

que iy, % o ((ftn) e converge étroitement wvers p) lorsque :

VgoeC,?(Rd), /Rdwd,un—> Rdgpd,u.

n—+o00
Définition 3.3.3 (Convergence en loi). Soit (X,),.y €t X des variables aléatoires a valeurs dans
RZ. On dit que X, % X ((Xy),en converge vers X en loi) lorsque Px, # Py, i.e.

Ve € ¢ (R, E (¢ (X)) —— E (o(X)).

n—-+4o0o

Remarque 3.3.4.
(i) On peut parler de convergence en loi de variables aléatoires définies sur des espaces distincts.

(ii) La variable aléatoire “limite”, en cas de convergence en loi, n’est pas unique.

Proposition 3.3.5. Soit (X,,), .y une suite de variables aléatoires a valeurs dans N, et X une
variable aléatoire a valeurs dans N. S’équivalent :

(i) X, —— X.
n—-+o0o

(i) Vk €N, P(X, = k) —— P (X = k).

n—-+0o

Exemple 3.3.6.

(i) Soit (X,),ey une suite de variables aléatoires réelles t.q. pour tout n € N, X, admet une
densité p,. On suppose que (p,), oy converge presque-partout et que 3g € L', Vn € N, |p,| < g.
Alors (X,),,en converge en loi.

(ii) Pour n € N*, soit X, ~U ({O L 2 ...,1}). Alors (X,,),en- converge en loi vers U ([0, 1]).

'mon?

cee . \ * N
(iii) Pour n € N, soit X, ~ N (0,02), 0t (04),cy € (R+) est t.q. Op —— 0. Alors (Xy),en

converge en loi vers la mesure de Dirac en 0.
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3.4 Convergence des mesures empiriques

Définition 3.4.1 (Mesure empirique). Soit (Xy,), oy« une suite de variables aléatoires a valeurs dans
Re. Pour w € Q et n € N*, on définit la mesure empirique de [’échantillon (X;(w), ..., X,(w)) par :

1.
Hnw = E Z 5Xk(w)a
k=1

ou 0, est la mesure de Dirac en x pour tout x € RY.

Lemme 3.4.2. Soit (p,), oy €t p des mesures de probabilité sur RY. Soit H C C) (]Rd) t.q. H D
C? (Rd) (pour ||| )- S équivalent :

() pin —— p.

n—-+4o0o

(ii) VfeC? (Rd> ; Jra | dpn P Jra [ dp.
(iii) Vf € H, Jga f dpn ot Jra [ dp.

Théoréme 3.4.3 (Théoreme de Glivenko-Cantelli). Soit (X,,), o une suite de variables aléatoires
indépendantes a valeurs dans RY et suivant toutes la loi d’une variable aléatoire X. Alors, pour
presque tout w € ) :

o — Px.

n—-+00
Démonstration. On veut montrer que, pour presque tout w € €2 :

vfecy (RY), /Rdfdun,w —— [ fdBx.

n—-+o0o

— S
LS f(Xi(w)) E(f(X))

Or, la loi forte des grands nombres (théoreme 3.2.2) donne :

n—-+o0o

v el (RY), £ 307 (X) 22 B((X),

On se donne maintenant H un sous-ensemble dénombrable et dense de C? (]Rd). On a alors Vf €
H, L3, f(X)) % E (f(X)). H étant dénombrable, on en déduit que pour presque tout w € €2 :
Ve H, 1370, f(Xi(w)) — E (f(X)). Le lemme 3.4.2 permet maintenant de conclure. O

Théoréme 3.4.4 (Théoreme central limite). Soit (X,,), o une suite de variables aléatoires réelles
indépendantes et suivant toutes la loi d’une variable aléatoire X. On suppose que X admet un moment

d’ordre 2. Notons o = \/Var(X), et posons S, = X1+ ---+ X,, pour n € N*. Alors :

Sn — n]E(X) loi
S e N,

Démonstration. Quitte a remplacer X par % (X —E(X)), on suppose que E(X) =0et o0 =1. On
calcule alors les fonctions caractéristiques :

VEER, B, ) m(E) = Dx (jﬁ) .

Or X admet un moment d’ordre 2 donc ®x est de classe C2, d’otl, & € € R fixé :

()1 Eell)
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Or il existe ng € N t.q. Vn > ng, |Px (%) — 1‘ < 1. Si on note Log : C\R_ — C la détermination
principale du logarithme, on a alors :

e € R, 0, a(6) = o (o (o (52) ) ) o ew (-5 ) = avte)

ou Y ~ N(0,1). D’apres le théoréme 3.5.1, on a bien % % Y. O

3.5 Théoréme de Lévy
Théoréme 3.5.1 (Théoreme de Lévy).

(i) Soit (pn),en €t p des mesures de probabilité sur R%. Alors :

(10 = 1) = (¥ €RY, (6 —— (9))

n—-+o0o n—-+o0o

ot [i désigne la transformée de Fourier de p (c.f. définition 1.9.8).

(ii) Soit (X,),cy €t X des variables aléatoires d valeurs dans R®. Alors :

<Xn — X> = <vg €RY, &x,(6) —— @X(g)) .

Démonstration. (i) Il est clair que si 1, —— p, alors fI,, —— [ simplement, car pour tout £ €
n—-+00 n—-+00

d i€l . . , , " o
R% x +— 2n? est une fonction continue bornée. Réciproquement, supposons que fi, m [ Sim-

2
plement. On se place dans le cas ot d = 1. Pour o € R, on pose g, : v € R —— ﬁ exp <—; (f) >
On note :

H={g*f o €R;, feC(R)} CC(R).
Pour tout f € C?(R), on a g, * f — f uniformément, ce qui prouve que H O C°(R). Selon le
o—
lemme 3.4.2, il suffit de prouver que Vo € H, [p ¢ du, e Jg ¢ du. Pour cela, notons que si

o e R et feC)(R), on a pour toute mesure v, selon le lemme 1.9.9 :

/Rgg = a\}%/ﬂxf(x) (/]R e g1/5(€)P(—E) dé) da.

Comme /i, R Qi simplement, on en déduit par convergence dominée que [; g, * f du, e
n—-—+0oo n—-+0oo

Jg 9o * [ du, d’ou le résultat. (ii) C’est un corollaire direct de (i). O

3.6 Autres caractérisations de la convergence en loi
Théoréme 3.6.1 (Théoréme porte-manteau). Soit (p,), oy €t p des mesures de probabilité sur R?.
Sont équivalentes :

0 i

(ii ).
(iii) VF fermé de R?, limsup,,_, o pn(F F).

)

) VG ouvert de R, liminf,_, o pn(G) = u(G
) ) <
(iv) ¥B € Bor (R?), 1 (9B) = 0 = i, (B) —— u(B).
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Démonstration. (i) = (i) Soit G un ouvert de R?. Soit (px),cy une suite croissante de fonctions

continues positives convergeant simplement vers 14, par exemple ¢y : x — min (1, k-d (x, Rd\G)).
Ainsi :

liminf p,,(G) = liminf | sup ¢y du, = liminf sup/ o1 Aty
R

n—-+oo n—+o0o JR keN n—+oo kEN

> sup lim inf/ o dp, = Sup/ or dp = / sup pr du = p(G).
R keN /R R keN

kEN n—-+00
(ii) < (iii) Il suffit de passer au complémentaire. (ii) et (iii) = (iv) Soit B € Bor (Rd) t.q. u (0B) = 0.
Alors u(B) = u (E) =1 (B), d’ou :

w(B) = p (B) < 171lr_r>1$£1of L, (B) < 1,¥E+120f pn(B) < limsup p,(B) < limsup py, (E) <p (E) = u(B).

n—+o0o n——+00

(iv) = (i) Soit p € C? (]Rd). Quitte & écrire ¢ = p*t — ©~, on peut supposer que ¢ > 0. Soit K > 0
t.q. Vz € R, 0 < p(r) < K. On a:

K
dsoduzf e~ ([t +ool) | dt.
R 0 ————
Ay

Et on a la méme égalité en remplacant p par p,,. Or A; C ¢~ * ({t}) pour tout ¢ € [0, K]. Et o ({t})
est de mesure strictement positive (pour p) pour au plus un nombre dénombrable de valeurs de t.
On en déduit que pour presque tout t € [0, K| (au sens de la mesure de Lebesgue), u (0A4;) = 0. Par
hypothese, on a donc p, (A;) — (A;) pour presque tout t € [0, K]. Par convergence dominée,il

vient fRd © duy, m) fRd o du. L]

Corollaire 3.6.2. Soit (X,,), .y et X des variables aléatoires réelles. Alors :

<Xn b—i>X> = <Vx €R, Fx C en & = Fx, (z) —— FX(x)) '

n—-+00 n—-+00

Théoréme 3.6.3. Soit (X,,), . une suite de variables aléatoires réelles indépendantes et suivant
toutes la loi d’une variable aléatoire X. On suppose que X admet un moment d’ordre 2. Notons

o =/Var(X), et posons S, = Xy +---+ X,, pour n € N*. Alors :

Sp —nE(X 1 b2
Y(a,b) € R?, agb:P’(agmgb) —>—/ e” 2z du.
g\/ﬁ n—+o0o /27 Ja
3.7 Convergence en probabilité
Définition 3.7.1 (Convergence en probabilité). Soit (X,,), .y et X des variables aléatoires réelles

définies sur Q. On dit que X, % X ((Xy),en converge en probabilité vers X ) lorsque :

Ve >0, P(|X,, — X| >¢) —— 0.

n—-+o00

Proposition 3.7.2. On note L° l'espace des variables aléatoires Q — R et L° le quotient de LY par
la relation d’égalité presque-partout. On définit :

d:(X,Y) € (L°)" — E (min (1, |X — Y])).

Alors :

(i) d est une distance sur L°.
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(ii) Soit (Xp),ey €t X des variables aléatoires réelles définies sur Q2. Alors :

(Xn _r, X) — (d(Xn,X) — o) .
n—-+o0o n——+0o
(iii) L’espace métrique (L°,d) est complet.

Proposition 3.7.3. Soit (X,,), .y et X des variables aléatoires réelles définies sur Q. Si X, %

X, alors on peut extraire de (Xn)neN une sous-suite convergeant presque-sturement vers X .

4 Transformée de Fourier

4.1 Définitions et premieres propriétés

Définition 4.1.1 (Transformée de Fourier d’une fonction L'). Soit f € L! (Rd>. La transformée de
Fourier de f est définie par :

fieeR—

1 .
G /Rd e~ ") £ (2) da.

Notation 4.1.2. Soit y € R%.
(i) On définit un opérateur de translation 1, : L' (Rd> — Lt (Rd> par :

Vfel (]Rd) , Vo € RY 7, f(x) = f(x — ).
(ii) On définit un opérateur de modulation e, : L (Rd) — Lt (Rd) par :

VfelLl (Rd> Vo € RY, e, f(x) = eI £ ().
(iii) On définit un opérateur de réflexion R : L' (]Rd) — L' (]Rd) par :

Vfe L' (RY), Vo € RY, Rf(x) = f(-a).

Proposition 4.1.3.

(i) On a :

‘v’fEL1<Rd),Tyf:e_yf et eyf =71¢f.
(ii) Soit a € R*. On pose g : x € R4 — f (%) Alors :
V& € R, §(€) = |alf(ag).
(iii) On a : B
VfelL (Rd), f=RY.

Proposition 4.1.4. Soit f € L* (Rd). Alors f est uniformément continue et :

f(€)

R
€l —=+oc

De plus, fHOO < W | fll;- En particulier, application :
L' (RY) — = (R?)

fr—f

est linéaire continue.

2 .
Proposition 4.1.5 (Formule de réciprocité). Soit (f,g) € L! (]Rd) . Alors fg et f§ sont intégrables
et :

i 19= /R fa
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4.2 Propriétés de régularités
Notation 4.2.1 (Multi-indices). Soit o € N%.
(i) On note |a| = L, a;.
(ii) Pour z € R?, on note x® = z* - - - x5,

Notation 4.2.2. Soit F' un espace de Banach, U un ouvert de R™, f:U — F, a € U. Supposons
f k fois différentiable en a. Pour a € N™ t.q. |a| < k, on pose :

N B 8 a1 a a2 (9 QAm,
rio=(55) (o) (@) @

Proposition 4.2.3. Soit f € L* (Rd>. On suppose qu’il existe un entier k € N* t.q. ¥ — 2" f(x)
est intégrable. Alors f cck (Rd) et pour tout multi-indice « € N¢ t.q. |a| < k, on a :

0 f(€) = Gy [ ¢ i @) da

Proposition 4.2.4. Soit f € L! (Rd). On suppose qu’il existe un entier k € N* t.q. f € C* (Rd) et
Vae N4 |a| < k== 0°f e L* (Rd). Alors, pour tout « € N¢ t.q. |a| <k, on a :

Ve e RY, 0°f(€) = (i€)f(¢).
Corollaire 4.2.5. Soit f € L* (Rd). On suppose qu’il existe un entier k € N* t.q. f € C* (Rd> et
Va € N, Ja| <k = 0°f € L' (RY). Alors :

7€) = 04 <||sl||> |

4.3 Convolution
2
Proposition 4.3.1. Soit (f,g) € L! (Rd) . Alors :
Jrg=@m"]-3,
avec Yo € R, (f # g) (¥) = Joa f(z —y)g(y) dy.
Exemple 4.3.2. Pour o € R?, on pose :

! Y
gU:xGRd»—>dexp(—<> )
o o

.1
go - O_dgl/o'

Alors :

4.4 Formule d’inversion

Théoréme 4.4.1. Soit f € L' (R?) t.q. f € L' (RY). Alors :

ou R est opérateur défini dans la notation 4.1.2.
Corollaire 4.4.2. L’application :
L' (RY) — L~ (RY)
fr—f

est linéaire continue et injective.
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4.5 Transformée de Fourier dans L2

Proposition 4.5.1. Soit f € C° (Rd) c Lt (]Rd> N L? (Rd). Alors f € L2 (Rd) et :

171, = 1l

Définition 4.5.2 (Transformée de Fourier d’une fonction L?). L’application :
¢ (RY) — L* (RY)
f—f

est une isométrie (peut-étre pas surjective) donc une application uniformément continue. Comme
Cx (]Rd) est dense dans L* (]Rd> et comme L? (]Rd) est complet, cette application admet un unique

prolongement uniformément continue F : L* (Rd) — L? (Rd). On dit que F est la transformée de
Fourier dans L? (ou la transformée de Fourier-Plancherel).

Théoreme 4.5.3.
(i) vfe L' (R nL?(RY), Ff= .
(i) F:L? (Rd> — L? (Rd> est une isométrie bijective.

) 2
Définition 4.5.4 (Ecart-type). Soit f € L? (R)\{0}. Alors la fonction (ﬁg définit une densité

de probabilité sur R. On note o(f) € [0, +o0] l’écart-type associé.
Théoréme 4.5.5 (Principe d’incertitude de Heisenberg). Soit f € L* (R)\{0}. Alors :

1

(Do (Ff) = 5,

avec égalité ssi f est une translation et modulation d’une gaussienne.

Démonstration. Par densité, on suppose que f € C*(R). Ainsi, Ff = f On pose X et Y des
2 .

variables aléatoires réelles de densités respectives (m ) et (M

2

1£112
(donc Hsz =1)et E(X)=E(Y)=0.0Ona:

U(f)QZ/RWQIf(w)‘Q dw:/R‘iwf(w)’Q dcc)Z/R

En intégrant par parties, puis en utilisant 'inégalité de Cauchy-Schwarz, on a donc :

1= [ 150 ar=—2m (@@ at) <2 ([ 21w a)” ([ 17w a)” =200 (7).

2
) . On peut supposer que || f||, =1

Pl dw= [ 1F@F dt

4.6 Formule sommatoire de Poisson

Théoréme 4.6.1 (Formule sommatoire de Poisson). Soit F' € C' (R). On suppose que :
(i) Lrez |F (2mn)| < +oo.
(i) 3M >0, Ja > 1, Vz € R, |F(2)| < 2t

(I+]z))* -
Alors :
1

> F(2mn) = ﬁ%]’(n)

nel

Démonstration. Considérer f : x € R — >, ., F (x +n). Montrer que f est périodique et
suffisamment réguliere et lui appliquer la théorie des séries de Fourier. O
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4.7 Equation de la chaleur

Remarque 4.7.1. Soit f € L* (Rd>. L’équation de la chaleur s’écrit :

oyu = %Au
U(O, ) =f ’

d’inconnue u : R x R — R deux fois différentiable. On peut chercher une solution de cette équation
en “passant en Fourier en x”. Sous hypothése de régularité, si u est solution de l’équation de la
chaleur, alors U est solution de ’équation différentielle ordinaire suivante :

oy = — 1€
'EL(O’ ) =

Ainsi, V(t,€) € Ry x R 4(t,€) = exp (—% ||§||>2 f(é) = K@\/i(f)f(f), ou K € RY est une constante
et g, est la gaussienne d’écart-type o (c.f. lemme 1.9.9). Il vient :

V(t,&) € Ry x RY wu(t, &) = Kg ;% Rf.

On vérifie a posteriori qu’on a bien une solution de I’équation de la chaleur.

5 Processus de branchement

5.1 Arbres de Galton-Watson

Définition 5.1.1 (Arbre de Galton-Watson). Soit p une loi de probabilité sur N, (Xp) ,, jecqn2 une
famille de variables aléatoires indépendantes de loi ju. L’arbre de Galton-Watson de loi de reproduc-
tion p est défini par la suite (Z,), oy définie par récurrence par :

Zn,
ZO =1 et Vn € N, Zn+1 = ZXn+17i.
=1

Il s”interprete comme suit : a l’étape n, on a n individus, chacun se reproduit et donne X, ; descen-
dants, et Z, représente le nombre d’individus de la n-iéme génération.

Définition 5.1.2. Soit pu une loi de probabilité sur N. On considere 'arbre de Galton- Watson (Zy,),,cxn
de loi de reproduction .

(i) On dit que larbre est infini, ou qu’il y a survie, lorsque Vn € N, Z, # 0.

(ii) Dans le cas contraire, on dit que l’arbre est fini ou qu’il y a extinction.
Remarque 5.1.3. Soit iy une loi de probabilité sur N. On considére l'arbre de Galton-Watson de loi
de reproduction .

(i) S7 u({0}) =0, larbre est presque-sirement infini.

(ii) Sip({0}) >0, il y a une probabilité non nulle qu’il y ait extinction.
Théoréme 5.1.4. Soit ji une loi de probabilité sur N t.q. p({1}) # 1. On note m,, = > pen ki ({k})
la moyenne de ju et on considére l'arbre de Galton-Watson de loi de reproduction .

(i) Sim, <1, il y a extinction presque-sirement.

(i) Sim, > 1, il y a une probabilité non nulle de survie.

On parle de phase sous-critique (resp. phase sur-critique) lorsque m, < 1 (resp. m, > 1). On parle
de phase critique lorsque m, = 1.
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Démonstration. Soit X une variable aléatoire de loi p. Soit n € N* Calculons la série génératrice
(c.f. définition 1.9.5) de Z,, en fonction de celle de X :

Vs €[0,1], Gz, () =Y P(Zn=y)s"=>_.> P(Zn=y| Zn-1=2)P(Zpo1 = 1)

yeN yeN zeN

= ZZP(EI:Xmi:y)IP’(Zn_l =1)sY

yeN zeN =1

Y P(Zyi =z ZP(ZX,”: )
€N yeN i=1

=> P(Zy-1 =1) GZLXM(S) => P(Zy-1 =12)(Gx(s))"
zeN €N

= (Gz,, 0Gx) (s).

Par récurrence, on en déduit que Vn € N, G5, = (Gx)" = Gx o--- o Gx. On s'intéresse maintenant
—_——

n fois
a I’événement d’extinction : E = U, ey (Z, = 0). Par réunion croissante, on a :

P(E)= lim P(Z,=0)= lim Gz (0)= lim (Gx)"(0).

n—-+00 n—-+o0o n—-+o0o

On se ramene donc & une étude de systeme dynamique : on montre que si m, = G'x(1) < 1, alors
G'x a un unique point fixe (qui est 1), sinon Gx a exactement deux points fixes (un en 1 et un dans
0, 1[). O

Remarque 5.1.5. Le calcul précédent montre que E(Z,) = G (1) = (G'x(1))" = m}..

5.2 Phases sous-critique et critique pour les arbres de (Galton-Watson

Proposition 5.2.1. Soit ;v une loi de probabilité sur N t.q. m, = > pen ki ({k}) < 1. On consideére

Varbre de Galton-Watson (Z,), oy de loi de reproduction . Alors :

VneN, P(Z,>0)<m

Démonstration. Noter que :
P(Z, > 0) = 1—(Gx)" (0) = Gx(1)=Gx ((Gx)"" (0)) <my, (1= (Gx)""(0)) = muP (Z,—1 > 0).
0

Proposition 5.2.2. Soit ;1 une loi de probabilité sur N t.q. pn({1}) # 1 et my, = Y pen ke ({k}) = 1.
On suppose que ju admet un moment d’ordre 2 et que 0, = S yen k(k — 1) ({k}) # 0. On considére
Varbre de Galton-Watson (Z,),,cy de loi de reproduction . Alors :

2

7’LO’M

Démonstration. Noter que Gy (s) =1 — (1 —s) 4+ & 28) 0% 401 ((1 —5)?). Ainsi :

1 1
1-Gx(s) 1-—s

Q

2
K
2

~
1

2
~ %“ On obtient le résultat en sommant.

]

n 1 1
Comme (Gx)" (0) T 1, il vient = 5wy — e
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5.3 Phase sur-critique pour les arbres de Galton-Watson
5.3.1 Conditionnement a ’extinction

Lemme 5.3.1. Soit pu une loi de probabilité sur N. On considére larbre de Galton-Watson (Zy,),,cxn
de loi de reproduction p et on note T' = 35, cn Zn. Si (Xy),en- €5t une suite de variables aléatoires
indépendantes de loi p et st S, = X1+ -+ X,, — (n— 1) pour n € N*, alors T' a la méme loi que :

T'=min{n € N*, S, =0}.
Théoréme 5.3.2. Soit 1 une loi de probabilité sur N t.q. m, = > ey ki ({k}) > 1. On note ¢ > 0 la

probabilité d’extinction. Alors le processus conditionné a ['extinction est un arbre de Galton-Watson
dont la loi de reproduction i, est donnée par :

Wk € N, g ({k}) = p ({k}) "
De plus, ce processus est sous-critique.

Exemple 5.3.3. On suppose que v est une loi de Poisson de paramétre X > 1 (c.f. exemple 1.4.5).
On se donne N < 1 t.q. \e™ = Ne™>. Alors un arbre de Galton-Watson de loi de reproduction P(\)
conditionné a Uextinction est un arbre de Galton-Watson de loi de reproduction P (XN').

5.3.2 Population totale

Théoréme 5.3.4. Soit (X,,), - une suite de variable aléatoires réelles indépendantes suivant toutes
la loi d’une variable aléatoire X. On suppose X intégrable. Pour a € R, on note :

Ha) — 48P0 (ta —InE (etX>) sia>E(X)
“= SUDPy<g (ta —InE (etx>) sia <E(X)

Alors :
(i) Va > E(X), Vn € N, P(X; + -+ X,, > na) < e @
(i) Va <E(X), Vn e N, P(X; +---+ X, <na) < e ™

Démonstration. On se place dans le cas ot a > E(X) (sinon, on remplace X par —X). Alors :
VieR, P(X;+4+--+X,>2na)=P <exp tZXZ> > exp (tna))
=1
< e MR (exp (tZ)Q)) = exp (—n (ta +InE (etX)))
=1
D’ou le résultat en passant au sup sur ¢. O

Théoréme 5.3.5. Soit p une loi de probabilité sur N t.q. m, = Y renkp ({k}) > 1. On considére
Varbre de Galton-Watson (Z,),,cy de loi de reproduction p et on note T = 3, ey Zy,. Alors :

e—kl

vk €N, P(k < T < +00) < 7,
ot [ = sup,cp (t— InE (etX>) > 0.

Démonstration. Soit (X,,), . une suite de variables aléatoires indépendantes de loi y. Pour n € N*,
onpose S, =X;+---+X,—(n—1)et:
T'=min{n € N*, S, =0}.
Alors T et T" ont méme loi selon le lemme 5.3.1. Et on a :
Vk € N, P(k<T<—|—oo)=§:P(T':s) <§:IP’(X1—|—--~+XS<S).
s=k s=k
On applique le théoréme 5.3.4 pour obtenir P (k < T < +00) < %2, e */. Aprés avoir montré que

I # 0 (par exemple en observant la dérivée de t — ¢t — InE (etX ) en 0), on en déduit I'inégalité
souhaitée. ]
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5.4 Temps d’arrét et population totale d’un arbre de Galton-Watson

Théoréme 5.4.1. Soit (Yy,), oy une suite de variables aléatoires indépendantes et identiquement
distribuées d valeurs dans NU{—1}. On fize k € N et on considére, pour n € N* :

S,=k+Y,+---+Y, et Hy=min{n € N*, S, =0}.
Alors : "
Autrement dit, Vn € N*, P(Hy =n | S, =0) = .

Démonstration. On raisonne par récurrence sur n. Pour n = 1, le résultat est clair. Pour I'hérédité,
on conditionne selon la valeur de Y. O

Théoréme 5.4.2. Soit yu une loi de probabilité sur N. On considére 'arbre de Galton- Watson (Zy,),,cxn
de loi de reproduction p et on note T' = 3, cn Zn. Si (Xy),en- €5t une suite de variables aléatoires
indépendantes de loi p, alors :

1
Vne N P(T=n)=-P(X;+---+X,=n—1).
n

Démonstration. Appliquer le lemme 5.3.1 puis le théoreme 5.4.1. ]

6 Marches aléatoires

6.1 Généralités

Définition 6.1.1 (Marche aléatoire). Soit pu une loi de probabilité sur Z%, et soit (X,),cn. une suite
de variables aléatoires indépendantes de loi 1. On appelle marche aléatoire de loi de saut p la suite

(Sn)nen définie par :
vneN, S, =Y X, ez’

k=1

Définition 6.1.2 (Récurrence et transience). Soit u une loi de probabilité sur Z¢. On considére la
marche aléatoire (S,,), oy de loi de saut . Pour x € Z°, on note :

R, =limsup (S, =z)= ] U (S.=12).

n—+00 NeNn>N

Autrement dit, R, est [’événement “la marche aléatoire passe par x une infinité de fois”.
(i) SiPP(Ro) =1, on dit que la marche aléatoire est récurrente, et on a alors P (N,eza Ra) = 1.

(i) SiP (DRO) =1, on dit que la marche aléatoire est transiente, et on a alors P (ﬂmezd DR;E) =1.

6.2 Principe de dichotomie

Notation 6.2.1. Soit (S,,), .y une marche aléatoire sur Z* de loi de saut ju.
— On définit une fonction g : x € Z —— ¥,enP (S, = ) € [0, +00].
— On définit une suite (Hék))keN de wvariables aléatoires par Héo) =0 et Vk € N, Hékﬂ) -

inf {n > Hék), S, = O}.
— On note de plus Hy = él).

Lemme 6.2.2. Soit (S,), .y une marche aléatoire sur Z* de loi de saut p. Alors :
Wk €N, P (H{" < +00) = P (Hp < +00)".
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Démonstration. Pour 7 € N et m € N, on pose S = 77" | X Ainsi, pour k € N :

r=1 meN*

P (I < oc) = 3B () = 1Y < 420) = S8 (( 19— ) U (59 - 0))
:f:p(ﬂgk>:r)ﬂv(u (st = 0)) iP(Hg’“ = 1) P (Hy < +00)
r=1 meN* r=1
=P (H§" < +00) - P(Hy < +00).
On en déduit le résultat par récurrence. O

Proposition 6.2.3. Soit (S,), .y une marche aléatoire sur Z de loi de saut p. Alors :

1
1 -P(Hy < 400)

9(0) =

Démonstration. Notons qu'on a une bijection entre {n € N, S, =0} et {k eN, #HP < —l—oo}.
Donc :

1

:E(Z]I(Sn:())> :E(Zn(Hé’“) <+oo)) = > P(Hy < +00)" = =P (H, < 1o0)

neN keN keN

O

Théoréme 6.2.4. Soit (S,), .y une marche aléatoire sur Z* de loi de saut p.
(i) SiP(Hy < +00) <1 (i.e. g(0) < +00), alors la marche aléatoire est transiente.
(ii) SiP(Hy < +00) =1 (i.e. g(0) = +00), alors la marche aléatoire est récurrente.
En particulier, P (Ry) € {0,1}.

Démonstration. (i) Supposons P (Hy < +00) < 1. Alors E(X,,cn 1 (S, = 0)) = ¢(0) < 400 donc
>nen 1 (S, = 0) est presque-siirement finie, et la marche aléatoire est transiente. (ii) Supposons
P(Hy < +00) = 1. Alors Vk € N, P(Hék) < —l—oo) — P(Hy < +00)" = 1. Donc, par intersection
décroissante :

P (Ro) = (ﬂ (H§" < +oo>) = lim P(H{" < +o00) =1.

keN k—+o00

Donc la marche aléatoire est récurrente. ]

6.3 Marche aléatoire simple

Définition 6.3.1 (Marche aléatoire simple). On appelle marche aléatoire simple sur Z? la marche
aléatoire dont la loi de saut p est donnée par :

Vie{Ldb, nled) =p(-ed) = 5.,

ot (ey,...,eq) est la base canonique de RY.

Lemme 6.3.2. La marche aléatoire simple sur Z est récurrente ssi :
/ R L 4§ — +
—_ 00
[—m,m]¢ 1-— tq)u(g) t—1- ’
ot @, € € R — [ ™) dp =3, cpa pn ({}) €19 est la fonction caractéristique de pu.

30



Démonstration. Pour ¢ € [0, 1], posons ¢;(0) = > ,ent"P (S, = 0). Ainsi ¢(0) = limt — 17¢,(0)
par convergence monotone. Soit n € N. En considérant la mesure p*" (produit de convolution itéré
n fois), on a :

/[Tr,ﬂd ®,(8)" de/[ﬂ’ﬂd &) dé= > ({=}) / e ¢iléln) g

xeZd

= (2m)w™ ({0}) = (2m)'P (S, = 0).

On en déduit par convergence dominée que V¢ € [0, 1], ¢¢(0) = d¢, puis on passe

27r (2m)d f —m,7)? 1 t<I> u(&)
a la partie réelle, on fait tendre ¢ — 1~ et on applique le théoreme 6.2.4. ]

Théoréme 6.3.3 (Théoreme de Pélya).
(i) Sid <2, la marche aléatoire simple sur Z¢ est récurrente.

(ii) Sid > 3, la marche aléatoire simple sur Z? est transiente.

Démonstration. Cas I :d=1.On a :

om\ (1\2" 1
vmeN,P(SQmZO):<:Z>(2> ~ e

Il vient g(0) = >,enP (S, = 0) = +o00, donc la marche aléatoire est récurrente selon le théoreme
6.2.4. Cas 2 : d = 2. On pose €1 = f(l 1) € 7% gy = f( 1, 1) € 7Z2. Alors (61,62) est une base
de R? dont on note (&%, ¢3) la base duale. Pour n € N, on note Sn £5(Sy) et S@ = g5 (S,). Alors
(S,(Ll))neN et (S’(Lz)>neN sont des marches aléatoires simples indépendantes sur Z. Donc :

Vm € N, P(Sa = 0) = P (S0 = 0) P (S = 0) ~ —.

w™m

Il vient ¢g(0) = +o00, donc la marche aléatoire est récurrente selon le théoreme 6.2.4. Cas 3 : d > 3.
On a:

VéE e RY, @

d
Zos k) -

‘2 On conclut alors avec le lemme 6.3.2. ]

&M—‘

Donc

1*%() o |I§\

6.4 Exemples de résultats plus généraux en dimension 1

Théoréme 6.4.1. Soit (S,), .y une marche aléatoire sur Z de loi de saut p. On suppose que
Srez |kl p({k}) < 4+o00. Alors la marche aléatoire est récurrente ssi > ez ku ({k}) = 0.

Notation 6.4.2. Soit (S,), .y une marche aléatoire sur Z de loi de saut y. Pour n € N*, on note
X, = 5.

n

Définition 6.4.3 (Entropie et pression). Soit (S,), oy une marche aléatoire sur Z de loi de saut .
On définit :
(i) L’entropie s:z € R +— sup,,cy- (% InP (771 > :1:))

(ii) La pression p: A € Ry — InE (e’\Xl).
Lemme 6.4.4. Soit (S,),cy une marche aléatoire sur Z de loi de saut pi. Alors :
¥z €R, Yn € N, P(X; > 2)" <P (X, >z) <™,
Théoréme 6.4.5. Soit (S,), .y une marche aléatoire sur Z de loi de saut ji. Alors :

VA e Ry, p(A) =sup (Au+ s(u)) .

u€R
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Proposition 6.4.6. Soit (S,),.y une marche aléatoire sur Z de loi de saut p. Alors pour tout

x € R, la suite (— InP (Yn > .73)) est sous-additive et la suite (l InP (Yn > :L‘)) converge
neN* n neN*

dans [—00, 0] vers s(x).

Proposition 6.4.7. Soit (S,),cy une marche aléatoire sur Z de loi de saut p. Alors l'entropie s est
concave.

Théoréme 6.4.8 (Théoreme de Cramér). Soit (S,), oy une marche aléatoire sur Z de loi de saut p.
Alors pour tout x € R, la suite ( lnIP’( )) y converge dans [—00,0] e

l1nIP>(X )—> inf (lnE(eAxl) —)\:c).

n—+00 AeRy
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