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1 Valuation p-adique, écriture en base p, et congruences

1.1 Définitions

Notation 1.1.1. Dans tout le cours, p est un nombre premier fixé.

Définition 1.1.2 (Valuation p-adique). Pour tout a € Z\{0}, il existe un unique n € N et un unique
ap € Z avec p { ag t.q. a = p"ag. L'entier n est appelé valuation p-adique de a est noté v,(a). On
adopte de plus la convention v,(0) = +o0.

Proposition 1.1.3. Soit (a,b) € Z2.

(i) vpab) = vp(a) + vp(D).
(i) vp(a +b) = min (vy(a), vp(b)).
Définition 1.1.4 (Ecriture en base p). Soit a € N. Il existe k € N et (@i)ocick € {0, ,p— 1!

t.q. a = Zf:o a;p'. Les <ai)0<i<k sont uniquement déterminés pour un k donné ; ils sont appelés les
chiffres de a en base p. On note alors :

a=(ax--ap),.

1.2 Valuations p-adiques des factorielles et des coefficients binomiaux

Notation 1.2.1. Soit a € N, qu’on écrit en base p : a = (ay, -+ - ag),. On pose :

1=0
Proposition 1.2.2. Pourn € N*, on a :
n — sp(n
vp (nl) = pl)
p—1
Démonstration. Utiliser le fait que v, (n!) = 332, L%J puis écrire n en base p. Alternativement,
on peut raisonner par récurrence sur n. O

Proposition 1.2.3. Pour tout k € {1,...,p— 1}, (Z) est divisible par p.
Proposition 1.2.4. Pour (a,b) € N?, v, ((a:b)) est le nombre de retenues effectuées lors de l'addi-
tion de a et b.

Proposition 1.2.5. Soit (m,n, k) € N3. Alors :

(") =2.0)0)

Démonstration. Ecrire (1 + X)™" = (14 X)™ (1 + X)", développer les deux membres de 1'égalité
et comparer les coefficients de X*. O

Proposition 1.2.6. Soit (m,n) € N2, qu’on écrit en base p : m = (my, - - -my)

Alors : .
m ™m;
= ! d p.
() =11(0) mocs

Démonstration. Noter d’abord que selon la proposition 1.2.3, on a (1 + X)” =1+ X? mod p. On
2
en déduit que (14 X)” = ((1+ X)")’ =1+ X? mod p, puis par récurrence :

, etn= (nk---no)p.

Vi e N, (1+X)pi =14+ X" mod p.

On éerit alors m = Y5 mpt, d'on (1+ X)™ = [T, (1 + X)™* =1~ (1 + sz-)mi mod p. Or,
dans ce produit, 'unique maniére d’obtenir X™ est sous la forme X™ = X™ ... X" Le coefficient
de X™ est donc (’:g) e (’;’:) Le résultat suit. O



1.3 Le corps F, et les anneaux Z/p"Z

Proposition 1.3.1. Pour tout n > 1, Z/p"Z est un anneau. Pour n = 1, Z/pZ est un corps que
l'on note F,,.

Proposition 1.3.2. Soit n > 1. Les inversibles de Z/p"Z sont les classes des entiers premiers avec
p. Ainsi :

(@/p"z)| =" (p—1).

Proposition 1.3.3. Soit (z,y) € Z*. Pourn >1, on a :

r=y modp" = 2’ =¢” mod p".

Démonstration. Ecrire 2 = y + p"z, avec z € Z, puis développer z? = (y + p"z)". O
Proposition 1.3.4. Soit y € Z. On suppose que p # 2. Alors pour n > 1 :

(1+p"y)" =1+p "y mod p™*2.
Lemme 1.3.5. Soit K un corps. Alors tout sous-groupe fini de (K>, x) est cyclique.

Démonstration. Soit G un sous-groupe fini de K* de cardinal N. Pour n € N*, on note ¢(n) =
‘(Z/nZ)X I'indicatrice d’Euler de n; ¢’est le nombre d’éléments d’ordre n de (Z/nZ,+). On note de

plus ¥(n) le nombre d’éléments d’ordre n de (G, x). On veut prouver que (N) # 0. Soit n € N*
t.q. ¥(n) # 0 (cela implique n | N). 1l existe donc € G d’ordre n. Considérons :

NZ/nZ — G

T -

avr— x¢

Alors v, est un morphisme injectif de groupes. De plus, Im 1, est inclus dans I’ensemble des racines de
(X" — 1) dans K. Comme cet ensemble est de cardinal au plus n, Im ¥, est exactement 1’ensemble des
racines de (X™ — 1) dans K. Ainsi, Z/nZ est isomorphe au sous-groupe de G constitué des éléments
d’ordre divisant n. Ceci prouve que, si ¥(n) # 0, alors ¥(d) = ¢(d) pour tout d | n. En particulier,
pour tout n | N, ¢(n) € {0,¢(n)}. Ainsi :

N =Y u(n) <Y ) =N.

n|N n|N
On a égalité, donc pour tout n | N, ¢)(n) = ¢(n). En particulier, ¥(N) = ¢(N) # 0. O
Théoréme 1.3.6.
(i) Le groupe (IF;, ><) est cyclique.
(ii) On suppose que p # 2. Alors pour tout n > 1, le groupe ((Z/})’LZ)X ; ><) est cyclique.
Démonstration. (i) C’est un corollaire du lemme 1.3.5. (ii) Le résultat est déja prouvé pour n = 1.

Etape 1 : n = 2. Notons que (Z/p*Z)* est un groupe de cardinal p(p — 1). Et on a un morphisme
surjectif de groupes :

st (2/p°2)" — (2/pL) .

Comme (Z/pZ)* est cyclique, soit x € (Z/p*Z)” t.q. s(x) engendre (Z/pZ)*. Alors le groupe ()
engendré par x a une image de cardinal (p — 1), donc |(z)| est multiple de (p — 1). De plus, |(x)|
divise p(p — 1), donc [(z)| € {(p — 1), p(p — 1)}. Si [{(z)| = p(p — 1), alors (x) = (Z/p*Z)" et on a
terminé. Sinon, on a x?~* = 1. On considére y = z(1 + p). Alors s(y) engendre (Z/pZ)™ et y?~* £ 1
mod p?. Ainsi, (y) = (Z/p*Z)". Etape 2 : n > 3. On a un morphisme surjectif de groupes :

s: (Z)p" L) — (Z/]92Z>X :
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Comme (Z/p?Z)™ est cyclique, soit x € (Z/p"Z)” t.q. s(x) engendre (Z/p?Z)”. Ainsi, |(z)| divise
p"Y(p — 1) et est multiple de p(p — 1). De plus, il existe y Z 0 mod p t.q.
o' =1+py mod p.

On a donc, selon la proposmon 1.3.3, 27~V = (1 +py)? mod p puis, selon la proposition 1.3.4 (car
p #2), 2P~Y =1+ p?y mod p3. Par récurrence, il vient 22" 1) = 1+p" 1ty #1 mod p”. Ainsi,

(@) =p"H(p — 1), d'olt (x) = (Z/p"Z)". N

Remarque 1.3.7. Le point (ii) du théoréme 1.3.6 est fauz si p = 2. On peut en fait montrer que,
pourn = 2 :
(2/2"2)* ~ (2/22) x (Z/2" L) .

2 Complétion de QQ, construction de Q, et Z,

2.1 Distance p-adique

Définition 2.1.1 (Valuation p-adique des rationnels). Pour tout a € Q\{0}, il existe n € Z, (¢,d) €
ZxN tqptc ptdeta=p"5 Llentier n est uniquement déterminé; il est appelé valuation
p-adique de a est noté v,(a).

Proposition 2.1.2. Soit (a,b) € Q?.

(i) vp(ab) = wvp(a) + v,(b).

(i) vyl +b) > min (vy(a), y(b)).
Définition 2.1.3 (Distance p-adique).

(i) On définit |-|,: Q@ — Ry en posant :

Va € Q, |a|p =p (@),
(ii) On définit d, : Q* — R, en posant :
V(a,b) € Q°, dy(a,b) = a—0],.
Définition 2.1.4 (Distance ultramétrique). Une distance d sur un ensemble X est dite ultramétrique
lorsque :
Y(a,b,c) € X?, d(a,b) < max (d(a,c),d(c,b)).
Cette propriété est plus forte que l'inégalité triangulaire.
Proposition 2.1.5. Soit (X, d) un espace ultramétrique. Alors :
Y(a,b,c) € X*, d(a,c) # d(c,b) = d(a,b) = max (d(a,c),d(c,b)).

Proposition 2.1.6. d, est une distance ultramétrique sur Q.

2.2 Complétion d’un espace métrique

Théoréme 2.2.1. Si (X, d) est un espace métrique, alors il existe un espace métrique complet (X, a?)

et une isométrie i : X — X d’image dense. L’espace ()2', CZ) est unique a isométrie bijective pres. De
plus, il vérifie la propriété universelle suivante : st Y est un espace métrique complet et si f : X =Y
est une application uniformément continue, alors il existe une application uniformément continue
f X >5Y faisant commuter le diagramme suivant :

A

Comme (X, c?) est unique a isométrie bijective prés, on lappelle le complété de (X, d).
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2.3 L’espace Q,
Définition 2.3.1 (Q,). On note (Q,,d,) le complété de (Q,d,). C’est un espace métrique complet
et Q est dense dans Q,. On définit + et x comme suit :
(i) Si (a,0) € Qz, il existe (an),cy €t (bn)yey t-¢- Gn ¢ et by, — b. Alors la suite
(an 4 bn) ey est de Cauchy et sa limite (qui ne dépend pas du choiz de (ay), oy €t (bn),en) €5t

notée a + b.
.o . 2 . . .
(ii) Si (a,0) € Q, il existe (an),cy et (bn) t.g an —— a et by, — b. Alors la suite

(anbn), ey €st de Cauchy et sa limite (qui ne dépend pas du choiz de (an),cy €t (bn),en) €5t
notée ab.

neN

Ceci définit une structure de corps sur Q, qui étend celle de Q. De plus, les opérations +, —, X et
=1 sont continues.

Proposition 2.3.2. Y(z,y) € Q2 = # y = d,(z,y) € p” = {p", n € Z}.
Proposition 2.3.3. La distance d, est ultramétrique.

Notation 2.3.4. Soit (X,d) un espace métrique. Pour a € X etr >0, on note :
(i) B(a,r) ={z € X, d(z,a) <r},
(ii) BF(a,r)={z € X, d(a,z) <r}.

Corollaire 2.3.5.
(i) Tout triangle dans Q, est isocéle.

(i) Soit a € Q, et r > 0. Alors :
Vo € B(a,r), B(a,r) = B(z,r).

(ili) Soita € Q, et r > 0. Alors :
diam B(a,r) <.

(iv) Soit (a,b) € Q2 et r,s > 0. Si B(a,r) N B(b,s) # &, alors B(a,r) C B(b,s) ou B(a,r) D
B(b, s).
(v) Soita € Q, et r > 0. Alors B(a,r) est ouverte et fermée.

(vi) Une suite (an),cy € QE est de Cauchy ssi dy (ay, Gpy1) T 0.

(vii) Une série Y- a,, converge ssi a, — 0.

Proposition 2.3.6. La fonction v, : Q — Z se prolonge en une fonction v, : Q, — Z, par exemple
en posant :

Vr € Q) vp(z) = —log, |z,
Ainsi, v, a les propriétés suivantes :
(i) v, est continue sur Q,.

(ii) v, est localement constante sur Q.

)

(i) V(z,y) € Q2, vy(wy) = vp(x) + vy(y).

(iv) Y(z,y) € Q2, vp(z +y) = min (v,(x), v,(y)).
)

(v) Si une suite (ay),on € Q) converge vers a € Qp, alors (v (an)), oy stationne en vy(a).



2.4 L’espace Z,

Définition 2.4.1 (Z,). On note Z, le complété de Z pour d,, ; autrement dit, Z, est l’adhérence de
Z en tant que partie de Q,. Ainsi, Z, est un sous-anneau de Q.

Proposition 2.4.2. Z, = BF(0,1) = {z € Q,, v,(x) > 0}.
Démonstration. (C) OnaZ C BF(0,1), et BF(0,1) est un fermé de Q,, donc Z, = Z C BF(0,1).
(D) Soit a € BF(0,1). On peut supposer que a # 0. Soit (a,),cy € Q" t.q. a, — Quitte a

extraire, on peut supposer que Vn € N, d, (a,a,) < p~™. Ainsi :
Vn € N, v, (a,) = min (v, (a), v, (a, —a)) = 0.

Pour n € N, on peut donc écrire a, = g, avec (¢,,dy,) € Z x (Z\{0}) et p t d,,. Comme p 1 dp, il
existe e, € Z t.q. e,d, =1 mod p". Ainsi :

Vn e N, v, (an, — cnen) = v, (dn) + vy (@ — cnen) = vy, (cn) + v, (1 — e,dy)
= vy (a,) + v, (1 —end,) = n.

Donc a,, — ¢,e, —> 0, d’ott @ = lim,,_ 4o @y, = lim,, 4o Cpe, € Z = L. O
TL—) o

Proposition 2.4.3. Z, est compact.
Démonstration. Comme Z, est complet, il suffit de montrer que Z, est précompact (i.e. pour tout
e > 0, Z, peut étre recouvert par un nombre fini de boules de rayon ¢). Soit donc € > 0. Soit n € N*

t.q. p7" < e. Pour a € Z,, il existe b € Z t.q. dy(a,b) < p~™. On se donne ¥’ € {0,1,...,p" — 1} t.q.
= b mod p". Ainsi, d(a,t') < p™", donc a € BF (/,p~™). On a prouvé que :

z,c U BFWp")c U B®.e).
b'e{0,1,...,p"—1} v e{0,1,...,p"—1}
Donc Z, est précompact complet, donc compact. O

Remarque 2.4.4. Pourn € N*, on a prouvé que Z, = Upeqo1,... pn—1y BE (b,p™"). Comme les boules
(BE (b;p™))o<pepn_1 SONt a la fois ouvertes et fermées, on en déduit que Z, est homéomorphe a

Uespace de Cantor {0, 1}
Proposition 2.4.5. On a :

= U Py

neN

2.5 Propriétés algébriques de Z,
Proposition 2.5.1. Z, est un sous-anneav du corps Q,.
Proposition 2.5.2. ZX = {a € Z,, v,(a) = 0}.

Proposition 2.5.3. Le groupe additif 7, est topologiquement cyclique : c’est l’adhérence du groupe
cyclique Z.

Proposition 2.5.4. Les sous-groupes fermés non triviauz du groupe additif Z, sont les p"Z, pour
n € N.

Démonstration. Soit G un sous-groupe fermé non trivial de Z,. Soit a € G t.q. v,(a) = minye v,(b).
On note n = v,(a). On a G C p"Z, (car Vb € G, v, (p~"b) = v,(b) —n > 0 donc p~"b € Z,). Notons
de plus que l'adhérence de aZ dans Z, est aZ,. Or G est fermé et aZ C G (car a € G), donc
aZy, C G. Mais si ag = p~"a, alors v, (ag) = 0, donc ag € Z). Donc p"Z, = aay'Z, = aZ, C G, d’ot
G = p"Zy. O

Proposition 2.5.5. Les idéaux non triviauz de l’anneau Z, sont les p"Z, pour n € N.
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2.6 Ecriture en base p

Définition 2.6.1 (Réduction modulo p™). Soit n € N*. Alors pour tout a € Z,, il existe ay € Z t.q.
la — a1|p < p~", autrement dit il existe b € Z,, t.q. a = a1 + p"b. Ainsi, la classe de a; dans Z/p"Z
ne dépend que de a et on la note a. On définit donc un morphisme d’anneauz :

L, — Z/p"Z
ar—a '
On notera parfois a mod p"™ plutét que a.
Proposition 2.6.2. Soit n € N*. Alorsa =0 dans Z/p"Z ssi a € p"Z,.

Corollaire 2.6.3. Pourn € N*, on a :
Ly /D" Ly ~= L[p"L.

Théoréme 2.6.4. Pour toult a € Z,, il existe une unique suile (a),.y € {0,1,...,p— 1Y tq.
a =7, ,a,p". Cette suite est appelée écriture en base p de a; on note :

a = (...an...a2a1ao)p.

Démonstration. Unicité. Soit (an),cn » (bn)peny € 10,1,...,p — 1M t.q. (an)pen 7 (On)pen- Sing =
min {n € N, a,, # b,}, alors :

Up (Z anpn - Z bnpn> =ngy < +09,
n=0

neN

d’ott 3o5% g anp™ # 3onlo bap™. Existence. On définit (s,),cy € Zy) €t (an),ey € {0,1,...,p — 1Y par
récurrence en posant Sy = a, puis aprés avoir construit Sg, do, - - ., Sp_1,dn_1, S, ON pose a, 'unique
élément de {0,1,...,p— 1} t.q. S, =@, et sp11 = % (Sn — ap). On a alors :

VneN, a=ay+pay+ -+ pa, +p s

Ainsi, a = Y07, a,p". [

2.7 Une autre réalisation algébrique de Z,
Proposition 2.7.1. On consideére :
B = {(bn)neN* € H Z/p"Z, Nn € N*, b,y1 =0b, mod p”} )
neN*

On munit [T,en- Z/p"Z de la topologie produit, ce qui en fait un espace compact selon le théoréme de
Tykhonov, et on munit B de la topologie induite. On considére l'application :

Ly — B
b— (b mod p")

neN*
Alors cette application est un homéomorphisme et un isomorphisme d’anneaut.

Démonstration. Surjectivité. Soit (by,), o+ € B. Pour n € N*, il existe b, € Z, qui releve b,, modulo
p". La suite (Bn) Cx est alors de Cauchy, donc converge vers b € Z,,. Et on vérifie que Vn € N*, b, = b
mod p". O

Proposition 2.7.2. Soit Q € Z[X, ..., X4]. S’équivalent :

7



(i) Q a une racine dans Z{.
(ii) Vn € N*, Q a une racine dans (Z]p"Z)".
Démonstration. (i) = (ii) Clair. (ii) = (i) Pour n € N*, soit (555”),.. xfj")) e (Z/pz)*
Q (f@, . ,fén)) = 0. Soit (a:l ). ,a:én)) € Z! relevant (fg"), . ,%&")) modulo p". Alors la suite

((xgn), e ,xfln))) . est a valeurs dans le compact Zg, donc admet une sous-suite convergeant vers
n *
un (21,...,24) € Z%. Bt on a Q (z1,...,24) = 0. O

3 Lemme de Hensel

3.1 Une version du lemme de Hensel

Remarque 3.1.1. Si Q € Z,[X] admet une racine dans Z, alors pour tout n € N*, ) admet une
racine dans Z/p"Z.

Notation 3.1.2 (Dérivée de Hasse). Soit A un anneau commutatif. Pour Q = Y4_, . X* € A[X]
et 1 € N, on pose :

itk
QMZZ( i )qz‘_;_kaGA[X].

k=0
On dit que Q" est la i-iéme dérivée de Hasse de Q). Dans le cas o i! est inversible dans A, on a :

Q(i)

il

Q[i] _

Proposition 3.1.3. Soit A un anneau commutatif. Pour Q = Y¢_, qu X* € A[X], on a :
QIX+Y) Z YhQ

Théoréme 3.1.4 (Lemme de Hensel). Soit @ € Z,[X]. On suppose qu’il existe ay € Z,, t.q.

Q (ao) € pZ, et Q' (ao) € Z).

Autrement dit, () admet une racine simple dans Z/pZ. Alors il existe un unique a € Zy, t.q. Q(a) =0
et (a — ag) € pZ,.

Démonstration. Ezistence : méthode de Newton. On pose € = ag + pZ, = BF (ag,p7'). Six € €,
il existe un h € Z, t.q. = ay + ph. Donc :

d
Q'(x) = Q (ao + ph) = Q' (ag) + ph 3 (ph)* Q)M (ap) € Z,

k=1
ou d = deg ). Par le méme argument, on a Vz € €, Q(x) € pZ,. On définit donc a bon droit :

¢—¢
@ Q) -

ZEP—>I'—Q,(£E>

A partir de ag, on définit par récurrence une suite (ay), .y € ¢ en posant :

Vn €N, a1 = ¢ (an).

On montre par récurrence sur n que Vn € N, Q (a,) € p*"Z,. Ceci prouve d’'une part que (a,), oy est

de Cauchy (donc converge vers a € €, car € est un fermé de l'espace complet Z,), d’autre part que

Q (an) — 0. Ainsi, Q(a) = 0. Unicité. Si a et o’ sont deux racines distinctes de ) dans ag + pZ,,
n—-+00

alors (X —a) (X — o) divise Q. En réduisant modulo p, (X — @) divise Q dans Z/pZ[X], ce qui
contredit I'’hypothese Q' (ag) € Z;. O



Exemple 3.1.5. Le polynome XP~1 —1 a (p — 1) racines simples dans Z/pZ. Le lemme de Hensel
assure que chacune de ces racines se reléve dans Z, en une unique racine de X?~' — 1. Pour tout

a € Z), iy a donc dans Z; une unique racine (p — 1)-iéme de l'unité qui est congrue a a modulo
p; on la note w(a) et on pose (a) = aw(a)™" € 1+ pZ,. Ainsi :
(i) w:Zy — Z) est un morphisme de groupes.
(i) Ya € Z), a = w(a) (a) avec w(a)’"' =1 et (a) € 1+ pZ,.
(iii) Zy = pp—1 x (1 +pZp), ot pp_1 est l'ensemble des racines (p — 1)-iemes de ['unité.

Exemple 3.1.6. Supposons p # 2. Sic € Z est un carré non nul modulo p, alors \/c € Z,.

3.2 Premiere généralisation

Lemme 3.2.1. Soit K un corps, (P,Q) € K[X]*. On suppose que P et Q) sont premiers entre eux.
Alors pour tout R € K[X], il existe (A, B) € K[X]? t.q.

R= AP+ BQ et deg A < deg Q.

Démonstration. L’égalité de Bézout fournit I'existence de (A, E) € KIX]? t.q. R = AP + BQ.
On a alors VC' € K[X], R = (;1 — C’Q) P+ (B + CP) Q. En prenant C' le quotient de la division
euclidienne de A par Q, le couple (A,B) = (ﬁ —CQ,B+ C’P) convient. H

Proposition 3.2.2. Soit ' € Z,[X]. Soit (G1, H1) € Z,|X|* vérifiant :

(i) F=G1H; mod p.

(ii) Les réduits modulo p Gy et H, sont premiers entre euzx dans Z/pZ[X].

(iii) Gy est unitaire.
Alors il existe (G,H) € Z,[X]? t.q. F = GH, G est unitaire, G =G, mod p et H= H; mod p.
Démonstration. On note d = deg F et m = degG;. On a deg F' < d et degG; = m (car G est
unitaire). On peut de plus supposer que deg H; = d — m quitte & enlever les termes divisibles par
p. On va construire deux suites (Yy,), o € Zp[X|V et (Z3),en € Zp[X|V avec Vn € N*, deg,, <
m et degZ, <d—mtqsiG=G +3,2,p"Y, et H=H+>,p"Z,, alors FF = GH. Soit
n € N* tel qu’on ait construit (Y,...,Y,_1) et (Z1,...,Z,_1). On pose :

n—1 n—1
Gn=GCGi+>. 0"V et H,=H+)> p'Z.
k=1 k=1
On suppose que F' = G,H, mod p" (c’est vrai pour n = 1, et on s’assurera que la propriété

est vérifiée au rang (n + 1) pour que la récurrence se propage). Il existe alors F, € Z,[X] t.q.
F =G,H, + p"F,. Et on cherche (Y, Z,) € Z,[X]* t.q.

F=(G,+p"Y,) (H, +p"Z,) =F +p" (Y, H, + Z,G, — F,) mod p"™,

ie. Y,H, + Z,G,, = F, mod p. On remarque que GG, = G; mod p et H, = H; mod p donc
G, N H, = 1dans Z/pZ[X]. On applique donc le lemme 3.2.1 dans Z/pZ[X]| pour obtenir (Y,,, Z,) €
Z, X? t.q. V,H, + Z,G,, = F, mod p, avec degY,, < m (et deg Z, < d —m). La récurrence se
propage et les polynomes G = G, + > 02, p"Y, et H = H, + Y77, p"Z, conviennent. O]

3.3 Seconde généralisation

Proposition 3.3.1. Soit Q) € Z,[X]. On suppose qu’il existe ay € Z,, et k € N* 1.q.
Q (a0) € P*Q’ (a0)* Zy.

Alors il existe un unique a € Z, t.q. Q(a) =0 et (a — ap) € p*Q’ (ay) Z,.

Démonstration. Méme démonstration que le théoreme 3.1.4 (méthode de Newton). [
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4 Fonctions continues sur Zp

4.1 Espace des fonctions continues sur Z,

Définition 4.1.1 (Norme de Q,-espace vectoriel). Soit V' un Q,-espace vectoriel. On appelle norme
sur' V' toute norme ultramétrique ||-|| vérifiant :

VAEQ,, Yo eV, [Ihvf = [Al o]
Notation 4.1.2. On munit C°(Z,,Q,) de la norme |-|| ..
Proposition 4.1.3. (C°(Z,,Q,), ||I|l..) est un Q,-espace vectoriel normé complet.
Proposition 4.1.4. Les fonctions localement constantes sont denses dans C° (Z,,Q,).
Démonstration. Remarquer que :

VneN, Z, = |_| BF (a,p‘") .

a€ {0, pn—1}

Utiliser cette égalité pour approcher une fonction f € C°(Z,,Q,) par des fonctions localement
constantes, en utilisant 'uniforme continuité de f (car Z, est compact). O

4.2 Coefficients binomiaux, fonctions puissances
Notation 4.2.1. Pour k € N, on pose :
(X) XX 1) (X — k1)

i il € Q[ X].

Proposition 4.2.2. Vx € Z,,, Vk € N, (i) € Ly.

Démonstration. On fixe k € N et on considere f : z € Z, — (i) Ona f(Zsx) CZ CZyet Lz,
est dense dans Z,, donc f (Z,) = f <Z>k> C f(Zsk) C Zy,. ]
Notation 4.2.3. Pour a € Z, et z € pZ,, on note :

(1+2)*= i (Z)Zk € Zy.

k=0

Remarque 4.2.4. Soit z € pZ,. Avec la notation 4.2.3, on aVa € N, (14+2)*=(1+2)--- (1 + 2).

a fois
Lemme 4.2.5. ¥(z,y) € Z2, Yk € N, (V) = h, (%) (%)
Proposition 4.2.6. Soit z € pZ,.
(i) La fonction a € Z, — (14 2)* € Z,, est continue.
(ii) Y(a,b) € Z2, (1+ 2)*(1 4 2)" = (1 + 2)**°.
Exemple 4.2.7. Supposons p # 2. Alors % € Zy. Ainsi, pour z € pZ,, (1 +z)% est une racine carrée

de (1+ z) dans Z,. D’apres le lemme de Hensel (théoréme 3.1.4), c’est en fait la seule racine carrée
de (1 + z) qui est congrue a 1 modulo p. Par exemple, dans Zs : 162 = —4.

N|=

Proposition 4.2.8. On suppose que p # 2. On considére :
Ly — 1 4 pZ,
7 a— (1+p)*
Alors ¢ est un isomorphisme de groupes entre (Z,,+) et (1 + pZ,, x) et c’est aussi un homéomor-

phisme.
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Démonstration. Morphisme de groupes. Voir proposition 4.2.6. Injectivité. Soit a € Z,\{0}. Ecri-
vons a = app", avec ag € Z, et n = vy(a). Alors :

00 n n_ 1
o(a) = (14+)" = 1+ agp™ + 2W<a°p )pk.
2 k-1

ko\ k-1
v, (agp™™). Ainsi, v, (p(a) — 1) =n+ 1 < +oo donc a & Ker ¢. Surjectivité. On se donne z € Z, et
on cherche a € Z,, t.q. (1 +p)* = 1 + px. Construisons par récurrence deux suites (a,),cy- € Zb et

(Un)pen- € Zs* t.q.

Or, comme p # 2, on a v, (%) > 2 pour tout £ > 2. Donc v, (ZZOZQ aop” (“‘)pn*l)pk) >n+2>n+1=

Vn € N*, (14 p)*™ =1+ px + p"y,.

On prend (ay,y1) = (0, —x). Supposons avoir construit (ai,...,a,) et (y1,...,y,). On vérifie que si
Upt1 = A —pP" typ, alors (1 +p)**" = 14pzr mod p"*'. La récurrence se propage. La suite (an),,cx-

ainsi construite et alors de Cauchy car |a, 1 — an]p < p~ (b T 0. Et si a = lim,,_, |« a,, alors
n——+0oo

(1+p)*=1+pzx. O

Corollaire 4.2.9. On suppose que p # 2. Alors le groupe 1+ pZ, est topologiquement cyclique (c’est
Uadhérence d’un groupe cyclique) et ses sous-groupes fermés non triviauz sont les 1 + p"Z, pour
n>1.

Corollaire 4.2.10. Si p # 2, alors :
Z; ~ l’[’p—l X Zp,

ou fu,—1 est l'ensemble des racines (p — 1)-iémes de l'unité dans Z,.

Démonstration. Voir exemple 3.1.5. [

Exemple 4.2.11. 1 + 475 ~ Z>.

4.3 Théoréme de Mahler

Remarque 4.3.1. Soit (ay),, oy € Z;) t.q. ay = 0. Alors x — >0, (fb)an définit une fonction

continue Ly — L.

Proposition 4.3.2. Soit (ay), .y € ZE t.q. ap — 0. On pose :

f:xEZp>—>Z<i>an€Zp-
n=0
Alors :

(i) Vn €N, a, = S0, f(i)(=1)"7(7).

(i) [1/1le = masucrs [,

Démonstration. (i) Montrer d’abord que, pour tout n € N :

10 0
f(o) Qo 1 1 ‘. oo '
: =M{ |, avec M =11 2 1 . : :<<Z>> )
f(n) tn SRR I/ ) oisj<n
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Prouver que M~! = ((—l)i*j (?))0( _ et en déduire le résultat. (ii) On a :
L,IN

J
>* (x T
Z a,| < max
o n neN n

Done || fllo, < maxpen |an|,. Réciproquement, & partir du résultat du (i), on a vn € N, |an|, <[] f]l;
donc maxuen [anl, < [|f]l.- -

Ve € Zy, |f(2)], =

‘an|p) g ISSI\}]( |a’n‘p .

p p

Lemme 4.3.3. Soit f € C°(Z,,Z,). Pour n € N, soit a,, = I f(i)(=1)"" (2‘) Alors :

) €13 (" Janes = S0+ () 0 )

§=0 k=0

Théoréme 4.3.4 (Théoréme de Mahler). Soit f € C°(Z,,Z,). Alors il existe une unique suite
(n)pen € Zyy de limite nulle t.q.

Vo € Zy, f(x)= i <$>an.

n=0 n

Démonstration. Unicité. C’est une conséquence de la proposition 4.3.2. Fxistence. Pour n € N, on
pose :

Il suffit de montrer que a,, — 0. En effet, on pourra alors considérer f (X € Ly Y0y (2) an €
oo

n
Ly, et on aura fiy = ﬁN, ce qui permettra de conclure par densité de N dans Z,. Montrons donc que

p ———— 0. Soit € > 0. Soit s € N t.q. p™° < e. Comme [ est continue sur le compact Z,, f est
n o

uniformément continue : il existe t € N t.q.
V(@,y) € Ly, (x —y) €P'Z, = (f(2) — f(y)) € P'Ly.
En appliquant le lemme 4.3.3 avec m = p’, on a :
p'-1 ot n n
e S e i W X R]
j=1 \J k=0
En soustrayant a cette égalité la définition de a,, on a :

neN, ay =S ({’;) s + kzz%) (—1) (Z) (F (k+5) = £ (R)). (+)

Jj=1

EpSZ
EpZyp P

Ainsi, Vn € N, a4t € pZ,. En réinjectant ceci dans (x), on obtient Vn € N, a,49,t € p*Z,, puis en
itérant :
Vn €N, apispt € P°7Zy,.

Autrement dit : Vn > sp?, \an\p <p ¥ <e. Donca, —— 0. O
n—4o0o

Remarque 4.3.5. 9i (° (N) = {(an)neN € 7y, an — O}, qu’on munit de ||-|| ., alors on a une

bijection isométrique linéaire :

° (N) — C*(Z,, Qp)
b o £ ()

On dit que ((X))neN est une base de Banach de l'espace de Banach (C°(Z,,Q,),||l..)-

n
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4.4 Fonctions différentiables
Définition 4.4.1 (Fonction différentiable). Une fonction f : Z, — Q, est dite différentiable en un
point a € Z, s’il existe un f'(a) € Q, t.q.

f@) = fla) + (z —a)f'(a) + 0a (x — a).

On dit de plus que [ est C' sur un ouwvert U de Z, lorsque f est différentiable en tout point de
U et Uapplication f' : U — Q, est continue. On définit de méme la notion de fonction C* (pour
1 <k < +o0) sur un ouvert de Z,.
Exemple 4.4.2.

(i) Les polynomes de Q,[X]| sont C® sur Z,.

(ii) Les fonctions localement constantes sont C*° sur Z,, de dérivée nulle.

Exemple 4.4.3. On consideére :

Zp—>@p
2vp () . )
e P six #0
0 stx=0

Alors f est C, de dérivée nulle sur Z,, mais f n’est pas localement constante (elle n’est pas constante
au voisinage de 0).

Remarque 4.4.4. Soit (a,),cy € Z) t.q. an " Oet fiax€Zpy— >, (i)an € Zy. Alors on

1
o)
1
= .

n

a les résultats (admis) suivants :
(i) f €C (2, Q) <= lanl, = o
(i) f €C (2, Q) <= lanl, =0

(iil) f est lipschitzienne <= la,|, = O (%)

5 Extensions finies de Q,

5.1 Théoréme d’Ostrowski

Définition 5.1.1 (Norme de corps). Soit K un corps. On appelle norme de corps sur K toute
application |-| : K — R, vérifiant :

(i) V(z,y) € K2, |z +y| < |z +|yl,
(ii) Y(z,y) € K?, |zy| = |z| - |y,
(ifi) 15| = 1.

Définition 5.1.2 (Norme ultramétrique, archimédienne). Soit |-| une norme de corps sur Q.

(i) On dit que |-| est ultramétrique lorsque :
V(z,y) € Q% |z +y| < max (|z], y]).
(ii) On dit que |-| est archimédienne lorsque :
dne€Z, |n|> 1

Proposition 5.1.3. Une norme de corps |-| sur Q est ultramétrique ssi elle est non archimédienne.
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Démonstration. (=) Clair. (<) Supposons que || est non archimédienne. Soit (z,y) € Q?, avec

|z| > |y|. Alors :
k
20

Donc Vk € N*, |z + y| < (k+ 1) |z|. En faisant tendre k — +00, on a |z + y| < |z| = max (|z], |y|).
Donc || est ultramétrique. O

Vk e N, |z 4y = ’x—l—y ‘ v < (k4 1)k

Définition 5.1.4 (Norme triviale). On appelle norme triviale sur Q la norme de corps |-| donnée
par :

1 six#0
Ve eQ, |x| = )
-l {O siz=0
Théoréme 5.1.5 (Théoreme d’Ostrowski). Soit |-| une norme de corps non triviale sur Q.
(i) Si || est non archimédienne, alors il existe un nombre premier p et un c € Ry t.q. [-| = |-|/.
(ii) Si|-| est archimédienne, alors il existe un c € R% t.q. |-| = |-|5,, ot |-, est la norme de corps

usuelle sur Q.

5.2 (Qp-espaces vectoriels normés

Définition 5.2.1 (Norme de Q,-espace vectoriel). Soit V' un Q,-espace vectoriel. On appelle norme
sur V' toute norme ultramétrique ||| vérifiant :

VAEQ,, Yo eV, [Au] = A, o]l

Théoréme 5.2.2. Soit V un Q,-espace vectoriel de dimension finie. Alors toutes les normes sur V'
sont équivalentes, et V' est complet pour nimporte laquelle.

Démonstration. Méme démonstration que sur R (on utilise le fait que ¥ = {x € V, ||z|| = 1} est
compacte pour |||, ot ||-||, est la norme sup associée a une base quelconque de V). O

5.3 Prolongement de la norme p-adique aux extensions de Q,
5.3.1 Existence
Lemme 5.3.1. Soit ) € Q,[X]. St Q(0) € Z, et Q) est irréductible, alors Q € Z,[X].

Démonstration. Soit m € N le plus petit entier t.q. F' = p™(Q € Z,[X]. On suppose par 'absurde
m > 1. Alors I'image de F' dans [, est divisible par X (car v, (F'(0)) > m > 1 comme Q(0) € Z,).
Soit donc r € N* la plus grande puissance de X divisant F' dans [F,, et soit H; € Z,[X] t.q.

F=X"H;, mod p.

Selon la proposition 3.2.2, il existe (G, H) € Z,[X]* t.q. F = GH, G = X" mod p et H = H,;
mod p. En particulier, G et H sont non constants, ce qui contredit 'irréductibilité de F', donc de

Q. O

Lemme 5.3.2. Soit K une exstension finie de Q,. Soit N : K — R, une application vérifiant
N()=0, N(1) =1 et ¥(z,y) € K*, N(xy) = N(z)N(y). Sont équivalentes :

(i) V(z,y) € K2, N(z +y) < max (N(z), N(y)).

(ii) Vze K, N(2) 1= N(1+2) < L.
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Proposition 5.3.3. Soit K une extension finie de Q,, dont on note d le degré. Pour x € K, on pose
my:y € K— xy € K. On définit :

N:ze K— ]detmx\;/d.
Alors N est une norme de corps ultramétrique sur K qui prolonge Hp.

Démonstration. Notons d’abord que Vo € Q,, m, = x - idx, donc N prolonge bien |-|p. De plus, il
est clair que N(0) =0, N(1) =1 et V(z,y) € K2, N(zy) = N(x)N(y). Selon le lemme 5.3.2, il suffit
donc de montrer que Vz € K, N(z) < 1 = N(1+ z) < 1. Autrement dit, il suffit de montrer que :

Vz e K, detm, € Z, = det my. € Z,.

Soit donc z € K t.q. detm, € Z,. On pose F' = Q,(2), et on note f = [F: Q,]. Si (k1,...,k.) est
une F-base de K, chaque F' - k; est stable par m, et my,,, d’ott on déduit :

det m, = (det 7, )" et det my,, = (detmy,,)°,

ou M, et My, sont les endomorphismes de F' induits respectivement par m, et m;,.. On se ramene
ainsi au cas ot K = F' = Q,(2). On note maintenant ) € Q,[X] le polyndéme minimal de z sur Q,;
il est irréductible et de degré f. De plus :

VP € QP[X], P(mz) = Mp(z)-

Ceci implique que @ est le polynéme minimal de m,. Or F est de dimension f = deg@ sur Q,[X],
donc @) est aussi le polynome caractéristique de m, sur F'. Il vient :

Q(0) = (=1)" detm, € Z,.

Selon le lemme 5.3.1, il vient Q € Z,[X]. Donc detm;, = det (idg +m.) = (-1)/Q(-1) € Z,. O

5.3.2 Unicité

Lemme 5.3.4. Soit F' un corps; |-|, et |-|, deuzr normes de corps non triviales sur F' induisant la
méme topologie. Alors il existe a« > 0 t.q. |-], = ||

Démonstration. Notons que :

Vz € F, |z]1<1<:>z”L>0<:>z”L>O<:>|z|2<1.

n—-+o0o n—-+4o0o

On fixe maintenant y € F' avec |y|, < 1 (car |-|, est non triviale). Pour x € F', on a alors V(m,n) €

Z x N*, |z, < [y|7"™ = ||, < |y[3/". Par densité de Q dans R, il vient Vs € R, |z|, = |y|} <
|z|, = |y|5. Si on choisit maintenant a € R% t.q. |y|, = |y|}, on a bien |-|, = |-|{. O

Théoréme 5.3.5. Soit K une extension finie de Q,. Alors il existe une unique norme de corps
ultramétrique notée |-|p sur K prolongeant la norme p-adique sur Q,.

Démonstration. Ezistence. Voir proposition 5.3.3. Unicité. Si N7 et Ny sont deux normes de corps
ultramétriques prolongeant |-| p sur K, alors ce sont en particulier des normes de Q,-espace vectoriel,

donc elles sont équivalentes selon le théoreme 5.2.2. Selon le lemme 5.3.4, il existe donc o > 0 t.q.
NQZN?. Or N1|Qp :NQ‘QP donc o =1 et N1 :NQ. O

Corollaire 5.3.6. Si K est une extension finie de Q,, alors (K, |-|p> est un corps normé complet.

Remarque 5.3.7. Le théoreme 5.3.5 reste vrai pour les extensions algébriques de Q,.
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5.3.3 Quelques exemples

Notation 5.3.8. 57 K est une extension algébrique de Q,, on prolonge la valuation p-adique a K
en posant :
Vr € K, vy(z) = —log, |z],.

Proposition 5.3.9. Si K est une extension finie de Q, de degré d, alors :
1
Vo e K, v,(x) € gZ.

Exemple 5.3.10. On considére K = Q, (\d/ﬁ), qui est une extension finie de Q, de degré d. Alors

d—1
(1, Dy (\%3) ) est une Q,-base de K, et on a :

. 1
Y000 0) € @ vy (Z al > ~ odigd-1 <vp (a:) + d>'

Proposition 5.3.11. Si K est une extension galoisienne (finie) de Q,,, alors tout g € Gal (K/Q,)
est une isométrie de (K, |-|p).

5.4 Polygones de Newton
Notation 5.4.1. On note @p la cloture algébrique de Q,.

Définition 5.4.2 (Polygone de Newton). Soit P = ¢_ja;, X* € Q,[X]\{0}, avec ag # 0. Le
polygone de Newton de P, noté N P(P), est l’enveloppe conveze inférieure des points (k, vy (ax))ocpeq
dans R?. Dans le cas ou les premiers termes sont nuls, par exemple ag = -+ = a;_1 = 0 # a;, le
polygone de Newton est constitué d’une demi-droite verticale vers le haut de base (a;, v, (a;)), suivie
de l’enveloppe convexe des points suitvants.
— Une pente de NP(P) est la pente d’un des segments (—oo dans le cas d’une demi-droite
verticale).
— Une longueur de NP(P) est la longueur de la composante d’un segment le long de l'axe des
abscisses (i dans le cas d’une demi-droite verticale basée en (i,v, (a;))).

ok (ax)

— NP (p+ X +p*X?)
— NP (pX? + pX? + X*)

0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 35 A

FIGURE 1 — Exemples de polygones de Newton

Théoréme 5.4.3. Soit P € Q,[X]. Alors le nombre de racines de P dans Q, de valuation X est égal
a la longueur du segment de N P(P) de pente —A.
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Remarque 5.4.4. Multiplier un polynome de Q,[X] par une constante non nulle revient d translater
son polygone de Newton verticalement, ce qui ne change pas les pentes.

Corollaire 5.4.5 (Critére d’'Eisenstein). Soit P = X4 + {2} ap X* € Z,[X]. On suppose que :
(i) Vi € {0,...,d—1}, a; € pZ,.
(ii) ao € pZy.

Alors p est irréductible sur Q,,.

Démonstration. Le polygone de Newton N P(P) a ici un seul segment, de longueur d et de pente

(—l>. Selon le théoreme 5.4.3, toutes les racines de P sont de valuation é. Soit maintenant z € @p

d
une racine de P. Alors les éléments 1, z, ..., 247! A

donc linéairement indépendants. D’ou :

sont de valuations respectives 0 o % ; ils sont

d<[Qy(z): Q] < deg P =d.
Donc P est le polynéme minimal de z sur Q,; il est donc irréductible. ]

Proposition 5.4.6. Si P € Q,[X] est irréductible, alors toutes ses racines dans Q, sont de méme
valuation.

Démonstration. Soit K le corps de décomposition de P sur Q,. Comme P est irréductible, le
groupe de Galois Gal (K/Q,) agit transitivement sur ’ensemble des racines de P. Si a et J sont
deux racines de P, il existe donc o € Gal (K/Q,) t.q. o (o) = 8. Or, d’apres la proposition 5.3.11, &
est une isométrie, donc :

18, = lo(a)l, = lal,,

d’ou v, (B) = v, (a). O

Corollaire 5.4.7. Si P € Q,[X] est irréductible, alors son polygone de Newton NP(P) n'a qu’un
seul segment.

Remarque 5.4.8. Le corollaire 5.4.7 donne une autre démonstration du fait que si P € Q,[X] est
irréductible et vérifie P(0) € Z,, alors P € Z,[X] (lemme 5.3.1).

Remarque 5.4.9. La théorie des polygones de Newton fonctionne sans modification pour des poly-
nomes a coefficients dans une extension finie de Q.

6 Analyse p-adique

6.1 Le corps C,

Proposition 6.1.1. Le corps normé (@p, |-|p> n’est pas complet.

Démonstration. On va montrer que (@p, |-|p) n’est pas un espace de Baire, donc pas un espace
métrique complet. Pour d € N* on note Xy l'ensemble des x € @p de degré d’algébricité sur
Q, inférieur ou égal a d. Soit d € N*. Etape 1 : X, est fermé. Soit en effet (v,),.y € X t.q.

Tn —— T € Q,. Pour n € N, soit P, € Q,[X]\{0} t.q. P, (z,) = 0 et deg P, < d. On peut

supposer que chaque P, appartient a ’ensemble K des polynémes de Z,[X| de degré au plus d et
dont au moins un des coefficients est dans Z,. Or K est compact. Donc (P,), y admet une valeur
d’adhérence P € K C Z,[X]\{0}. On a donc deg P < d et on montre que P(x) = 0. Etape 2 : X4
est d’intérieur vide. En effet, si ce n’est pas le cas, il existe a € Xy et r > 0 t.q. B(a,r) C X, Soit
alors x € @p. Pour k suffisamment grand, b = a + p*z € B(a,r), donc a € X, et b € X,. Ainsi
x =p *(b—a) est de degré d’algébricité au plus d*. Ceci prouve que tout élément de Q, est de degré
d’algébricité au plus d?, ce qui est absurde, car pour tout s € N*, le polynéme X* — p est irréductible

17



sur Q, d’apres le critére d’Eisenstein (corollaire 5.4.5) donc ses racines dans Q, sont de degré s.
Conclusion. (Xg) ey est une famille de fermés de Q,, d’intérieur vide, et de réunion égale a Q,. Q,
n’est donc pas un espace de Baire (donc pas un espace métrique complet), car il n’est pas d’'intérieur
vide. ]

Définition 6.1.2 (C,). On note C,, appelé ensemble des complexes p-adiques, le complété de @p
pour ||, Muni de |-|,, c’est un corps normé complet.

Proposition 6.1.3. v, (C,) = Q.
Théoréme 6.1.4. C, est algébriquement clos.

Démonstration. On se donne P € C,[X] un polynéme unitaire de degré d > 1. Montrons que P
a une racine dans C,. Quitte a remplacer P par p*P (p_’“X ) pour k suffisamment grand, on peut
supposer que les coefficients de P sont de norme inférieure ou égale a 1. Pour n € N, on se donne
alors P, € Q,[X] unitaire de degré d t.q. |P — P,|| < p™", ott C,[X] est muni de la norme ||-|| définie
par HZ%ZO apX kH = maxXo<k<s |k b Ainsi, les coefficients de chaque P, sont tous de norme inférieure
ou égale a 1. La théorie des polygones de Newton permet alors de montrer que les racines de chaque
P, sont de valuation positive, donc de norme inférieure ou égale a 1. Définissons maintenant une
suite (an)nGN par récurrence. On pose ag une racine de Py, puis apres avoir construit aq, ..., a, avec
a; racine de P; pour tout i € {0,...,n}, on remarque que Py (an)], = |(Pos1 — ) (an)|, < p7".
Or, si R est 'ensemble des racines de P, 1, on a P11 = [[eg (X — 2); il existe donc a,.1 € R t.q.
|ant1 — anl, < p~d. La suite (@n),ey ainsi construite est de Cauchy dans Q,, donc converge vers un
a € C,. Et on vérifie que P(a) = 0. O

6.2 Séries formelles

Définition 6.2.1 (Séries formelles). Si A est un anneau, on note A[[X]] 'anneau des séries formelles
d coefficients dans A, c’est-d-dire des séries Y 0> a, X", avec (ay),cn € AV. A[[X]] est un anneau,
muni du produit X défini par :

(o) (Eor)-E( .0

n=0 \p+qg=n

Proposition 6.2.2. Soit A un anneau. Soit f = Y22 a, X" € A[[X]]. Alors S € A[[X]]* ssi
ag € A*.

Définition 6.2.3 (Degré de Weierstra$). Soit A un anneau. Si f =370, a, X" € A[[X]], on définit
le degré de Weierstrafl de S par :

wideg f = inf {n eN, a, € AX} € NU{oo}.
Corollaire 6.2.4. Soit A un anneau. Pour f € A[[X]], on a :
f € A[[X]]* <= wideg f = 0.
Proposition 6.2.5. Soit A un anneau. On a :
V(f,9) € A[[X]]?, wideg(fg) = wideg f + wideg g.
Proposition 6.2.6. Soit K un corps. Soit (f,g) € K[[X]]?, avec wideg f =n € N. Alors :

dg € K[[X]], Ir e K[X], (9=qf +7 et degr <n).
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6.3 Théoreme de préparation de Weierstrafl

Notation 6.3.1. On note D = {z € C,, |z|p < 1} le disque unité ouvert p-adique.

Définition 6.3.2. Soit f = Y07 a, X" € Z,[[X]]. Alors pour tout z € D, la série Yoo a,z"
converge dans C, ; sa somme est notée f(z).

Proposition 6.3.3. Soit (f,g) € Z,[[X]]?, avec wideg f =n € N. Alors :
Jq € Z,[[X]], Ir € Z,[X], (9 =qf +r et degr <n).

Démonstration. On va utiliser la proposition 6.2.6 dans F,,. Supposons avoir construit g € Z,[[X]]
et 1, € Z,[X] t.q.
g=quf +7m, modpt et degry <n.

Il existe donc hy, € Z[[X]] t.q. g = qr.f + 7% — p¥hy. Selon la proposition 6.2.6 appliquée dans F,, aux
réductions respectives hy et f de hy et f modulo p, il existe s, € Z,[[X]] et t € Z,[X] t.q.

hy = fsp+tx modp et degt, <n.

Ainsi, g = (qk — pksk) f+ (rk — pktk) mod p**1: on pose donc qu11 = @ — p¥si et T = 1 — PP
La construction se propage par récurrence ; on note finalement ¢ = limy_, ;oo qx €t 7 = limy,_, ;o 7. [

Théoréme 6.3.4 (Théoreme de préparation de WeierstraB). Soit f € Z,[[X]]. On suppose que
wideg f = n < +oo. Alors il existe un polyndme unitaire s = X" + Y05 apX* € Z,[X] avec
Vk €{0,...,n—1}, ay € pZ,, et une série formelle inversible u € Z,[[X]]* t.q.

f = su.
Démonstration. D’apres la proposition 6.3.3, il existe ¢ € Z,[[X]] et r € Z,[X] t.q.
X"=fq+r et degr<n.
Il vient fqg = X" —r, d'ou :
n < n + wideg ¢ = wideg(fq) = wideg (X" —r) < n.
Donc wideg ¢ = 0. Ainsi g € Z,[[X]]*. On pose donc s = X" —r et u= ¢ . O

Corollaire 6.3.5. Soit f € Z,[[X]]. 5S¢ wideg f = n < +oo, alors f admet exactement n zéros
(comptés avec leurs multiplicités) dans D.

Démonstration. D’apres le théoréme 6.3.4, il existe s = X" + Y725 ap X* € Z,[X] avec Vk €
{0,....n—1}, ax € pZ, et uw € Zy[[X]]* t.q. f = su. Comme u est inversible, elle n’admet pas
de zéro dans D, donc les zéros de f sont exactement ceux de s. Or s est de degré n, donc admet
exactement n zéros (comptés avec leurs multiplicités) dans @p. La théorie des polygones de Newton
montre alors que ces zéros sont de valuation supérieure ou égale a %, donc sont dans D. O

Corollaire 6.3.6. Si f € Z,[[X]|\{0}, alors f n’a qu’un nombre fini de zéros dans D.
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