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1 Topologie des espaces métriques

1.1 Distances

Définition 1.1.1 (Distance). Soit E un ensemble. On dit que d : E?> — R est une distance lorsque
les trois propriétés suivantes sont vérifiées :

(i) Séparation : V(z,y) € E?, d(z,y) =0 <z =y.
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(i) Symétrie : V(x,y) € E?, d(x,y) = d(y, ).
(iii) Inégalité triangulaire : V(x,vy, z) € E3, d(z,z) < d(z,y) + d(y, 2).

Dans ce cas, on dit que (E,d) est un espace métrique.

Définition 1.1.2 (Boules et spheres). Soit (I, d) un espace métrique, w € E, r € RY.. On définit :
(i) Bw,r) ={z € E, d(z,w) <1} (boule ouverte).
(i) BF(w,r) ={x € E, d(z,w) <} (boule fermée).
(iii) S(w,r) ={x € E, d(z,w) =r} (sphere).

Exemple 1.1.3.
(i) E=R.V(z,y) € E?, d(z,y) = |z —y|.
(i) E espace vectoriel normé. ¥(z,y) € E?, d(z,y) = ||z — y||.
(iil) E ensemble quelconque. ¥(x,y) € E?, d(z,y) =1 — L (y).
)
) E

(iv) E=R. V(m y) € E?, d(z,y) = |arctanx — arctan y|, avec arctan (+o0) = +

(v

Exemple 1.1.4. On note E = C> ([0,1],R). Alors l’application d : E* — R, définie ci-dessous est
une distance sur E :

s
5
N. Méme distance que ci-dessus.

V(f, g) € E27 d(f, g) = Z 2k1—|—1 min (1’ ©— g(k)Hoo) ’
keN

1.2 Quverts, fermés et voisinages

Définition 1.2.1 (Partie ouverte). Soit (E,d) un espace métrique. On dit qu’une partie O C E est
un ouvert de E si c’est l’ensemble vide ou une réunion quelconque de boules ouvertes. L’ensemble
des parties ouvertes de E s’appelle la topologie de l'espace métrique (F,d).

Exemple 1.2.2. Soit (E,d) un espace métrique et o € R%.. On définit une distance d' sur E par :
V(z,y) € E?, d'(2,y) = min (a,d(z,y)).
Alors les espaces métriques (E,d) et (E,d") ont la méme topologie.

Théoréme 1.2.3. Soit (E,d) un espace métrique.
(i) @ et E sont des ouverts.
(ii) Une réunion quelconque d’ouverts est un ouvert.

(iii) Une intersection de deux ouverts est un ouvert.

2
Démonstration. (i) et (ii) Clair. (iii) Cela repose sur le fait que, pour (z,y) € E* et (p,0) € (Ri) :
on a selon 'inégalité triangulaire :

B(z,p) N B(y,0) = U B (z,min (p — d(z,2),0 — d(y, 2))) .

z€B(z,p)NB(y,z)

]

Définition 1.2.4 (Partie fermée). Soit (E,d) un espace métrique. On dit qu’une partie F' C E est
un fermé de E lorsque E\F' est un ouvert de E.

Corollaire 1.2.5. Soit (E,d) un espace métrique.
(i) @ et E sont des fermés.

(ii) Une intersection quelconque de fermés est un fermé.
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(iii) Une réunion de deux fermés est un fermé.
Exemple 1.2.6. Les boules fermées d’un espace métrique sont des fermés.

Définition 1.2.7 (Voisinage). Soit (E,d) un espace métrique, V C E et x € V. On dit que V est
un voisinage de x lorsqu’il existe un ouvert O tel que v € O C V.

Proposition 1.2.8. Une intersection finie de voisinages d’un méme point est un voisinage de ce
point. De plus, toute partie contenant un voisinage d’un point est aussi un voisinage de ce point.

Proposition 1.2.9. Soit (E,d) un espace métrique et O C E. Alors O est un ouvert de E ssi O est
un voisinage de chacun de ses points.

Définition 1.2.10 (Bases). Soit (E,d) un espace métrique et x € E. On appelle base de la topologie
de (E,d) (resp. base de voisinages de x) toute famille B d’ouverts de E (resp. de voisinages de x)
t.q. tout ouvert de E est une réunion d’éléments de B (resp. tout voisinage de x contient un élément
de B ).
Exemple 1.2.11.

(i) {]r,s[, (r,s) € Q?} est une base de la topologie de R.

(ii) Soit (E,d) un espace métrique et x € E. Alors {B (x, %) , ke N*} est une base de voisinages
de x.

1.3 Adhérence, intérieur et frontiere

Définition 1.3.1 (Adhérence, intérieur et frontiere). Soit (E,d) un espace métrique et A C E.

(i) On appelle adhérence de A, notée A, le plus petit fermé de E contenant A (i.e. lintersection
de tous les fermés contenant A).

(ii) On appelle intérieur de A, noté fci, le plus grand ouvert de E contenu dans A (i.e. la réunion
de tous les ouverts contenu dans A).

(iii) On appelle fronticre de A : DA = A\ A.

Définition 1.3.2 (Point adhérent). Soit (E,d) un espace métrique, A C E et x € E. On dit que x
est adhérent a A lorsque tout voisinage de x rencontre A.

Proposition 1.3.3. Soit (E,d) un espace métrique et A C E. Alors A est l’ensemble des points
adhérents a A et A est [’ensemble des points dont A est voisinage.

Définition 1.3.4 (Point isolé, point d’accumulation). Soit (F,d) un espace métrique, A C E et
xr €A

(i) On dit que x est isolé lorsqu’il existe un voisinage V de x t.q. VN A = {z}.

(ii) On dit que = est un point d’accumulation de A lorsque pour tout V woisinage de x, V N A #

{z}.

Remarque 1.3.5. Soit (E,d) un espace métrique, v € E et p € RL. On a toujours B(x,p) C
BF(z, p) mais l'inclusion peut étre stricte.

Proposition 1.3.6. Soit (E,d) un espace métrique et A, B C E. Alors :

_ R
(i) B\A = E\A et E\A = E\A.
(ii) AUB=AUB et ANBC ANB.

N o o /—JL o o
(i) ANB=ANB et AUB> AU B.

N



1.4 Parties denses

Définition 1.4.1 (Partie dense). Soit (E,d) un espace métrique. Soit A C E. S’équivalent :
i) A=E.

N )

(i) E\A=o.
(iii) Tout ouvert non vide de E rencontre A.
(iv) Toute boule ouverte de E rencontre A.

Si ces conditions sont vérifiées, on dit que A est dense dans F.
Exemple 1.4.2. Q est dense dans R.

Définition 1.4.3 (Espace séparable). On dit que l’espace métrique (E,d) est séparable s’il existe
une partie D C E dense et au plus dénombrable.

Proposition 1.4.4. Un espace métrique est séparable ssi sa topologie admet une base dénombrable.

Corollaire 1.4.5. Si (F,d) est un espace métrique séparable et A C E, alors (A, d‘Az) est séparable.

1.5 Fonctions continues

Définition 1.5.1 (Continuité). Soit (E,d) et (F,§) deux espaces métriques et f : E — F.

(i) On dit que f est continue au point x € E lorsque l'image inverse de tout voisinage V' de f(x)
est un voisinage de x.

(ii) On dit que f est continue lorsque ['image inverse de tout ouvert O de F' est un ouvert de E.

Remarque 1.5.2. Pour la continuité en un point, il suffit de choisir V' dans une base de voisinages
de f(z). Pour la continuité globale, il suffit de choisir O dans une base de la topologie de F'.

Théoréme 1.5.3. Soit (E,d), (F,9) et (G,0) trois espaces métriques, f : E— F et g: F — G. On
suppose que f et g sont continues (resp. f est continue en x € E et g est continue en f(x)). Alors
go f est continue (resp. go f est continue en x).

Proposition 1.5.4. Soit (E,d) et (F,0) deuz espaces métriques et f : E — F. Alors [ est continue
ssi f est continue en tout point de E.

Définition 1.5.5 (Fonctions uniformément continues, lipschitziennes). Soit (E,d) et (F,0) deux
espaces métriques et f : B — F.

(i) On dit que f est uniformément continue lorsque :
Ve >0, 3n >0, Y(z,y) € E?, d(z,y) <n=05(f(z), f(y)) <e.
(ii) On dit que f est k-lipschitzienne (avec k € R% ) lorsque :
Y(z,y) € B2 0 (f(x), f(y) < k- d(x,y).

Proposition 1.5.6. Toute fonction lipschitzienne est uniformément continue et toute fonction uni-
formément continue est continue.

Définition 1.5.7 (Distance a une partie). Soit (E,d) un espace métrique et A C E, A # @. Pour
x € E, on définit :
d(xz,A) = ir€1£ d(z,a) e Ry.

Proposition 1.5.8. Soit (E,d) un espace métrique et A C E, A # &. Alors Uapplication d (-, A) :
E — R, est 1-lipschitzienne, donc continue.

Définition 1.5.9 (Homéomorphisme). Soit (F,d) et (F,d) deux espaces métriques et f : E — F.
On dit que f est un homéomorphisme lorsque f est bijective, continue, et f~' est continue. S’il existe
un homéomorphisme de E dans F', on dit que E et I sont homéomorphes.



1.6 Limites

Définition 1.6.1 (Limite d’'une fonction en un point). Soit (E,d) et (F,d) deuzx espaces métriques
et f: ACFE — F. Soit a un point d’accumulation de A, ¢ € F. On dit que f a pour limite ¢ au
point a, et on note lim, f = ¢, lorsque :

VW woisinage de ¢ dans F', 3V wvoisinage de a dans E, f(V N A\{a}) C W.

Exemple 1.6.2. Avec cette définition, limg 1o = 0 dans R.

Proposition 1.6.3. Soit (E,d) et (F,d) deuz espaces métriques et f : A C E — F. Soit a € A un
point d’accumulation de A. Alors [ est continue en a ssi f admet une limite en a et cette limite est

égale a f(a).

Remarque 1.6.4. Avec les distances définies sur R et N dans Uezemple 1.1.3, la définition 1.6.1
permet de retrouver la notion de convergence d’une suite, ou encore de limite d’une fonction f : R —
R en £o0.

1.7 Valeurs d’adhérence d’une suite

Définition 1.7.1 (Valeur d’adhérence). Soit (E,d) un espace métrique, u € EN, ¢ € E. On dit que
{ est une valeur d’adhérence de u lorsque :

VW woisinage de £, VN € N, dn > N, u,, € W.

Définition 1.7.2 (Suite extraite). Etant donnés un ensemble X et une suite u € XN, on appelle
suite extraite de u toute suite de la forme uo ¢, ou ¢ : N — N est strictement croissante.

Proposition 1.7.3. Soit (E,d) un espace métrique, u € EN. Si une suite extraite de u admet une
limite, alors cette limite est une valeur d’adhérence de wu.

1.8 Utilisation des suites dans les espaces métriques
Remarque 1.8.1. Dans un espace métrique (E,d), tout point x € E admet une base dénombrable

de voisinages : {B (:c, %) , ke N*}.

Proposition 1.8.2. Soit (E,d) un espace métrique, u € EN. Alors toute valeur d’adhérence de u est
limite d’une suite extraite de u (mais ceci est vrai seulement dans les espaces métriques!).

Proposition 1.8.3. Soit (E,d) un espace métrique, A C E. Alors A est l’ensemble des limites (dans
E) des suites da valeurs dans A.

Corollaire 1.8.4. Soit (F,d) un espace métrique, A C E. Alors A est fermé ssi toute suite d’éléments
de A convergeant (dans E) a sa limite dans A.

Proposition 1.8.5. Soit (E,d) et (F,0) deux espaces métriques et f : AC E — F. Poura € A, f

est continue en a ssi pour toute suite u € AN t.q. u,, — a, on a f (u,) —— f(a).
n—-+o0o n—-+00

1.9 Espaces vectoriels normés et applications multilinéaires

Remarque 1.9.1. Soit (E, ||-||) un espace vectoriel normé. Alors lapplication ||-|| : E — Ry est
1-lipschitzienne donc continue.
Définition 1.9.2 (Norme produit). Si (Ey, ||-]|;), ..., (Ep, HHp) sont des espaces vectoriels normés,
on munit E = Ey X --- x E, de la norme ||-|| définie par :

Y(romy) € B, (o ..om)] = ma [



Proposition 1.9.3. Soit (Ey, ||-|,),---, (Ep, ||||p) (F |||l ) des espaces vectoriels normés. Soit ¢ :
Ey x -+ x E, = F une application p-linéaire. S’équivalent :

(i) ¢ est continue.
(ii) ¢ est continue en 0.
(il) 3k € Ry, V(21,...,3p) € By X - X By, [|@ (1, -, 2p) | < Kzl - (|2l
(iv) L’ensemble {||¢(x)||p, = € IT}—y BF;(0,1)} est borné.
(v) L’ensemble {||p(x)|z, x € TT5—; Si(0,1)} est borné.

Remarque 1.9.4. Pour p = 1, la proposition précédente montre qu’une application linéaire est
continue ssi elle est lipschitzienne.

Corollaire 1.9.5. Les applications + : E x E — E (qui est linéaire) et - : R x E — E (qui est
bilinéaire) sont continues.

Définition 1.9.6 (Norme dune application multilinéaire). Soit (Ey, | [I,), ., (Ep, |IIl,) » (F [Il] )
des espaces vectoriels normés. Soit ¢ : By X --- X E, = F une application p-linéaire continue. Alors
on appelle norme de ¢ :

o]l = min {k € Ry, ¥ (21, 2) € By x --- X Ep, |6 (21, )|l p < K|zl - [l }
= _sup  g@)lp=_sup [[o()]p-
ze[[?_, BFi(0,1) ze[[1_, Si(0,1)
On note L¢ (Ey, ..., Ey, F) Uespace vectoriel des applications p-linéaires et continues de Ey x - - - x E,
dans F. Alors (Le (En, ..., E,, F),||-||) est un espace vectoriel normé.

Proposition 1.9.7. Soit (Ex, ||||,), (E2, ||]ly) , (F, ||| z) des espaces vectoriels normés. Alors il existe
une isométrie bijective entre Lo (Ey, By, F') et Lo (Ey, Lo (B, F)).

Proposition 1.9.8. Soit E,...,E,, I’ des espaces vectoriels. On suppose que F est muni d’une
norme quelconque ||-||» et que Ei, ..., E, sont de dimension finie. Pour i € [1,p], on se donne
(63, e egi) une base de E; et on munit E; de |-, définie par :

Vo € E;, ||z]|, = max ‘(e;)* (x)

1<j<d;

ot ((e’l)* s (eih)*) est la base duale de (eﬁ, . ,efjl). Avec ces normes, toute application p-linéaire
de By X --- X E,, dans F' est continue.

Proposition 1.9.9. Soit (E, |1,) (B, ||-I ) (G, |6) des espaces vectoricls normés, ¢ € Le(E, F),
V€ Le(F,G). Alors o € Lo(E,G) et :

[ ol < [l - llell -

2 Connexité

2.1 Définition et premieres propriétés

Définition 2.1.1 (Espace connexe). Un espace métrique (E,d) est dit connexe s’l ne peut pas
s’écrire comme réunion disjointe de deux ouverts non vides.

Proposition 2.1.2. Soit (E,d) un espace métrique. S’équivalent :
(i) (E,d) est conneze.

(ii) Les seules parties a la fois ouvertes et fermées de E sont & et E.
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(iii) Toute application continue de E dans {0,1} (muni de la distance discréte) est constante.

Définition 2.1.3 (Partie connexe d’un espace métrique). Soit (E,d) un espace métrique et A C E.
On dit que A est connexe lorsque (A, d, Az) est un espace métrique connexe.

Proposition 2.1.4. Soit (E,d) un espace métrique.
(i) Si A C E est connexe et A C B C A, alors B est connexe.

(ii) Si (Ay),e; € P(E)" est telle que Vi € I, A; est connexe et Viey A; # @ alors Uiep A; est
conneze.

2.2 Un exemple fondamental
Théoreme 2.2.1. Les parties connezxes de R sont les intervalles.

Démonstration. Montrer d’abord que toute partie de R qui n’est pas un intervalle (i.e. qui n’est
pas convexe) n’est pas connexe. Pour la réciproque, il suffit de montrer que tout segment est connexe
(car tout intervalle J s’écrit sous la forme J = U;c; S, ot les (.5;),.; sont des segments et ;7 S; # 2,
ce qui permet d’appliquer la proposition 2.1.4). Soit donc a < b. Soit U et V' des ouverts disjoints de
[a,b] t.q. [a,b] = U U V. On peut supposer que a € U. On pose alors :

s =sup{z € [a,b], [a,x] CU}.

Comme a € U et U est ouvert, on obtient s > a. De plus, comme V' est ouvert, on obtient s € U.
Enfin, comme s € U et U est ouvert, on obtient s = b. Ceci prouve que V' = &. Donc [a, b] est
connexe. ]

2.3 Fonctions continues et connexité

Théoréme 2.3.1. Soit (E,d) et (F,0) deuz espaces métriques. Si E est conneze et f : E — F est
continue, alors f(E) est conneze.

Théoréme 2.3.2 (Théoreme des valeurs intermédiaires). Soit f : A C R — R une fonction continue.
Alors limage par [ de tout intervalle est un intervalle.

Théoréme 2.3.3 (Théoreme du passage de douane). Soit (E,d) un espace métrique et A C E. Soit
v :10,1] = E continue t.q. v(0) € A et v(1) &€ A. Alors v~ (0A) # @.

Démonstration. Notons que £ = A LI §A L (E\E) Siy(0) € 0A ou y(1) € 0A, il n’y a rien a
prouver. Sinon, on ay(0) € A, y(1) € E\A. Donc ! (A) ety (E\Z) sont des ouverts disjoints non
vides de [0, 1]. Comme [0, 1] est connexe, on a [0, 1] # y~* (A) Uy? (E\X) Donc v~ ' (0A) £ 2. O

2.4 Connexité par arcs

Définition 2.4.1 (Espace connexe par arcs). Un espace métrique (E,d) est dit connexe par arcs
lorsque pour tout (z,y) € E?, il existe v : [0,1] — E continue t.q. v(0) =z et y(1) = y.

Proposition 2.4.2. Tout espace connexe par arcs est connexe.

Démonstration. Soit (F,d) un espace connexe par arcs. Soit x € F fixé. Comme E est connexe
par arcs on a :

U (01))=E et N ~(0,1]) > {z} 2 2.
yeC®([0,1],E) v€C?([0,1],E)
7(0)=z 7(0)==

Or, pour v € C°([0,1], E) t.q. 7(0) = z, 7 ([0, 1]) est connexe d’apres le théoréme 2.3.1 car [0,1] est
connexe (d’apres le théoréme 2.2.1). Selon la proposition 2.1.4, E est donc connexe. O
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Corollaire 2.4.3. Soit (E, ||-||) un espace vectoriel normé, A C E. Alors :
A convere = A étoilé = A connexe par arcs => A conneze.

Exemple 2.4.4 (Sinus du topologue). On considére :

I
= {(t,sint>,t€R*+} c R?.

Alors T est connexe mais pas connexe par arcs.

2.5 Composantes connexes et espaces localement connexes

Définition 2.5.1 (Composante connexe). Soit (E, d) un espace métrique. Pour x € E, la composante
connexe de x dans E est le plus grand conneze de E contenant x (c’est la réunion de tous les connexes
de E contenant x, qui est bien connexe d’aprés la proposition 2.1.4).
Proposition 2.5.2. Soit (E,d) un espace métrique.

(i) Toutes les composantes connexes de E sont des fermés de E.

(ii) Les composantes connexes de E forment une partition de E.

Définition 2.5.3 (Espace totalement discontinu). Un espace métrique (E,d) est dit totalement
discontinu lorsque toutes les composantes connexes de E sont des singletons.

Exemple 2.5.4. Soit A C R. Alors A est totalement discontinu ssi A=o.

Exemple 2.5.5 (Ensemble de Cantor). L’espace {0, 1}, muni de la distance d définie par ¥ (u,v) €
({0, 1}N)2 Cd(u,v) = ey estnl et totalement discontinu.

2’)1
Définition 2.5.6 (Espace localement connexe). On dit qu’un espace métrique (E,d) est localement

connexe lorsque tout point x € E possede une base de voisinages connexes.

Exemple 2.5.7. La courbe sinus du topologue (c.f. exemple 2.4.4) est connexe mais pas localement
conneze.

2.6 Applications de la connexité

Théoreme 2.6.1. Pour n > 2, R n’est pas homéomorphe a R™.

Démonstration. Si h : R — R" était un homéomorphisme, alors hjg- : R* — R"™\ {h(0)} serait
aussi un homéomorphisme, ce qui est absurde car R™\ {h(0)} est connexe, contrairement a R*. [

Théoréme 2.6.2 (Structure des ouverts de R). Tout ouvert de R est réunion finie ou dénombrable
d’intervalles ouverts deux a deux disjoints.

Démonstration. Soit O un ouvert de R. On écrit O = yea o, o1t (Ia),c4 est la famille des
composantes connexes de O. Pour o € A, I, est un connexe de R, c¢’est donc un intervalle selon le
théoreme 2.2.1. Et comme O est un ouvert de R, on vérifie aisément que I, est un intervalle ouvert. De
plus, 'ensemble A est fini ou dénombrable car I'application ¢ : QNO — A t.q. Vr € QN O, r € Ly
est surjective. ]

Proposition 2.6.3. Soit (E,d) un espace métrique. S’équivalent :
(i) (E,d) est localement conneze.

(ii) Toute composante conneze d’un ouvert O de E est un ouvert de E.



Définition 2.6.4 (Application localement constante). Soit (E,d) un espace métrique, X un en-
semble. On dit qu’une application f : E — X est localement constante lorsque pour tout x € E, il
ewiste V' wvoisinage de x t.q. fiy est constante.

Proposition 2.6.5. Soit (E,d) un espace métrique, X un ensemble, f : E — X. On suppose que
(E,d) est conneze et que f est localement constante. Alors f est constante.

Démonstration. Pour a € X, f~! ({a}) est un ouvert de E (car f est localement constante). Or :

e =B\ U ({0}

bex\{a}

Donc f~! ({a}) est un ouvert fermé de E, qui est connexe, donc est égal & & ou FE. O

3 Espaces complets et espaces de Banach

3.1 Espaces métriques complets

Définition 3.1.1 (Suite de Cauchy). Soit (E,d) un espace métrique. Une suite (z,),.y € E" est
dite de Cauchy lorsque :

Ve >0, IN € N, Vp> N, Vg > N, d(zp,z,) <e.
Proposition 3.1.2. Toute suite convergente est de Cauchy.

Définition 3.1.3 (Espace métrique complet). Un espace métrique (E,d) est dit complet lorsque
toute suite de Cauchy de (E,d) converge.

Remarque 3.1.4. Le fait d’étre un espace métrique complet n’est pas une propriété topologique ! Par
exemple, soit d : R x R — R, la distance définie par V(z,y) € R?, d(x,y) = |arctanx — arctany|.
Alors les espaces (R, |-|) et (R,d) sont homéomorphes, mais le premier est complet et pas le second.

Proposition 3.1.5. Soit (E,d) un espace métrique.
(i) Toute suite de Cauchy de (E,d) est bornée.

(ii) 87 (7y),ey est une suite de Cauchy de (E,d) admettant une valeur d’adhérence { € E, alors

Proposition 3.1.6. Soit (E,d) et (F,d) deuzr espaces métriques. Soit f : E — F une application
bijective uniformément continue, de réciproque uniformément continue. Alors, pour (r,), .y € EN,
(77),en st de Cauchy ssi (f (xn)),en est de Cauchy.

Proposition 3.1.7. Soit (E,d) un espace métrique.
(i) Si (E,d) est complet et F' est un fermé de E, alors (F, d‘Fz) est complet.

(ii) Si F est une partie de E t.q. (F, d|F2) est complet, alors F' est un fermé de E.

3.2 Un exemple fondamental

Théoréme 3.2.1. R" (muni de n’importe quelle norme) est complet pour tout n € N.

Démonstration. Utiliser le fait qu'une boule fermée de R™ est compacte. [
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3.3 Théoremes de point fixe

Définition 3.3.1 (Fonction contractante). On dit qu’une fonction est contractante si elle est k-
lipschitzienne, avec k < 1.

Théoréme 3.3.2 (Théoreme du point fixe de Banach-Picard). Soit (E,d) un espace métrique com-
plet, f : E— E une fonction contractante. Alors :
(i) f admet un unique point fire w € E.
(ii) Pour tout x € E, on a f"(x) —— w, avec f* = fo---o f.
n—-+00 ~—_——
n fois

Démonstration. Unicité du point fize. Clair avec le fait que f est contractante. Ezistence du point
fize et convergence des suites f-récurrentes. Soit x € E fixé. On a Vn € N, d(f"(z), /" (x)) <

d(z, f(z)). Ainsi :
V(p,q) € %, p < g = d(f7(2) Zywﬂ ), (@) < (z%ﬂ (x))

k;p
11—

< 73l f(@).
En déduire que (f"(x)), oy est de Cauchy donc converge vers w € E (car (&, d) est complet). On
vérifie alors que f(w) = w, donc w est 'unique point fixe de f. ]

Théoréme 3.3.3 (Théoreme du point fixe a parametre). Soit (E,d) un espace métrique complet,
(T,6) un espace métrique, f : T x E — E continue t.q. il existe k < 1 t.q. pour toutt € T, f(t,-) est
k™ lipschitzienne. Selon le théoréme 3.3.2, f(t,-) admet un unique point fize g(t) € E pour toutt € T.
Alors Uapplication g : T — E ainsi définie est continue.

Démonstration. On notera f; = f(t,-) pour t € T. Soit t, € T. On note xzy = g (to). Soit
e > 0. Par continuité de f en (o, x0) il existe V' voisinage de ¢, dans T" et n > 0 t.q. V(t,z) €
V' x B(xg,m), d(f(t,z),z0) = d(f(t,x), f (to,z0)) < €. En appliquant ceci avec & = x, il vient
VteV, d(f(t,xo),x0) < e. En itérant f; :

Vi€V, n e N, d (£ (z0), 7" (20)) < K" e,

D’ou :
)<
0 \1_k

On fait alors tendre n — +o0c et on applique le théoreme 3.3.2 : Vt € V, d (g(t), g (to)) < 15 ]

Vte‘/a d(f?(l'o),.]?

3.4 Prolongement des applications uniformément continues

Lemme 3.4.1. Soit (E,d) et (F,d) deuzx espaces métriques, D C E une partie dense. Soit f,g :
E — F deux applications continues t.q. fip = gjp. Alors f = g.

Théoréme 3.4.2 (Théoréme de prolongement des applications uniformément continues). Soit (E, d)

t (F,6) deur espaces métriques, D C E une partie dense et f : D — F. On suppose que f est
uniformément continue et que (F,d) est complet. Alors f admet un unique prolongement f : E — F
(uniformément) continu.

Démonstration. Etant donné z € E = D, soit (z,) weny € DV tg. z, — Montrer que

(f (#1)),en est de Cauchy, donc converge car (F,d) est complet. Montrer de plus que la limite

dépend de z mais pas du choix de (), : on peut donc la noter f ( ). Reste a prouver que f est
uniformément continu. Et I'unicité est une conséquence du lemme 3.4.1. O
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3.5 Complété d’un espace métrique

Théoréme 3.5.1 (Existence du complété d’'un espace métrique). Si (E,d) est un espace métrique,
alors il existe un espace métrique (E J) complet, une application 7 : E — FE isométrique (mais pas

forcément surjective) avec j(E) dense dans E. On dit que E est le complété de E. Il est unique d
isométrie bijective pres.

Démonstration. Soit C C EN 'ensemble des suites de Cauchy de (E,d). Etant donné (z,y) € C?,
(d (%, Yn)) ey st une suite de Cauchy de R, donc converge; sa limite est notée §(x,y). On définit
alors une relation d’équivalence ~ sur C par :

V(z,y) € C* x ~y <= 6(z,y) = 0.

On pose E = C/ ~, qu’on munit de la distance d définie par V(z,y) € C?, J([:v], [y]) = 6(x,y). Reste
aposer j:a€ FE— {(a)neN} et a vérifier que (E , J) et j vérifient les propriétés du théoreme. [

3.6 Espaces de Banach

Définition 3.6.1 (Espace de Banach). Un espace vectoriel normé est dit de Banach s’il est complet.

N
Lemme 3.6.2. Soit (X,d), (Y,0) deux espaces métriques. Si (fn),cn € (YX) converge uniformé-
ment vers f € YX et si f, est C° pour tout n € N, alors f est C°.

Théoreme 3.6.3. Soit (X,d) un espace métrique et (E,|-||z) un espace de Banach. On note
C)(X, E) l'ensemble des fonctions continues et bornées X — E, et on munit cet espace de la norme
|||, définie par :

¥f € QX ). Ifl. = sup (@)

Alors (CJ(X, E), ||-l..) est un espace de Banach.

Démonstration. (Cj(X,E),|-||,) est bien un espace vectoriel normé. Soit (f,),y une suite de
Cauchy de (CJ(X, E), ||-|l.)- Pour z € X, on remarque que (f,(z)),cy est une suite de Cauchy de
(E, |||l ;) donc converge vers ¢(x) € E. Montrons que la convergence est uniforme. Soit € > 0. Il existe
N eNtq. V¥p>N,VYg> N, ||f, — foll, < 5. Soit alors z € X. Soit p > N t.q. || f(z) — £(z)||z < 5.
Alors :

V> N, ||fu(z) = 62)l| g < [ fal2) = (@) g+ fo(2) = @)l p < o = Foll o + Lo (2) = @) p <&

Ceci prouve que (fn),cy converge uniformément vers ¢. On en déduit que £ € CJ(X,E) et que
1fn = oo 75 O B

Théoréme 3.6.4. Soit (E,|-||5) et (F,||||p) deuz espaces vectoriels normés. On suppose que F' est
de Banach. Alors Lo(E, F) (muni de la norme d’opérateur) est de Banach.

Théoréme 3.6.5. Soit (E,||-||) un espace vectoriel normé. Alors E est de Banach ssi pour tout
(Zn) ey € BN t.q. Y2, converge absolument, Y x, converge.

Démonstration. (=) Si Y z,, converge absolument, montrer que (ZnN:o xn)NeN est de Cauchy, donc

converge. (<) Soit (2,),,cy une suite de Cauchy. Par récurrence sur n, montrer I'existence d’une suite
(¢©(n)),ey strictement croissante vérifiant

)~ w(n)H <

Ainsi, > (x@(nﬂ) — x@(n)) converge absolument donc converge. Donc (a:@(n)) oy converge. Selon la
proposition 3.1.5, (zy,),cy converge. H
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4 Espaces de Hilbert

Notation 4.0.1. Dans la suite, on notera K =R ou C.

4.1 Espaces préhilbertiens

Définition 4.1.1 (Espace préhilbertien). Soit E' un K-espace vectoriel. On dit que E est préhilber-
tien lorsque E est muni d’une application (- | -) : E x E — K vérifiant :

(i) Y(z,y) € E?, (x| y) = (y| 2).

(i) V (z1,79,y) € E3, ¥V (a1, 0) € K% {11 + aowa | y) = oy (1 | y) + az (z2 | y).

(i) Ve € E, (z | z) € Ry.

(iv) Ve e B, (x| z) =0 = 2 = 0.

Si K = C, on dit que (- | -) est une forme sesquilinéaire ; si K =R, on dit que (- | -) est un produit
scalaire. Pour x € E, on notera de plus ||z|| = /(z | x).

Remarque 4.1.2. (- | -) est uniquement déterminé par ||-||.

Proposition 4.1.3. Soit E un espace préhilbertien.
(i) Vz € B, Va € K, |az| = |o] - ||z[.
(ii) Ve € E, ||z]| =0 <= z = 0.

Théoréme 4.1.4 (Inégalité de Cauchy-Schwarz). Soit E un espace préhilbertien. Alors :

V(x,y) € E% [ |yl < llzll - lly] -

Démonstration. En considérant la fonction ¢ —s ||z + ty||*, montrer que :

V(x,y) € E% (R ((z [y)] < |l llyll-

Soit alors (z,y) € E% Soit o € U t.q. a(z | y) = |[(x | y)|. Alors |[(z | y)| = (az | y) = R ({ax | y)) <
lece ][ - Myl = [l - lyll 0

Corollaire 4.1.5. Soit E un espace préhilbertien. Alors ||-|| est une norme sur E. De plus, (- |-) :
E x E — K est continue pour cette norme.

Définition 4.1.6 (Orthogonalité). Soit E un espace préhilbertien.
(i) Etant donné (z,y) € E?, on dit que x et y sont orthogonaux lorsque (z | y) = 0.
(ii) Si ACE, onnote A- ={ye E,Vz € A, (z|y) =0}

Proposition 4.1.7. Soit E un espace préhilbertien, A C E.

(i) BE- = {0}.

(i) A
(iii) A Vect(A)
v)

(i

Théoréme 4.1.8 (Théoreme de Pythagore). Soit E un espace préhilbertien, (x1,...,x,) € E". Si
X1,..., Ty Sont deur a deux orthogonaux, alors :

AL est un sous-espace vectoriel fermé de E.

n

>,

=1

2 n
= llzl.
i=1
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4.2 Espaces de Hilbert

Définition 4.2.1 (Espace de Hilbert). On appelle espace de Hilbert tout espace préhilbertien complet.

Proposition 4.2.2 (Identité du parallélogramme). Soit E un espace préhilbertien. Alors ¥(u,v) €
E?, u+ o))+ flu = of* = 2 (JJull* + [|v]*).
Théoréme 4.2.3 (Théoreme de projection). Soit H un espace de Hilbert, C un convexe fermé non
vide de H. Alors :

(i) Vx € H, Alp(x) € C, ||z — p(x)|| = d(z,C).

(ii) L’application p : H — C ainsi définie est 1-lipschitzienne.

(iii) Pour x € H, p(x) est caractérisé par :

VzeC, R((x—pr) | z—p(r)) <O0.

Démonstration. (i) Ezistence. Soit x € H. On note d = d(z,C). Pour n € N*, soit =, € C t.q.
P < ||z — x| < B+ L Pour (p,q) € (N*)?, on applique l'identité du parallélogramme (proposition
4.2.2) au couple (x — x,,x — x,) :

2
_ Tyt

2

>4d?

¥(p,q) € (N), 4

T

1 1
Flley = aulf =2 (e = sl + o = ) < 442 (5 + 1),

En déduire que (), est de Cauchy donc converge vers p(z) € C' (car C est fermé). On a alors
|z — p(x)|| = d(z,C). Unicité. Si ||z —y|| = ||z — | = d(z,C), appliquer 'identité du parallélo-
gramme (proposition 4.2.2) au couple (z —y,x — ') pour montrer que y = y’. (iii) Soit z € C.
Montrer I'inégalité voulue en étudiant ¢ € [0,1] — ||z — tz — (1 — t)p(z)||* — || — p(z)|]*. (i) Ap-
pliquer (iii). O

Corollaire 4.2.4. Soit H un espace de Hilbert, F' un sous-espace vectoriel fermé de H. Alors :
H=F®F".
De plus :
Ve € H, v = pr(x) + ppo(z),
ol pr (resp. ppi) est la projection sur F (resp. F+) fournie par le théoréme 4.2.3.

Démonstration. Soit x € H. Montrons que (z — pp(z)) € F-. Pour cela, soit z € F et o € K. On
aVt e R, ||z — (pp(z) + taz)||* — ||z — pr(z)|]* = 0. En développant et en faisant tendre t — 07 et
t — 07, obtenir :

R((z —pr(z) | az)) = 0.
En particulier, cette égalité s’applique pour a« = 1 et pour a = i. D’ou (z — pp(x) | z) = 0. Donc
(z — pp(z)) € F+. Ainsi :
v = pp(x) +(x—pr(x)) = ppe(z) + (@ —ppe(2)) .

—— ~——— —_——— —— —

chpLL EFL GFL GFLL
Or F*+ N F+t = {0} donc on a unicité de la décomposition de z, d’ott z — pr(x) = pp.(z). O
Corollaire 4.2.5. Soit H un espace de Hilbert.

(i) Si F est un sous-espace vectoriel fermé de H, alors F++ = F.

(i) Si G est un sous-espace vectoriel de H, alors G+ = G.

(iii) Pour A C H, on a H = Vect(A) <= A+ = {0}.

Remarque 4.2.6. Soit E un espace préhilbertien non complet. Alors il existe un hyperplan fermé H
de E t.q. H- = {0}.
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4.3 Hilbert et formes linéaires

Définition 4.3.1 (Dual topologique). Soit H un espace de Hilbert. Le dual topologique de H, noté
H', est Uespace Lo(H,K), muni de la norme d’opérateur.

Théoréme 4.3.2 (Théoreme de Riesz). Soit H un espace de Hilbert. On considére :

H— H'
D H—K
a— pg -
el s (x| a)
Alors ® est une isométrie bijective.

Démonstration. Isométrie injective. Clair. Surjectivité. Soit ¢ € H'. Si ¢ = 0, alors ¢ = ®(0).
Sinon, il existe e € H t.q. ¢(e) = 1. On note F = Ker¢. Comme ¢ est continue, F' est un sous-
espace vectoriel fermé de H. Selon le corollaire 4.2.4, on a :

e =pr(e) + ppi(e).

Comme pp(e) € F =Ker g, il vient ¢ (ppi(e)) = 1. On note k = ||ppL(€)|| et on pose a = HppL(e).
Montrons que ¢ = ¢,. On a ¢(a) = 5 = @a(a). Soit alors z € H. On a ¢ (z — k*¢(z)a) = 0 donc
(x — k?p(x)a) € Kerp = F. Or a € Vect (ppi(e)) C F+ donc :

0= (2~ Kp@)aa) = (] a) = k() (a | a) = ga(x) = p(x).

Donc ¢ = ¢,. [

4.4 Bases hilbertiennes

Définition 4.4.1 (Famille orthonormale). Soit H un espace de Hilbert. On dit que (z4),.4 € H*
est une famille orthonormale lorsque :

V(Oé,ﬁ) S Az, <l’a | .7)5> = 5043‘

Proposition 4.4.2. Soit H un espace de Hilbert, et (x4),.4 € HA une famille orthonormale. Soit
(Aa)aeca € K4 une famille presque-nulle. Alors :

2
=Y L

acA

> Aata

a€cA

En particulier, (v4),c4 est libre.

Définition 4.4.3 (Base hilbertienne). Soit H un espace de Hilbert, et (z,),.4 € H* une famille
orthonormale. On dit que (24),c 4 €st une base hilbertienne de H lorsque :

H = Vect (x4, o € A).

Remarque 4.4.4. Les bases hilbertiennes d’un espace de Hilbert sont exactement les familles ortho-
normales maximales.

5 Topologie générale

5.1 Généralités

Définition 5.1.1 (Espace topologique). Soit X un ensemble, T C P(X). On dit que (X, T) est un
espace topologique lorsque les propriétés suivantes sont vérifiées :
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(i) oeT et XeT.
(ii) T est stable par réunions quelconques.
(iii) T est stable par intersections finies.

On dit que T est la topologie de X. Les éléments de T sont appelés les ouverts de X.

Définition 5.1.2 (Voisinage). Soit (X, T) un espace topologique. Pour x € X et V C X, on dit que
V' est un voisinage de x lorsque 30 € T, X e O C V.

Définition 5.1.3 (Espace séparé). On dit qu’un espace topologique (X,T) est séparé (ou Hausdorff)
lorsque pour tout (v,y) € X? t.q. x # vy, il eviste U, V) €ET* t.q x €U, y€V etUNV = 2.

Remarque 5.1.4. Tout espace métrique est séparé.
Proposition 5.1.5. Dans un espace topologique séparé, les singletons sont des fermés.

Exemple 5.1.6. Soit X un ensemble possédant au moins deux éléments. On munit X de la topologie
grossiere T = {@, X'}. Alors X n’est pas séparé donc pas métrisable.

Exemple 5.1.7. On munit R de la topologie T = {X C R, (R\X) est fini ou dénombrable} U {<}.
Alors :

(i) Toute suite convergente est stationnaire.

(ii) Pour tout A C R, la limite de toute suite convergente d valeurs dans A est dans A, méme si
A n’est pas fermée.

(iii) R (muni de T ) n'est pas métrisable.

Proposition 5.1.8. Soit (X, Tx) et (Y,Ty) deux espaces topologiques On suppose que Y est séparé.
(i) Soit f: AC X =Y, a un point d’accumulation de A. Alors f admet au plus une limite en a.

(ii) Soit f,g: X = Y deux fonctions continues. Soit D une partie dense de X t.q. fip = gp.
Alors f =g.

5.2 Constructions de topologies
5.2.1 Topologie induite

Définition 5.2.1 (Topologie induite). Soit (X,T) un espace topologique, A C X. La topologie
induite T4 est la plus petite topologie sur A t.q. Uinclusion i : A — X est continue. Autrement dit :

Ta={i"(0),0eT}={AN0, 0eT}.

Remarque 5.2.2. Si (X,d) est un espace métrique et A C X, alors la topologie induite par la
topologie de X sur A est la topologie définie par la métrique dj4z .

5.2.2 Topologie quotient

Définition 5.2.3 (Topologie quotient). Soit (X,T) un espace topologique, R une relation d’équi-
valence sur X. La topologie quotient Tx g est la plus grande topologie sur X/R t.q. la projection
canonique p : X — X/R est continue. Autrement dit :

Txm={0€P(X/R), p ' (0)eT} = {OEX/R, U weT}.
weO
Remarque 5.2.4. Un quotient d’un espace topologique séparé peut ne pas étre séparé.
Exemple 5.2.5.
(i) R/Z (muni de la topologie quotient) est homéomorphe ¢ S* = {z € C, |z| = 1}.
(ii) La topologie quotient sur R/Q est la topologie grossiére.
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5.2.3 Topologie produit

Définition 5.2.6 (Topologie produit). Soit ((Xa,Ta))sea une famille d’espaces topologiques. On
considére X = [[oca Xa. Pour a € A, on note p, : X — X, la projection sur X,. La topologie
produit Ty est la plus petite topologie sur X t.q. pour tout o € A, p, est continue. Notons :

B:{ﬂpa}((’)i), HEN, (al,...,an)EA", ((’)1,...,(9n)€7;1 X"'Xnn}.
=1

Alors Tx = {UyepU, B C B}. Ainsi, B est une base de Tx.

Remarque 5.2.7. Dans un produit d’espaces topologiques, un produit infini d’ouverts n’est pas néces-
sairement un ouvert. Par exemple, {0, 1} (vu comme espace produit) n'est pas muni de la topologie
discréte, alors que {0,1} est muni de la topologie discreéte.

Remarque 5.2.8. Si (X1, T1),...,(X,, Tn) sont un nombre fini d’espaces topologiques, alors la to-
pologie produit sur X = [[;_, X est la topologie dont une base est :

B={0; % xO0p (O,...,0.) €T x - x T}

Exemple 5.2.9. Soit (Ey,dy),...,(E,,d,) un nombre fini d’espaces métriques. Alors la topologie
produit sur B = [[;_, E} est la topologie associée a la métrique suivante :
E* — R,
d: :
(z,y) — %?é%dk (Th Yr)

Exemple 5.2.10. Soit ((Ey,dy)),ey une famille dénombrable d’espaces métriques. Alors la topologie
produit sur E = [[pen Ex est la topologie associée a la métrique suivante :

E* — R,

d: 1 ) .
(z,y) — Y. Wmm(l,dk (k. Ur))
keN

Exemple 5.2.11. Soit (X,T) un espace topologique, A un ensemble. On munit X* de la topologie
produit. Soit (f),cn € (XA>N, fe XA Alors f, — fssiVae A, fu(a) — f(a). Ainsi, la
topologie produit est la topologie de la convergence simple.

Exemple 5.2.12. Soit (X,T) un espace topologique et ((Ya,Ta))yea une famille d’espaces topolo-

giques. On note Y = [lyca Yo, muni de la topologie produit. Pour o € A, soit po 1 Y — Y, la
projection sur Y,. Alors une fonction f : X — Y est continue ssi Vo € A, p, o [ est continue.

Exemple 5.2.13. On munit X = [0,1]'*! de la topologie produit. Soit J € P;(QN]0,1[). On écrit
J=Ary,...,m} avec 0 =19 <11 < -+ <71y < 7Tpy1 = 1. On définit ¢; € X continue et affine par
morceauz en posant :

Vk € [0,n+1], ¢; (1) =0 et Vie[0,n+1], vs (W> -1

2
Comme Py (QNJ0, 1[) est dénombrable, on peut indexer la famille (goj)JePf(Qm]OJD par N : on note
(fn)nen une telle indexation. Alors :
(i) {fn, n € N} est dense dans X (donc X est séparable).
(ii) Plus généralement, tout produit d’espaces séparables indexé par R est séparable.
(iii) Toute fonction f € X est valeur d’adhérence de (fy),cn-
(iv) On note A l’ensemble des limites des suites extraites de (fy),cy- Alors :
(a) A s’injecte dans R (alors que X est en bijection avec P(R)).
(b) Tout élément de A est mesurable et d’intégrale 3.
)

(c

Tout élément de A est continu en tout point d’une partie dense de |0, 1].

17



6 Compacité

6.1 Généralités

Définition 6.1.1 (Axiome de Borel-Lebesgue). Soit X un espace topologique. S’équivalent :
(i) Pour toute famille (Oa) qen douverts de X t.q. Upes Oa = X, il existen € N et (oq,..., ) €

A" t.q. UL, O, = X,
(ii) Pour toute famzll e (Fo)yeq de fermés de X t.q. Nyea Fo = 9, il existen € N et (aq, ..., o) €
A" t.g. N2 =J.

On dit alors que X vemﬁe ["axiome de Borel-Lebesgue.

Définition 6.1.2 (Espace compact). On dit qu’un espace topologique X est compact lorsqu’il vérifie
les deux propriétés suivantes :

(i) X est séparé.

(ii) X wvérifie 'axiome de Borel-Lebesgue.
De plus, st K C X, on dit que K est une partie compacte de X lorsque K muni de la topologie

induite est un espace topologique compact.

Remarque 6.1.3. Soit X un espace topologique séparé et K C X. Alors K est une partie compacte de
X ssi pour toute famille (Oq), ey d’ouverts de X t.q. K C Uyen Oa, il evisten € N et (ay,...,ay) €
A" tq K CcUX, O

Théoréme 6.1.4. Soit X un espace compact, (F,) une suite décroissante (pour l'inclusion) de fermés
non vides de X . Alors :

) F. # 2.

neN

6.2 Propriétés des espaces compacts
6.2.1 Fermeture

Proposition 6.2.1. Soit K un espace compact, F' un fermé de K. Alors F' est une partie compacte
de K.

Proposition 6.2.2. Soit K une partie compacte d’un espace topologique X séparé. Alors pour tout
x € X\K, il existe des ouwverts U,V t.q K CU,z €V etUNV = @.

Corollaire 6.2.3. Soit K une partie compacte d’un espace topologique X séparé. Alors K est un
fermé de X .

6.2.2 Applications continues

Théoréme 6.2.4. Soit K un espace compact et Y un espace topologique séparé. Si f : K — Y est
continue, alors f(K) est une partie compacte de Y .

Corollaire 6.2.5 (Critére d’homéomorphisme). Soit K un espace compact et Y un espace topologique
séparé. Si f : K =Y est une bijection continue, alors [ est un homéomorphisme.

6.2.3 Suites

Proposition 6.2.6. Dans un espace compact, toute suite admet une valeur d’adhérence.

Démonstration. L’ensemble des valeurs d’adhérence de (), €St Npen {Zp, P = n}, ce qui permet
de conclure a l'aide du théoreme 6.1.4. [l
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6.2.4 Séparation

Proposition 6.2.7. Soit A, B deux parties compactes disjointes d’un espace topologique X séparé.
Alors il existe des ouverts U,V disjoints t.q. A C U et BC V.

Exemple 6.2.8. Soit X un espace topologique séparé et (Ky,), . une suite décroissante (pour l'in-

clusion) de compacts connexes de X. Alors N,en Kn est conneze.

6.3 Exemples de compacts
Théoréme 6.3.1. Pour (a,b) € R?, [a,b] est une partie compacte de R.
Démonstration. On peut supposer a < b. Soit alors (Og),c, une famille d’ouverts de R t.q.
[a,b] C Uagea On- On considere :
E = {x € [a,b], 3B € Pi(A), [a,z] C |J Oa}.
acB

Notons que E # @ car a € E. On pose donc s = sup E. Montrer d’abord que s > a (en considérant
un ay € A t.q. a € O,, puis un ¢, > 0 t.q. |a —&,,a + €,] C O,,), puis en déduire que s = b (en
considérant un a; € A t.q. s € O,, puis un 5 > 0 t.q. |s — 5,5 + 5[ C O,.). O

Corollaire 6.3.2. Les compacts de R sont les fermés bornés.

Proposition 6.3.3. Soit K un espace compact, f : K — R une application continue. Alors f est
bornée et atteint ses bornes.

Proposition 6.3.4. Un produit quelconque d’espaces topologiques séparés est séparé.
Théoréme 6.3.5. Un produit fini d’espaces compacts est compact.

Démonstration. Il suffit de montrer quun produit de deux espaces compacts est compact (on
conclut ensuite par récurrence). Soit donc (K, Tx) et (L, Tr) deux espaces compacts. Soit (Oa),c 4
une famille d’ouverts de K x L t.q. K X L = Uaea On. Soit x € K. Montrons qu’il existe un ouvert
U, de K contenant x et un B € P(A) t.q. U, X L C Upep On- Pour cela, on pose :

E={UV)ETx xTo,z€U et Ja€ A, UxV CO,}.

Notons que {V € T, 3U € Ty, (U,V) € &,} recouvre L. Comme L est un espace compact, il existe
Vi,.... Vo) eTlet (Uy,...,Uy,) € T t.q.

L=V et Vi e [1,n], (U, V;) € &,.

Pour i € [1,n], il existe a; € A t.q. U; x V; C O,,. Ainsi, en considérant U, = N, U;, U, est un
ouvert contenant x et U, x L C U;_; O,,. On a prouvé :

Vz e K, U, € Tx, IB € Py(A), x €U, et U, x L C | J O,.

aeB

Ainsi, {U € Tk, 3B € P(A), U x L C Upep On} est un recouvrement ouvert de K. Il admet donc
un sous-recouvrement fini (car K est compact), ce qui permet de conclure. []

Théoréme 6.3.6. Les compacts de (R",|-||.) sont les fermés bornés, avec ||-|| : z € R" —
maXlgign ]$Z|
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6.4 Espaces vectoriels normés

Théoreme 6.4.1. Toutes les normes sur R™ sont équivalentes. En particulier, elles définissent la
meéme topologie.

Démonstration. Soit v : R” — R, une norme. On note vy : * € R" — maxj¢;<, ;|- v est une
norme sur R"™. Montrons que v est équivalente a v, ce qui permet de conclure, car 1’équivalence des
normes est une relation d’équivalence. Si (ey, ..., e,) est la base canonique de R™, alors :

Ve e R", v(z) =v <z: xi6i> < i |z v (e;) < (iy (ei)> V().

Ainsi, Papplication v : (R",15) — (R4, |:|) est lipschitzienne donc continue. On note alors ¥ =
{z € R", vy(x) = 1}. Selon le théoreme 6.3.6, X est un compact de (R™, ). Comme v est continue
sur X, elle y est bornée et atteint ses bornes. Soit donc (z_,x,) € ¥? t.q.

VeeX viz_)<v(z)<v(zy).
Onaxz_ € X C R"\{0} donc v (xz_) > 0. On vérifie alors que :
Ve e R", v(z_) v(zr) <v(z) <v(zy)-v(z).
Donc v et vy sont équivalentes. O]

Corollaire 6.4.2. Si E est un espace vectoriel normé de dimension finie, alors toutes les normes
sur B sont équivalentes.

Corollaire 6.4.3. Si E est un espace vectoriel de dimension finie, alors les compacts de E (au sens
de n’importe quelle norme) sont les fermés bornés.

Remarque 6.4.4. Soit E un espace vectoriel de dimension finie, (e1,...,eq) une base de E de base
duale (€3, ..., ¢€}). Alors une suite (u,), .y € E converge dans E (au sens de n’importe quelle norme)
ssi pour tout 1 € [1,d], la suite (€] (un)), ey cOnvErge.

Proposition 6.4.5. Soit (E, ||-||) un espace vectoriel normé et F' un sous-espace vectoriel de E. Si
F est de dimension finie, alors F est fermé dans (E, ||-]|).

Corollaire 6.4.6. Si E est un espace vectoriel de dimension finie, alors BF(0,1) est un compact de
E.

Théoréme 6.4.7 (Théoreme de Riesz). Soit (E, ||-||) un espace vectoriel normé. Si BF(0,1) est un
compact de (E, ||-||), alors E est de dimension finie.

Démonstration. On suppose que B = BF(0,1) est un compact. Notons que B C U,cp B (l‘, %)

Donc il existe n € N* et (z1,...,2,) € B" t.q. BC U, B <xi, %) On note F' = Vect (z1,...,z,).
Alors F' est un sous-espace vectoriel de dimension finie de E, donc un fermé de E. Soit x € FE.
Montrer par récurrence sur p que :

VpeN*, Jy e F, [lz—y| <277
Ainsi, x € F = F. Ceci prouve que E = F, donc E est de dimension infinie. O
Exemple 6.4.8. On se place dans ¢* (N) = {u eRN, ¥, nul < +oo}, qu’on munit de la norme
Ml : w € 2 (N) — /> penu2. On considére le cube de Hilbert :

1
H:{ueRaneNﬁmﬂg}ceﬂNy
n+1

Alors :
(i) H est un compact de (¢* (N), ||]],).

(i) H nlest contenu dans aucun sous-espace vectoriel de dimension finie de (* (N).

20



6.5 Cas des espaces métriques

Définition 6.5.1 (Espace séquentiellement compact). Un espace métrique (E,d) est dit séquentiel-
lement compact lorsque toute suite de E admet une valeur d’adhérence. Comme (E,d) est métrique,
cela équivaut a dire que toute suite de E admet une sous-suite convergente.

Lemme 6.5.2 (Lemme de I’ de Lebesgue). Si (E,d) est un espace métrique séquentiellement com-
pact et (Oq),eq st un recouvrement ouwvert de E, alors :

de>0,Vx e E, Ja € A, B(xz,e) C O,.

Lemme 6.5.3 (Lemme de paracompacité). Si (F,d) est un espace métrique séquentiellement com-
pact, alors :

Vp >0, 3n € N*, 3 (21,...,2,) € E", E= ] B (,p).

i=1
Théoréme 6.5.4 (Théoreme de Bolzano-Weierstra$3). Soit (E,d) un espace métrique. Alors (E,d)

est compact ssi (F,d) est séquentiellement compact.

Démonstration. (=) Voir proposition 6.2.6. (<=) Appliquer le lemme de I’ de Lebesgue (lemme
6.5.2) puis le lemme de paracompacité (lemme 6.5.3). O

Théoréme 6.5.5 (Théoreme de Heine). Soit (K, d) un espace métrique compact et (Y, ) un espace
métrique. Alors toute fonction continue f : K — Y est uniformément continue.

Démonstration. Soit ¢ > 0. Pour x € K, il existe n, > 0 t.q. f(B(x,n,)) C B (f(:v),%) On
a K = U,ex B (x,%’”) Comme K est compact, soit donc n € N* et (z1,...,2,) € K" t.q K =
r,B (xi, %) Soit ) = minj<;<, 5+ > 0. Soit (z,y) € K? t.q. d(z,y) <. Comme z € K, il existe

io € [1,n] t.q. d(z,x;)) <

0 (f(x), f(y)) <O(f(x), f(2i)) +0(f (i), [(y)) <&

Donc f est uniformément continue. ]

N
5

Et d(z,y) <n < %% done d (y, xiy) < Ny, . Ainsi :

6.6 Ascoli

Définition 6.6.1 (Equicontinuité). Soit (X,T) un espace topologique et (Y,8) un espace métrique.
(i) Une partie F C C°(X,Y) est dite équicontinue lorsque :

Ve > 0, Vo € X, 3V wvoisinage de xz, Vf € F,Vy € V, 6 (f(x), f(y)) < e.

(i) Si(X,d) est un espace métrique, une partie F C C° (X,Y) est dite uniformément équicontinue
lorsque :

Ve>0,3dn>0,VfecF, Viy € X? dz,y) <n=46(f(2), f(y)) <e.

Proposition 6.6.2. Si (K, d) est un espace métrique compact et (Y,8) un espace métrique, alors
toute famille F C C° (K,Y) équicontinue est uniformément équicontinue.

Démonstration. Méme démonstration que pour le théoréme de Heine (théoréeme 6.5.5). O
Proposition 6.6.3. Tout espace métriqgue compact est séparable.

Démonstration. Soit (K, d) un espace métrique compact. Pour tout p € N*, il existe n, € N* et
s L ,xﬁ{j}) € K»tq K=U;*B (xEP), %) Montrer alors que D = J,ey- {xgp), . ,x,({;)} est au
plus dénombrable et dense dans K. O
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Lemme 6.6.4. Soit (K, d) un espace métrique compact et (Y,d) un espace métrique. Soit (fp),en €
CO(K,Y)" vérifiant les deuz conditions suivantes :

(i) {fn, n € N} est équicontinue.
(i) Vo € K, 3C, compact de' Y, {f,(z), n € N} C C,.

Soit D la partie dénombrable et dense de K construite dans la démonstration de la proposition 6.6.35.
On suppose <f"‘D)neN converge simplement. Alors (fy),cn converge uniformément.

Démonstration. Premiére étape. Soit v € K. Montrer que (f,(x)),cy est de Cauchy. Comme c’est
une suite a valeurs dans C,, qui est compact, elle admet une valeur d’adhérence (proposition 6.2.6)
donc converge (proposition 3.1.5) vers un f(x) € C, C Y. Deuzxiéeme étape. Montrer que f: K — Y
est uniformément continue. Ainsi { f,,, n € N}U{f} est uniformément équicontinue. Troisiéme étape.
On a f, = f simplement, montrons que la convergence est uniforme. Soit ¢ > 0, soit n > 0 de

I'uniforme équicontinuité de {f,, n € N}U{f} pour 5. Par construction de D (c.f. démonstration de
la proposition 6.6.3), il existe F' C D finie t.q. K = Uyer B(w,n). Pour w € F, f,(w) — f(w),

soit donc N, € N t.q. Vn > Ny, § (fu(w), f(w)) < 5. Soit alors N = max,er N,,. Soit maintenant
reKetn>N.Soit we F t.q. d(z,w) <n. Alors :

0 (ful), [(2)) < 6 (fal(2), fa(w)) + 6 (fu(w), f(w)) + 0 (fw), f(z)) <e.

Donc f, —— f uniformément. ]
—+00

n

Théoréme 6.6.5 (Théoreme d’Arzela-Ascoli). Soit (K,d) un espace métrique compact et (Y,0) un
espace métrique. On munit C° (K,Y) de la distance A définie par :

V(1.9) € CK,Y)*, Alf.9) = supd (f(a), g(x)

A est bien définie (et c’est une distance) car K est compact. Alors une partie F C C° (K,Y) est
d’adhérence compacte ssi les deux conditions suivantes sont vérifiées :

(i) F est équicontinue.
(i) Vo € K, 3C, compact de Y, {f(x), f € F} C C,.

Démonstration. (=) Pour z € K, 'application ¢, : f € C°(K,Y) — f(x) € Y est 1-lipschitzienne
donc continue, donc ¢, (f) est un compact de Y contenant { f(x), f € F}, d’ou (ii). Soit maintenant
€ > 0. Comme F C Uyser B (f, %) et F est compact, il existe n € N* et (fi,..., fn) € F" t.q. F C

", B ( fs %) Or {fi,..., fu} est un ensemble fini de fonctions uniformément continues, c’est donc

un ensemble uniformément équicontinu. En déduire que F est uniformément équicontinu, d’ou (i).
(<) Soit D la partie dénombrable et dense de K construite dans la démonstration de la proposition
6.6.3. Soit alors (fy),cy € F' . Par procédé diagonal de Cantor, construire une extractrice ¢ : N — N
t.q. Vz € D, (fw(n) (x)) o Converge. Selon le lemme 6.6.4, (fg,(n)> converge au sens de (C°(X,Y), A).
Ceci prouve que toute suite & valeurs dans F admet une valeur d’adhérence dans F. En déduire que

toute suite a valeurs dans F admet une valeur d’adhérence dans F. Selon le théoreme de Bolzano-
Weierstrafl (théoreme 6.5.4), F est compact. O

Exemple 6.6.6. On se place dans 'espace C* ([0, 1], R) muni de la distance définie dans l’exemple
1.1.4. Alors :
(i) Soit (fn),en € C ([0, 1,R)" et f e ¢ ([0,1],R). Alors f, = f ssi pour tout p € N,

fip) — f® uniformément.

(ii) C* (]0,1],R) est complet.

(iii) Notons qu’une partie B C C*> ([0,1],R) est bornée ssi Ve > 0, IX > 0, AB C B(0,¢). Ainsi
les fermés bornés de C* ([0, 1], R) sont compacts.
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(iv) La topologie de C* ([0, 1], R) n’est pas une topologie d’espace vectoriel normé.

Exemple 6.6.7. Soit X un espace topologique et x € X. On note C la composante connexe de x
dans X et M C P(X) l’ensemble des parties a la fois ouvertes et fermées de X contenant x. Alors :

(1) Narem M C C, mais Uinclusion peut étre stricte.
(ii) Si X est compact, alors Nyrep M = C.

7 Espaces de Baire

7.1 Théoréme de Baire

Définition 7.1.1 (Espace de Baire). Un espace topologique X est dit de Baire lorsque toute famille
dénombrable d’ouverts denses de X a une intersection dense dans X.

Proposition 7.1.2. Un espace topologique X est de Baire ssi toute réunion dénombrable de fermés
d’intérieurs vides est d’intérieur vide.

Lemme 7.1.3. Soit X un espace topologique compact ou un espace métrique, U un ouvert non vide
de X. Alors il existe un ouvert non vide V de X t.q. V CV C U. 51 X est un espace métrique, V'
peut de plus étre choisi de diametre arbitrairement petit.

Démonstration. Soit x € U (car U # &). Alors {z} et X\U sont des fermés disjoints de X. Premier
cas : X compact. D’apres la proposition 6.2.7, il existe des ouverts V' et W disjoints t.q. {z} C V
et X\U C W. Ainsi, V C X\W, et X\W est fermé donc V€ X\W C U. Doncz € VCV C U.
Second cas : X métrique. Soit 0 < p < 3d(x, X\U). On pose V = B(x,p) et W = Uyex\v By, p)-
Alors V' et W sont des ouverts disjoints de X, {z} C V et X\U C W, ce qui permet de conclure
comme précédemment. De plus, diam V' < 2p, et p peut étre choisi arbitrairement petit. ]

Lemme 7.1.4. Soit (E,d) un espace métrique complet, (F,), . une suite décroissante de fermés
non vides de E t.q. diam F, i 0. Alors Npen Frn # 9.

Théoréme 7.1.5 (Théoreme de Baire). Si X est un espace topologique compact ou un espace mé-
trigue complet, alors X est de Baire.

Démonstration. Soit (O,), .y une famille d’ouverts denses de X. Soit W un ouvert non vide de
X. 1l s’agit de montrer que W N (N,eny On) # . Construisons par récurrence une suite (W)
d’ouverts non vides de X t.q.

neN

Vn €N, Wy C Wit C W, 0O,

On pose Wy = W. Apres avoir construit Wy, ..., W, on applique le lemme 7.1.3 avec U = W,, N O,
(qui est un ouvert non vide car W,, est un ouvert non vide et O, est un ouvert dense). On obtient
ainsi un ouvert non vide W, t.q. Wys1 C Whir C W, N O,,. Dans le cas ot X est métrique, on
impose de plus diam W,,,; < n%_l Ainsi, la récurrence se propage et la suite (W),), . est construite.
Notons qu’on a alors Vn € N, W,,.1 C W,.1 C W,, C W,,. Ainsi :

Wﬂ(ﬂ(’)n>3ﬂWn:ﬂWn.

neN neN neN

1l suffit donc de prouver que N,ey Wy # . Dans le cas ott X est un espace topologique compact,
¢’est une conséquence du théoreme 6.1.4; dans le cas ot X est un espace métrique complet, c’est une

conséquence du lemme 7.1.4, car diam W,, < % T> 0. O
n o
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7.2 Quelques baireries

Exemple 7.2.1. Quelques applications du théoréme de Baire :
(i) [0,1] ne peut pas s’écrire comme réunion disjointe d’un nombre dénombrable de fermés.
(ii) Théoreme de Sunyer i Balaguer. Soit f € C* (R, R) t.q.

Vz € R, 3k, € N, f*)(z) =0.

Alors f est polynomiale.
(iii) Tout espace de Baire séparé sans point isolé est indénombrable.
(iv) 1l n’existe pas de fonction f:R — R dont Q soit l’ensemble des points de continuité.

(v) Une limite simple de fonctions continues R — R est continue en tout point d’une partie dense
de R.

(vi) Dans C°([0,1],R) (muni de la norme ||-||. ), l'ensemble des fonctions ayant une dérivée d
droite en au moins un point est d’intérieur vide.

7.3 Applications aux espaces de Banach

Remarque 7.3.1. Tout espace de Banach est de Baire.

Proposition 7.3.2. Soit E un espace de Banach de dimension infinie. Alors E n’admet pas de base
dénombrable.

Démonstration. Soit (e,), oy € EN. Pour n € N, soit F, = Vect (eq,...,e,). Alors F, est un
sous-espace vectoriel de dimension finie de £, donc un fermé de E (selon la proposition 6.4.5). Et
F,, est un sous-espace vectoriel strict de FE (car E est de dimension infinie), donc E, = o. Ainsi,
(Fu) ey est une famille dénombrable de fermés d’intérieurs vides de E. Or E est de Baire. Donc
Vect (en, n € N) = U, ey I, est d'intérieur vide. En particulier, Vect (e,, n € N) # E. Donc (ey),,cy
n’est pas génératrice. Ceci prouve que F n’admet pas de famille génératrice dénombrable (donc pas
de base dénombrable). O

Lemme 7.3.3. Soit E un espace de Banach, F' un espace vectoriel normé. Soit & C Lo(E,F) t.q.
Vee B, IM, e R, VY € &, |[v(z)|| < M,.

Alors :
IM e Ry, W€ &, 6] < M.

Démonstration. Pour n € N, soit G, = Nyes ™' (BF(0,n)). G, est un fermé de E. Et, pour
x € FE,sin> M,, alors x € GG,,. Donc :

E=JG.

neN

Donc U,y G, n'est pas d’intérieur vide. Comme E est de Baire, il existe ng € N t.q. Gono # . Soit
donc zy € Gy, et 79 > 0 t.q.
B (z9,70) C Gpy-

On montre alors que Vo € B (0,ry), Yy € &, ||¢(x)|| < 2np. On en déduit Vi) € &, [|¢] < 47%. O

Théoréme 7.3.4 (Théoréeme de Banach-Steinhaus). Soit E un espace de Banach, F un espace
vectoriel normé. On considére une suite (pn), .y € Le (E, F)N convergeant simplement vers une
fonction p € FE. Alors ¢ € Le(E,F).
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Démonstration. La linéarité de ¢ est une conséquence immédiate de la convergence simple. Mon-
trons que ¢ est continue. Pour z € E, la suite (¢, (x)), oy converge donc est bornée. On applique donc
le lemme 7.3.3 avec & = {¢,, n € N}. Ainsi, il existe M € Ry t.q. Vn € N, ||| < M. Autrement
dit :

Ve e E, Vn €N, |o.(z)

A z fixé, on fait tendre n — 4-o00. Il vient Vz € E, |¢(z)||

< M|
< M ||z||, donc ¢ est continue. O

Théoréme 7.3.5 (Théoreme de l'application ouverte). Soit E et F deux espaces de Banach. Soit
¢ : E — F wune application linéaire, continue et surjective. Alors ¢ est ouverte (i.e. l'image par ¢
d’un ouvert de E est un ouvert de IF').

Démonstration. Notons que :

U ¢ (B(0,n) > U ¢(B(0,n) = ¢ (U B(O,n)) = p(E) = F.

neN neN neN

Ainsi, (cp (B(O,n))) oy €8t une famille de fermés de F' dont la réunion est d’intérieur non vide.

Comme F' est de Baire, il existe ng € N t.q. ¢ (B (0,n0)) # . Soit donc 29 € ¢ (B (0,ng)), 7o > 0
t.q.

B (z9,70) C ¢ (B (0,ng)).
Comme B (0,ng) est convexe et symétrique par rapport a l'origine, ¢ (B (0,n¢)) I'est aussi. Ainsi,
B(—g,10) C ¢ (B(0,n0)), puis B(0,79) C ¢ (B(0,n9)). On note k = 2. On a B(0,r9) C
¢ (B (0,krg)). Par homothétie :

Vr >0, B(0,r) C ¢ (B(0,kr)).

Soit r > 0. Montrons maintenant que B (0,7) C ¢ (B (0,2kr)). Pour cela, soit y € B(0,r). Par
récurrence, on construit une suite (), .y € EN t.q.

kr

.
Vn €N, ||a:n|\<2—n et Vn € N, |’x—gp<x0+...+xn)"<ﬁ_

Ainsi, la série > x,, est absolument convergente dans l’espace de Banach F, donc elle converge vers
se€ E. Etona |s| <2kretax=qp(s)e€p(B(0,2kr)). Donc :

Vr >0, B(0,r) C ¢(B(0,2kr)).

Ceci prouve que l'image par ¢ d’un voisinage de 0 dans F est un voisinage de 0 dans F'. Par linéarité,
on en déduit que ¢ est ouverte. [

Théoréme 7.3.6 (Théoreme d’isomorphisme de Banach). Soit E et ' deux espaces de Banach, et
¢ : E — F un isomorphisme linéaire continu. Alors ¢ est un homéomorphisme (donc o' est un
isomorphisme linéaire continu,).

Théoréme 7.3.7 (Théoreme du graphe fermé). Soit E' et F' deux espaces de Banach, ¢ € L(E, F).
Alors ¢ est continue ssi son graphe I'y, = {(z,¢(x)), x € E} est un fermé de E x F (muni de la
topologie produit, ou de maniére équivalente, de la norme max).

Démonstration. (=) Clair (et toujours vrai lorsque E et F sont des espaces métriques et ¢ € F'F).
(<) On suppose I', fermé. Comme ¢ est linéaire, I',, est un sous-espace vectoriel de £ x F. Selon
la proposition 3.1.7, I',, est un espace de Banach. On note pp € Lo(E X FLE), pp € Lc (E X F, F)
les projections respectives sur £ et F. Alors pgp est linéaire, continue et bijective; c’est donc
un homéomorphisme selon le théoréeme d’isomorphisme de Banach (théoréeme 7.3.6). Or ¢ = pg o

-1
(PE|F> , donc ¢ est continue. O
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Exemple 7.3.8. On se place dans E = C°([0,1],R), qu’on munit de ||-|| . Soit F un sous-espace
vectoriel fermé de E inclus dans C' ([0,1],R). On munit F de ||-||, définie par :

Ve F fllh = 1l + 1

Alors :
(i) (F,]|-]l;) est de Banach.
(i) B=A{f€F, ||fll, <1} est un compact de (F,|-||.)-

)
(iii) Sur F, |||, et |||, sont équivalentes.
)

—

(iv) F est de dimension finie.

8 Généralités de calcul différentiel

8.1 Notion de différentiabilité

Définition 8.1.1 (Différentiabilité). Soit E et F' deuz espaces de Banach, U un ouvert de E, f :
U— F,acU. On dit que f est différentiable au point a lorsqu’il existe ¢ € Lo(E,F) t.q.

f(z) = f(a) = p(z —a)

[ = af a

> 0.

L’application ¢ est alors appelée différentielle de f en a et notée df(a). On dit de plus que f est
différentiable sur U si [ est différentiable en tout point de U. On dispose alors d’une application
df : U — Le(E,F). On dit que f est C* lorsque [ est différentiable sur U et df € C° (U, Lc(E, F)).

Remarque 8.1.2. Soit F' un espace de Banach, U un ouvert de R, f :U — F. Poura € U, f est
différentiable en a ssi f est dérivable en a. Dans ce cas :

Vt € R, df(a) -t =tf'(a).

8.2 Quelques remarques

Remarque 8.2.1. Soit E et F' deux espaces de Banach. Si on remplace les normes sur E et F
par des normes équivalentes, on ne change pas la notion de différentiabilité ni la différentielle d’une
fonction.

Proposition 8.2.2. Soit E et F' deux espaces de Banach, U un ouwvert de E, f : U — F, a€ U. Si
f est différentiable en a, alors [ est continue en a.

Démonstration. Cela vient du fait que df(a) € Lo(F, F) (et pas seulement df(a) € L(E, F)!). O

Définition 8.2.3 (Dérivées directionnelles). Soit E et F' deux espaces de Banach, U un ouvert de
E, f:U—=F,ac U, he E. On dit que f a une dérivée directionnelle en a selon le vecteur h
lorsque t — w a une limite en O ; cette limite est alors appelée dérivée directionnelle de f
en a selon h.

Proposition 8.2.4. Soit E et I’ deux espaces de Banach, U un ouvert de £, f : U — F, a € U. Si
f est différentiable en a, alors f admet en a une dérivée directionnelle selon tout vecteur; de plus,
pour tout h € E, df(a) - h est la dérivée directionnelle de f en a selon h :

fla+th) — f(a)
t

Corollaire 8.2.5. Soit E et F' deux espaces de Banach, U un ouvert de E, f : U — F, a € U. Si
df(a) existe, alors elle est unique.

Vh € E, df(a) - h=lim
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8.3 Regles de calcul

Proposition 8.3.1 (Linéarité). Soit E et F' deuz espaces de Banach, U un ouvert de E, f,g : U — F,
aeU, (\p) €K

(i) Si f et g sont différentiables en a, alors (\f + pg) aussi, et :
d(Af + pg)(a) = Adf(a) + pdg(a).
(ii) Si f et g sont C' sur U, alors (\f + ug) aussi.

Proposition 8.3.2 (Composition). Soit E, F' et G trois espaces de Banach, U et V' des ouverts
respectifs de E et F, f : U — F, g :V — G, a € U. On suppose que f(U) C V. Si f est
différentiable en a et g est différentiable en f(a), alors (go f) est différentiable en a, et :

d(go f)(a) = dg(f(a)) o df(a).

8.4 Exemples

Proposition 8.4.1. Soit E et F deuz espaces de Banach, U un ouvert de E, f : U — F une
application constante. Alors f est C* sur U et Va € U, df(a) = 0.

Proposition 8.4.2. Soit E et F deux espaces de Banach, U un owvert de E, f : U — F une
application linéaire continue. Alors f est Ct sur U et :

Va e U, df(a) = f.

Proposition 8.4.3. Soit E1, Es, F' trois espaces de Banach, U un ouvert de £y X Fy, B : U — F
une application bilinéaire continue. Alors B est Ct sur U et :

V(CLhCLQ) S U, V(h/l,hQ) € E1 X EQ, dB (al,ag) . (hl,hg) =B (a17h2> + B (hl,ag) .

Proposition 8.4.4. Soit Ey,...,E,, I des espaces de Banach, U un ouvert de Ey X --- X E,, ¢ :
U — F une application p-linéaire continue. Alors ¢ est Ct sur U et :

V(al,...,ap) EU, V(hl,...,hp) EEl X "'XEp,
p
dgp(al,...,ap)-(hl,...,hp) :Z(p(al,...,ai,l,hi,aiﬂ,...,ap).

=1

Proposition 8.4.5. Soit E un espace de Banach, u € Lo(E, E) vérifiant ||ul| < 1. Alors (idg — u)
est inversible, et :

(idg —u)™' = > un.
n=0
Notation 8.4.6. Etant donnés deux espaces de Banach E et F, on notera :
Isom(E, F) = {u € Lc(E, F), u inversible} .

Théoréeme 8.4.7. Soit E et F' deuz espaces de Banach. Alors Isom(E, F') est un ouvert de Le(E, F).
Selon le théoréme d’isomorphisme de Banach (théoréme 7.3.6), on définit a bon droit :

 |Isom(E, F)) — Le(F, E)

J _
wr—s u

Alors j est différentiable et vérifie :

Vu € Isom(E, F), Vh € Le(E, F), dj(u)-h=—u"tohou "
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8.5 Différentiabilité et espaces produits

Proposition 8.5.1. Soit E, Fy, ..., F, des espaces de Banach, U un ouvert de E, f : U — F; X
-+ X F,. Pour j € [1,n], on note q; : Fy x --- x F,, = F; la projection sur F;. Pour a € U, f est
différentiable en a ssi pour tout j € [1,n], (g; o f) est différentiable en a. Et on a alors :

V] € [[1,71]], d(Qj Of)(a) = q; Odf(a)'

Démonstration. Pour j € [1,n], soit v; : x € F; — (0,...,0,2,0,...,0) € F} x --- x F,. Alors
les g; et les v; sont des applications linéaires continues, ce qui fournit 1’équivalence voulue avec la
proposition 8.4.2; en utilisant I'égalité f =37 v;0q;0 f. ]

Définition 8.5.2 (Différentielles partielles). Soit Ey, ..., E,,, F' des espaces de Banach, U un ouvert
de B =E\x---xE,, f:U— F. Pouri € [1,m], on poseu; : x; € E; — (0,...,0,2;,0,...,0) € E.
Soit a = (ay,...,ay) € U. Si Uapplication x; € E; — f (a + w; (x; — a;)) € F est différentiable en
a;, sa différentielle est appelée i-ieme différentielle partielle de f en a, et notée d,f(a).

Théoreme 8.5.3. Soit F1, ..., E,,, F des espaces de Banach, U un ouvert de £ = Fy x --- X E,,,
f:U—=F. SoitaecU. Sif estdifférentiable en a, alors f admet des différentielles partielles en a,
et :

Vh € E, df(a)-h = Zdif(a) - h;.
i=1
Remarque 8.5.4. Soit Ey,..., E,,, F des espaces de Banach, U un ouvert de E = Fy X --- X E,,,
f:U— F.Sif estC!surU, alors les différentielles partielles de f sur U sont C°.

Exemple 8.5.5. Soit (m,n) € (N*)*, U un owvert de R™ et f : U — R™. On écrit f = (f1, ..., fn). Si

f est différentiable en un point a € U, alors chaque f; est différentiable donc admet des différentielles

partielles. On obtient ainsi (d;f;(a))i<i<m. Chaque d;f;(a) est un élément de L (R), et est donc
1<5<

EYA
uniquement déterminé par d,f;(a) - 1, qu’on note %(a) € R. Ainsi, en notant C,, et C,, les bases

canoniques respectives de R™ et R™, on a :

@ - )
Meye,@f@) = | : ¢ | eMun(®).
@) - ()

8.6 Difféomorphismes

Définition 8.6.1 (Difféomorphisme). Soit E et F' deuz espaces de Banach, U et V des ouverts
respectifs de E et F, f : U — V. On dit que f est un diffeomorphisme (resp. C'-difféomorphisme)
de U sur V' lorsque les conditions suivantes sont vérifiées :

(i) f est bijective.
(i) f et f~' sont différentiables (resp. de classe C').
Remarque 8.6.2. Soit & et F' deux espaces de Banach, U et V' des ouverts respectifs de E et

F, f:U — V. Sif estun C'-diffeomorphisme, alors f est un difféomorphisme ; et si f est un
diffeomorphisme, alors f est un homéomorphisme.

Proposition 8.6.3. Soit E' et F' deux espaces de Banach, U etV des ouverts respectifs de E et F,
f:U — V. On suppose que f est un homéomorphisme de U surV. Poura € U, si f est différentiable
en a et df(a) € Isom(E, F), alors f~' est différentiable en f(a) et :

d(f71) (f(a)) = [df(a)] "
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Démonstration. On note b = f(a) € V. On pose :
N(=a)+U — (=b)+V
' hi— fla+h) = f(a)

Alors ¢ est un homéomorphisme de réciproque k — f~1(b+k)— f~1(b). De plus,  est différentiable
en 0 et dp(0) = df(a). Premiére étape. Soit € : (—a) + U — F continue avec €(0) = 0 t.q.

Vh € (—a)+ U, o(h) =df(a)-h+|h| e(h).
Donc :
h € (—a) + U, [df(@)] " o p(h) = h+ [|Al| [df ()] " o e().
Or [df(a)]”" est continue selon le théoréme d’isomorphisme de Banach (théoréeme 7.3.6). Donc
[df(a)] " o £(h) — 0. Soit donc n > 0 t.q. ¥h € (=a) + U, || <y = |[df (@)t oe(h)]| < 3.
Ainsi :

Vhe (—a) + U, [l <n—= ; 1]l < |[df (@) o p(h)|| < ||df@)] ™| - llem)]-

, on a donc :
Vh e (—a)+ U, ||h]l <n= (Al < C )]

Deuziéme étape. On note O = {k € (=b) +V, |[¢ ' (k)| < n}. Comme ¢! est continue, O est un
voisinage de 0. Et :

|F2 0+ k) = F710) = [df (@) k]| |h—[df(@)] o p(h)
&l B ERI
|h = 1df(@)] " o e
| 7]
= C|[df(a)] " o c(n)
<Car@™| el =5 0.

En notant C' = 2 H[df(a)]_l

VE € O\{0}, ott h = ¢ (k)

<C

]

Corollaire 8.6.4. Soit E et F' deuz espaces de Banach, U etV des ouverts respectifs de E et F,
f:U —= V. On suppose que [ est un homéomorphisme de U sur V', et que [ est différentiable (resp.
de classe C'). S’équivalent :

(i) f est un difféomorphisme (resp. C'-difféomorphisme) de U sur V).

(ii) Ve € U, df(z) € Isom(E, F).
Corollaire 8.6.5. Soit (m,n) € (N*)*, U et V des ouverts respectifs de R™ et R". Sil existe un
difféomorphisme de U sur V', alors m = n.

9 Inégalité des accroissements finis

9.1 Inégalité des accroissements finis pour les fonctions de la variable
réelle
Théoréme 9.1.1 (Inégalité des accroissements finis). Soit F' un espace de Banach, a < b des réels.

Soit f :[a,b] = F, g:[a,b] = R deux applications continues. On suppose que f et g sont dérivables
da droite en tout point de la,b| et que :

Vvt €la,bf, Ifa®)] < galt)-
Alors :
1£(b) = f(a)]l < g(b) — g(a).
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Démonstration. Soit € > 0. On consideére :

U=A{telab] [If(t) = fla)ll > g(t) —gla) +e(t —a) +€}.

U est un ouvert de [a, b]. Et il suffit de prouver que U = &. Pour cela, on suppose par 1’absurde que
U # @ et on note m = inf U. On montre d’abord que m > a en utilisant la continuité de f et g en a.
Comme U est ouvert dans [a, b] et m > a, on a donc m ¢ U. En particulier, m # b. Donc a < m < b.
En utilisant la dérivabilité a droite de f et g en m, construire un n > 0 t.q. [m, m +n| C [a,b]\U, ce
qui contredit la définition de m = inf U. C’est absurde, donc U = &. ]

Corollaire 9.1.2. Soit a < b des réels. Soit g : [a,b] — R continue et dérivable a droite en tout point
de la,b| t.q.
vt €la,b], gy(t) > 0.

Alors g est croissante.

Corollaire 9.1.3. Soit F' un espace de Banach, a < b des réels. Soit f : |a,b] — F continue et
dérivable a droite en tout point de |a,b| t.q. il existe k € Ry avec :

vt €la, b, [Ifa(t)]] < k.

Alors :
1£(b) = fla)]| < k(b—a).

9.2 Inégalité des accroissements finis

Théoréme 9.2.1 (Inégalité des accroissements finis). Soit E et F' deuz espaces de Banach, U un
owvert de E, f : U — F différentiable, (a,b) € U? t.q. [a,b] C U. Alors :

1£(b) = fla)]l < < sup, ||df(56)||> o —all.
z€|a,
Démonstration. Appliquer le corollaire 9.1.3 a ’application :
fitel0,1]— f((1—t)a+tb) eF.
O

Théoréme 9.2.2. Soit E et F' deux espaces de Banach, U un ouvert convexe de E, f : U — F
différentiable et t.q. il existe k € Ry avec :

Ve e U, ||df(z)| < k.

Alors :
V(a,b) € U, ||f(b) — fa)|| < kb —al .

Notation 9.2.3. Soit E un espace vectoriel normé, U un ouvert connexe de E. On définit alors a
bon droit, pour (a,b) € U? :

n—1
dy(a,b) = inf {Z |zig1 — x|, n €N, 2 € U, (20, 2,) = (a,b), Vi € [0,n — 1], [25, 241] C U} :

i=0
Théoréme 9.2.4. Soit E et F deux espaces de Banach, U un ouvert connere de E, f : U — F
différentiable et t.q. il existe k € Ry avec :

Ve e U, ||df ()] < k.

Alors :
V(a,0) € U%, || f(b) — f(a)|l < k- du(a,b).

Corollaire 9.2.5. Soit E et F deux espaces de Banach, U un ouvert connexe de E, f : U — F
différentiable t.q. Vo € U, df(x) = 0. Alors f est constante.
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9.3 Premiere application

Théoréme 9.3.1. Soit ' un espace de Banach, a < b des réels. Soit f :|a,b[— F dérivable t.q. f'

admet une limite { en a™. Alors f se prolonge par continuité en une fonction f : [a,b[— F' dérivable
a droite en a et vérifiant fi(a) = ¢.

Démonstration. Comme f’ admet une limite en a™, il existe n > 0 t.q. f" est bornée sur |a,a +
n[. Ainsi, f est lipschitzienne donc uniformément continue sur |a,a + n[. D’apres le théoreme de
prolongement des applications uniformément continues (théoréme 3.4.2), f se prolonge par continuité
en une fonction f : [a,b[— F. Reste a étudier la dérivabilité & droite de f en a. On considére pour
cela :

g:t€la,bl— f(t) —tL.
Alors g est dérivable et Vt €]a,b[, ¢'(t) = f'(t) — £. Soit alors ¢ > 0. Comme lim,+ ¢’ = 0, soit n > 0
t.q.

vVt €la,a+ [, [90)] <e.
Soit t €]a,a + n[. Soit a < s < t. En appliquant 'inégalité des accroissements finis (corollaire 9.1.3)
a g sur le segment [s, t], on obtient ||g(t) — g(s)|| < e(t — s). Autrement dit :

f(t) = f(s)
t—s

Vs €la, t, ' —/l| <¢

En faisant tendre s — a, on a prouvé que Vt €]a, a + 1|, ‘w — €H < e. Donc fi(a) = L. O

—a

9.4 Deuxieme application

Théoréme 9.4.1. Soit I et F' deuz espaces de Banach, U un ouvert conveve de E, (fn),cn une
suite de fonctions différentiables t.q.

(i) Ja € U, (fu(a)),ey converge.
(ii) (dfn),ey converge uniformément sur U vers g : U — Le(E,F).

Alors (fn),eny converge simplement vers une fonction f : U — F ; la convergence est uniforme sur
toute partie bornée de U ; f est différentiable et df = g.

Démonstration. La convergence uniforme de (df,), oy fournit :
Ve >0,IN €N, Vp > N, Vg = N,Vz €U, ||d(f, — f,)(2)]] <e.
Le théoreme 9.2.2 fournit alors :
¥e>0, AN N, Vp > N, Vg > N, Y(z,y) €U, I(f, = fo) (2) = (o= f) Wl < ellz =yl (%)

En appliquant cela avec y = a, on obtient que pour tout x € U, (f,(z) — fn(a)), oy est une suite de
Cauchy de F' donc converge; or (fn(a)),cy converge, donc (f,(z)),y converge vers f(x) € F. En
faisant maintenant tendre ¢ — +o00 dans (%), il vient :

Ve >0, IN e N, Vp > N, Vo c U, [[(f,(x) = fp(a)) = (f(x) = f(a))]| < e lz - all.

On en déduit que la convergence est uniforme sur toute partie bornée de U. Reste a étudier la
différentiabilité de f en un point xy € U. Soit € > 0. Soit p € N vérifiant :

I(f (@) = [ (@0)) = (fo(x) = o (o)) Sellz —xol| et |ldf, (x0) = g ()] <&
Soit alors n > 0 t.q. Vo € B(0,n), || fo(z) — [, (xo) — df, (z0) - (x — o) || < € ||z — x0]|. Alors :
Ve € B(0,n), [|f(z) = f(z0) = g (z0) - (z = wo)|| < [[(f(2) = [ (20)) = (fp() = f, (x0))|
[ fp() = f (20) = dfy (w0) - (z = 20)
+ldfy (o) = g (zo) |l - [l — ol
< 3e ||z — o] -

Donc f est différentiable en xy et df (zo) = g (o). O
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Théoréme 9.4.2. Soit E et F' deux espaces de Banach, U un ouvert conneve de E, (fn),cn une
suite de fonctions différentiables t.q.

(i) Ja € U, (fu(a)),ey converge.
(ii) 3g € Le(E,F)Y, Vo € U, e, > 0, (dfn),cn converge uniformément vers g sur B (z,e,).

Alors (fn),eny converge simplement vers une fonction f : U — F ; la convergence est uniforme sur
toute partie bornée de U ; f est différentiable et df = g.

9.5 Troisiéeme application

Théoreme 9.5.1. Soit F1, ..., E,,, F des espaces de Banach, U un ouvert de £ = Fy X --- X E,,,
U— Ec (EZ-, F)

t bi
0 — di f(a) est bien

f:U — F. Alors f est C' sur U ssi pour tout i € [1,m], Uapplication
définie et continue.

Démonstration. (=) Voir théoreme 8.5.3. (<) Il suffit de prouver que f est différentiable sur U,
car alors la formule du théoreme 8.5.3 fournira la continuité de df. Soit donc a € U. On a :

m

VeeU, ||f(x)— f(a) = dif(a)- (z; — a;)
i=1
< Z||f(a1,...,ai_l,xi,...,xm) —f(al,...,ai,xiﬂ,...,xm) —dzf(a) . (l‘l —(IZ)H .
=1 Ml(:v)
On fixe i € [1,m]. Soit n; > 0 t.q. Vo € B (a,n;), |dif (ar,...,ai—1,2i ..., 2n) — dif(a)]| < 5. Soit
alors z € B (a,n;). On considere :
g:&€ B(ag,m)— flar, ..., 021, Tig1, ..., Tm) — dif(a) - &
Alors g est différentiable et :
€
V& € Bai,m), [[dg©)ll = |dif (a1, ..., ai—1,& Tig1, -, 2m) — dif(a)]] < -
D’apres le théoreme 9.2.2 :
€ €
Vo € B(a,n;), M;(z) = i) — Dl < — ||x — @] < — ||z —al|.
v € Blan), Mla) = g () ~ 9 (@)l < = o — aill < = o — al
Ainsi, si ||z — a|| < minjcic, n;, alors || f(z) — f(a) — X7, dif(a) - (x; — a;)]| < el|z — al]. D’ou le
résultat. O

10 Différentielles d’ordres supérieurs

10.1 Généralités

Définition 10.1.1 (Différentielle d’ordre 2). Soit E et F' deux espaces de Banach, U un ouvert de
E, f:U— F,aeU. On dit que f est deux fois différentiable au point a lorsqu’il existe un voisinage
ouvert V de a t.q. f est différentiable sur V' et Uapplication df : V — Le(E, F) est différentiable en
a. On note alors :

de(a) = d<df)(a) € ‘CC <E7£C(E>F)) = [’C (Ea Ea F)

On dit que f est deux fois différentiable sur U lorsque f est deuz fois différentiable en tout point de
U. On dit que f est de classe C? sur U lorsque f est deuz fois différentiable sur U et d*f : U —
Lo (E,Le(E,F)) est continue.
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Définition 10.1.2 (Différentielle d’ordre k). Soit E et F' deuz espaces de Banach, U un ouvert
de B, f : U — F, a € U. Par récurrence, on définit la notion de fonction k fois différentiable
au point a en disant que [ est k fois différentiable en a ssi il existe un voisinage ouvert V de a
t.q. f est (k— 1) fois différentiable sur V et lapplication d*=1f est différentiable en a. On note

alors d* f(a) = d(dkilf) (a). On dit de plus que f est k fois différentiable sur U lorsque f est k fois

différentiable en tout point de U. On dit que f est de classe C* sur U lorsque f est k fois différentiable
sur U et d*f est continue.

Remarque 10.1.3. Toute fonction (k + 1) fois différentiable sur un ouvert est de classe C* sur cet
ouvert.

Définition 10.1.4 (Fonction de classe C*). Soit E et F' deux espaces de Banach, U un ouvert de
E, f:U — F. S’équivalent :

(i) Pour tout k € N, f est k fois différentiable sur U.
(ii) Pour tout k € N, f est de classe C* sur U.

On dit alors que f est de classe C*°.

Exemple 10.1.5. Soit E et F' deuz espaces de Banach, U un ouvert de E.
(i) Si f : U — F est constante, alors f est différentiable et df =0, donc f est C*.

(ii) Si f: U — F est linéaire (ou affine) continue, alors f est différentiable et df est constante,
donc f est C*™.

(iii) Supposons que E = Ey x ---x E,, ot Ey, ..., E, sont des espaces de Banach. Soit f : U — F
une application p-linéaire continue. Alors f est différentiable et df est (p—1) linéaire continue.
Par récurrence, on en déduit que f est C*.

Proposition 10.1.6. Soit E, F' et G trois espaces de Banach, U et V des ouverts respectifs de E
et B, f:U—F,g:V —G,acU. On suppose que f(U) C V. Si f est k fois différentiable en a
et g est k fois différentiable en f(a), alors (go f) est k fois différentiable en a.

Exemple 10.1.7. Soit E et F' deux espaces de Banach. On pose :

 |Isom(E, F) — Lc(F, E)

J -1
U U

Alors j est C*°.

10.2 Espaces produits

Proposition 10.2.1. Soit E, F,..., F, des espaces de Banach, U un ouwvert de E, f : U — F} X
-« X F,. Pour j € [1,n], on note q; : Fy x --- x F,, — F} la projection sur F;. Pour a € U, f
est k fois différentiable en a ssi pour tout j € [1,n], (gjo f) est k fois différentiable en a. Idem en
remplacant “k fois différentiable en a” par “k fois différentiable sur U”, “C* sur U” ou “C> sur U,

Théoreme 10.2.2. Soit E1, ..., E,,, ' des espaces de Banach, U un ouvert de E = Ey X -+ X E,,,
f:U — F. Alors f est C* sur U ssi toutes les différentielles partielles de f jusqu’a lordre k existent
et sont continues.

10.3 Difféomorphismes

Définition 10.3.1 (Difféomorphismes). Soit E et F' deux espaces de Banach, U et V des ouverts
respectifs de E et F', f : U — V. On dit que f est un k-diffomorphisme (resp. C*-difféomorphisme )
de U sur 'V lorsque les conditions suivantes sont vérifiées :

(i) f est bijective.
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(i) f et f~1 sont k fois différentiables (resp. de classe C*).

Théoreme 10.3.2. Soit E et F' deux espaces de Banach, U et V' des ouverts respectifs de E et F,
f:U — V. On suppose que f est un homéomorphisme k fois différentiable (resp. de classe C*).
Alors f est un k-difféomorphisme (resp. CE-difféomorphisme) ssi

Va € U, df(a) € Isom(E, F).

10.4 Théoréme de Schwarz

Lemme 10.4.1. Soit E et F deux espaces de Banach, U un ouwvert de E, f: U — F, a € U. On
suppose que f est deux fois différentiable en a et on pose :

A:(h k) fla+h+k)—f(a+h)—f(a+k)+ fla).
Alors :
(d*f(a) - h) - k — A(h, k)
I(h, k)| (hk)—0

Démonstration. Soit » > 0 t.q. B(a,2r) C U. On a :

W(h, k) € B(O,r), |[(d®f(a) - h) - k= Alh, k)|
< |df(a+h) —df(a) —d(df)(a) - hll - IE]| + [[Ah, k) —df(a+h) - k + df(a) - k|
My (h,k) Mo (h,k)

Soit & > 0. On se donne 0 < 71 < 7 t.q.
Vh e B(0,m), [[df(a+h)—df(a) —d(df)(a) - R[] < e||h].
11 vient alors V(h, k) € B (0,m), Mi(h, k) < e ||(h, k)||. Soit maintenant (b, k) € B (0,7). On pose :
0:£€BO,7r)— flath+&) —fla+&—dfla+h)-&+df(a)- &

Ainsi, My(h, k) = 60(k) — 6(0). Or 0 est différentiable et :

Ve € B(0,7), [d0(9)]| < [df(a+h+&) —df(a) — d*f(a) - (h+8)
+||df(a +€) — df(a) = A f(a) - €| + | df(a+h) = df(a) = d*f(a) - ).

On en déduit l'existence de 0 < 1o < my < 7 t.q. si (h, k) € B(0,1), alors V€ € B (0,19), [|d0(&)|| < ¢
Donc selon le théoreme 9.2.2, ¥(h, k) € B(0,15), M (h, k) < e||(h, k)||*, d’ont le résultat. O

Théoréme 10.4.2 (Théoreme de Schwarz). Soit E et F' deux espaces de Banach, U un ouvert de
E, f:U—F,acU. Sif estdeux fois différentiable en a, alors d®f(a) est bilinéaire symétrique,
i.e.

V(h, k) € E?, (de() h) k= (df(a) - k) h.
On notera d*f(a) - (h, k) = (d®f(a) - h) - k

Démonstration. On fixe (h, k) € E? et on applique le lemme 10.4.1 aux couples (th, tk) et (tk,th),
avec t — 0. Comme A (th,tk) = A(tk,th), on obtient :

(@*f(a) - h) - k = (d*f(a) - k) - h

1 k)P -
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Corollaire 10.4.3. Soit E et F' deux espaces de Banach, U un ouwvert de E, f : U — F,a € U. Si
f est k fois différentiable en a, alors d* f(a) est k-linéaire symétrique.

Corollaire 10.4.4. Soit F' un espace de Banach, U un ouvert de R™, f :U — F,a € U. Si f est
deux fois différentiable en a, alors :

vid) € Lol 5 (52) @ = 5 (5] @

Corollaire 10.4.5. Soit F' un espace de Banach, U un ouvert de R™, f:U — F,ac U. Si f estk
fois différentiable en a, alors toutes les dérivées partielles de f en a jusqu’a ordre k existent et les
résultats ne dépendent pas de l’ordre des dérivations.

Notation 10.4.6 (Multi-indices). Soit (a, 8) € (N™)?.
(i) On note |a) =X a.
(ii) Pour x € R™, on note x* = a{* ---x
) On note a! =TT, a4l
) On note o < B lorsque Yi € [1,m], a; < ;.
(v) Sia< B, on note (g) = ﬁ =117, (gz)

Notation 10.4.7. Soit F' un espace de Banach, U un ouvert de R™, f:U — F, a € U. Supposons
f k fois différentiable en a. Pour a € N™ t.q. |a| < k, on pose :

o () (2 ()

11 Formules de Taylor

Qm,
m -
(i

(iv

11.1 Une premiere formule

Lemme 11.1.1. Soit F' un espace de Banach, U un ouvert de R, v:U — F (k + 1) fois dérivable.
On considere :

k Y
@f:tEUr—>Z<1 t)v(
p=0 p!

Alors ©F est dérivable, et :

vt e U, (@5)'@) _4a ;'t)kv("f*”(t).

Corollaire 11.1.2. Soit F' un espace de Banach, U un ouvert de R contenant [0,1], v : U — F
(k + 1) fois dérivable. On suppose qu’il existe M € R, t.q. Vt € [0, 1], Hv(k“)(t)H < M. Alors :

_ M
S (k+ 1)

p) (0)
p!

koo
v(1) - Z(:]

11.2 Formule de Taylor-Lagrange

Notation 11.2.1. Soit F et F' deux espaces de Banach, U un owvert de E, f :U — F,ac U. Si f
est k fois différentiable en a, on note :

k
1
Pf:kva:hEEHZHde(a)'(hw'wh)GF'

p=0 £~
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Remarque 11.2.2. Soit F' un espace de Banach, U un ouvert de R™, f : U — F, a € U. Supposons
f k fois différentiable en a. Avec la notation 10.4.7, on a :

Vh € E, Pf7k7a(h) = Z Mha.

|
ol <k (02!

Théoréme 11.2.3 (Formule de Taylor-Lagrange). Soit E et F' deuz espaces de Banach, U un ouvert
de E, f:U — F,a€U.Si [ est(k+1) fois différentiable sur U et s’il existe M € Ry t.q.

Vo e U, dk“f(:v)H < M, alors :
Vhe B [aathl € U— |f(ath) — P <o I
y 1A, a a fka X (k‘-{—l)‘
Démonstration. Appliquer le corollaire 11.1.2 a v : t € [0,1] — f(a + th). O

11.3 Formule de Taylor-Young

Théoréme 11.3.1 (Formule de Taylor-Young). Soit E et F' deuz espaces de Banach, U un ouvert
de E, f : U — F,a € U. Si f estk fois différentiable en a, alors il existe une application r :
(—a+U) — Ry avec limgr =0 t.q. :

Vh € B, [|f(a+h) = Prra(h)| = (1] r(h).
Démonstration. Par récurrence sur k. Pour k = 1, c¢’est la définition de la différentielle. Supposons
le théoréme prouvé pour (k — 1). On pose :

gp:ée (-CL—FU) — f(CL—i—f) _Pf,k,a(g) e F.
Montrer qu’il existe un voisinage V' de 0 t.q. :
VE eV, dp(§) = df(a+§) — Fapr-1a()-

Appliquer alors I’hypothese de récurrence a df pour majorer |[dp(§)]|; en déduire le résultat avec
I'inégalité des accroissements finis. O

11.4 Extrema

Définition 11.4.1 (Extrema locaux). Soit E et F' deux espaces de Banach, U un ouvert de F,
f:U—=F,aeclU.
(i) On dit que a est un minimum local (resp. minimum local strict) de f sl existe un voisinage
Videatq VreV, f(x) = f(a) (resp. Vo € V\{a}, f(x) > f(a)).
(ii) On dit que a est un maximum local (resp. maximum local strict) de f s’il existe un voisinage
Videatq VreV, f(x) < f(a) (resp. Vo € V\{a}, f(x) < f(a)).

Proposition 11.4.2. Soit E et F deux espaces de Banach, U un ouvert de E, f : U — F, a € U.
Si a est un extremum local de f et f est différentiable en a, alors :
df(a) = 0.
Proposition 11.4.3. Soit E et F deux espaces de Banach, U un ouvert de E, f :U — F,a € U.
Si a est un minimum local de f et f est deux fois différentiable en a, alors d*f(a) est une forme
bilinéaire positive :
Vh e E, d*f(a) - (h,h) > 0.
Démonstration. Appliquer la formule de Taylor-Young en a pour k = 2. O]

Théoréme 11.4.4. Soit E et F deux espaces de Banach, U un ouvert de E, f : U — F,a € U. On
suppose que f est deuz fois différentiable en a, que df(a) =0 et que d®f(a) est coercive, i.e.

Je¢ >0, Yh e E, d®f(a) - (h,h) > c||h|*.
Alors a est un minimum local strict de f.

Démonstration. Appliquer la formule de Taylor-Young en a pour k = 2. O
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11.5 Formule de Taylor avec reste intégral

Remarque 11.5.1. Soit F' un espace de Banach et S un segment de R. L’intégrale d’une fonction
f € C°(S,F) peut étre définie avec l'intégrale de Lebesque coordonnée par coordonnée si F' est de
dimension finie, ou bien avec l’intégrale des fonctions réglées.

Théoréme 11.5.2 (Théoréme fondamental de l'analyse). Soit F' un espace de Banach et I un
intervalle de R. Soit f : I — F une fonction continue. Alors la fonction

F;erH/Oxf(t)dt

est dérivable et vérifie F' = f.
Corollaire 11.5.3. Soit ' un espace de Banach et I un intervalle de R. Soit f : I — F une fonction
de classe Ct. Alors : )

v(a,b) € I, f(0) = fla) = [ 1(2) at

Théoréme 11.5.4 (Formule de Taylor avec reste intégral). Soit E et F' deux espaces de Banach, U
un owvert de E, f :U — F, a € U. Si f est de classe C*¥*' sur U, alors :

Vh € E, [a,a+h) CU = f(a+h) — Pra(h) :/JW&“;C(aHh)-(h,--- Jh) dt.

Démonstration. Considérer v : t € [0,1] — f(a+th) et appliquer le corollaire 11.5.3 & la fonction
OF du lemme 11.1.1. ]

12 Inversion locale

12.1 Théoréeme d’inversion locale

Théoréme 12.1.1 (Théoreme d’inversion locale). Soit E et F' deuz espaces de Banach, U un ouvert
de E, f:U — F, aecU. On suppose que :

(i) f est de classe C* sur U, avec k € N*.

(ii) df(a) € Isom(E, F).
Alors il existe un voisinage ouvert V. de a dans U et un voisinage ouvert W de f(a) dans F t.q.
fiv : V= W est un Ck-difféomorphisme.

Démonstration. Il suffit de trouver V' et W t.q. fjy : V' — W est un homéomorphisme. En effet,
comme Isom(F, F') est un ouvert de L¢(E, F) et df est continue, on pourra alors supposer que
df(V) C Isom(E, F') (quitte a restreindre V'), et le théoreme 10.3.2 fournira le résultat. De plus,
quitte & composer a gauche par df(a)™!, on peut supposer que F' = E et que df(a) = idg. Montrons
que f est localement surjective. Pour y proche de f(a), on cherche un z proche de a t.q. f(z) = v,
i.e. x est point fixe de g, : v € U — v +y — f(z) € E. On s’est donc ramené a une recherche de
point fixe. On voudrait appliquer le théoréme de Banach-Picard (théoréme 3.3.2) ; pour cela, notons
que :

¥ (z,2') € U?, |lgy(2) — gy (&) = || (idp — ) (2) = (idp — f) ()] -
Or (idg — f) est de classe C* sur U et :

Ve e U, d(idg — f)(x) = idg — df(x).

En particulier, d(idg — f)(a) = 0. Comme d(idg — f) est C°, il existe r > 0 t.q. BF(a,7) C U et :

Vo € BF (a,1), |d(idy — f)()] <

N | —
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En appliquant le théoreme 9.2.2, il vient :

¥ (z,2') € BF(a,7)*, |lgy(x) — g, (') || = |(idp — f) () — (idp — f) ()] < ; l = 2]

Ainsi, 9y|BF(a €St contractante, pour tout y € E (et r est indépendant de y). On se donne mainte-
nant y € B (f(a), %) Notons que :

Ve € BF(a,7), |lgy(x) — all <llgy(x) = gy(a)l] + [lgy(a) — all < ; [ —all + [ly = fla)]| <7

Donc g, (BF(a,r)) C B(a,r) C BF(a,r). Et g, est (%)—contractante, BF(a,r) est un complet (car
c’est un fermé de E, qui est un Banach), donc d’apres le théoreme du point fixe a parameétre (théoreme
3.3.3), il existe une application continue h : B (f(a), g) — BF(a,r) t.q. h(y) est point fixe de g,
pour tout y € B (f(a), g) Alinsi :

r

vye B(f(0).5). f(hw) =v.

On pose alors W = B (f(a), %) et V.= h(W). Comme g, (BF(a,r)) C B(a,r), le point fixe de g,
est dans B(a,r) pour tout y € W. Ainsi, V = h(W) C B(a,r). Comme (idg — f) est contractante
sur V C B(a,r), fijy est injective. Donc V = h(W) = f~*(W) N B(a,r) est un ouvert de U. Donc
fiv : V. — W est bijective, continue, de réciproque h continue. C’est donc un homéomorphisme. [

Remarque 12.1.2. Le théoréme d’inversion locale est faux si la fonction est supposée une fois
différentiable et non C*.

Corollaire 12.1.3. Soit E' et F' deux espaces de Banach, U un ouvert de E/, f : U — F. On suppose
que [ est de classe C* avec k € N* et que df (U) C Isom(FE, F). Alors f est ouverte : l'image d’un
ouvert de U par f est un ouvert de F.

Démonstration. Soit O un ouvert de U. On se donne a € O. Il s’agit de montrer que f(O) est
un voisinage de f(a). Or fio est C* et dfjo(a) = df(a) € Isom(E, F). Selon le théoréme d’inversion
locale (théoreme 12.1.1), il existe un voisinage ouvert V' de a dans O et un voisinage ouvert W de
f(a) dans F t.q. fiy : V — W est un C*-difféomorphisme. Ainsi, f(a) € W C f(O), et W est ouvert,
donc f (O) est un voisinage de f(a). O

Corollaire 12.1.4. Soit E et F' deux espaces de Banach, U un ouvert de E, f : U — F. On suppose
que f est de classe C¥ avec k € N*, que f est injective et que df(U) C Isom(E, F). Alors f(U) est
un ouvert de F' et [ est un C*-difféomorphisme de U sur f(U).

12.2 Théoréme des fonctions implicites

Théoréme 12.2.1 (Théoreme des fonctions implicites). Soit E, F, G trois espaces de Banach, U un
ouwvert de E X F, f:U — G, (a,b) € U. On suppose que :
(i) f est de classe C* sur U, avec k € N*.
(ii) f(a,b) =0.
(iii) daof(a,b) € Isom(F,G).

Alors il existe un voisinage ouvert V de (a,b) dans U, un voisinage owvert W de a dans E et une
application g : W — F de classe C* t.q.

{(x,y) €V, f(z,y) =0} ={(z,9(x)), z € W}.
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Démonstration. On considere :

U— Ex(G

7@ y) — (@, f(a,y)

Alors ¢ est CF et :
V(h,k) € Ex F, de(a,b) - (h,k) = (h,dyf(a,b) - h+daf(a,b) - k).

Donc dp(a,b) est inversible, d’'inverse (I, k") — (I/,daf(a,b)"' [K' — dy f(a,b) - I]). De plus, ¢ est
C*, donc selon le théoréme d’inversion locale (théoréme 12.1.1), il existe un voisinage ouvert V de
(a,b) dans U et un voisinage ouvert 2 de ¢(a,b) = (a,0) dans £ x G t.q. gy : V — € est un
CFk-difféomorphisme. Quitte & restreindre, on peut supposer que Q = W x W/, ot W est un voisinage
ouvert de a dans F et W’ est un voisinage ouvert de 0 dans G. On note alors mp : £ X F' — F' la
projection sur F', et on pose :

g:x €W —mpo (g0|v)7l(x,0) e L.

Alors g est de classe C* et on a bien {(z,y) € V, f(z,y) =0} = {(z,9(x)), v € W}. O

12.3 Théoréme du rang constant
Définition 12.3.1 (Immersion, submersion et rang). Soit E et F deuz espaces de Banach, U un
owertde E, f:U —F,acU.

(i) On dit que f est une immersion en a lorsque df(a) est injective.

(ii) On dit que f est une submersion en a lorsque df(a) est surjective.

(iii) Si E ou F est de dimension finie, on appelle rang de f en a le rang de df(a).

Théoréme 12.3.2 (Théoreme du rang constant). Soit U un ouvert de R™, f:U — R", a € U. On
suppose que :

(i) f est de classe C* sur U, avec k € N*.
(ii) Le rang de f est constant (égal a r) dans un voisinage de a.

Alors il existe un voisinage ouvert V' de 0 dans R™, un voisinage ouvert V de a dans U, un voisinage
owvert W' de 0 dans R™, un voisinage owvert W de f(a) dans R™ avec f(V) C W, et des C*-
difféomorphismes ¢ : V' =V et p : W — W' avec p(0) = a, ¢ (f(a)) =0 t.q.

V' e V', (Yo foy)(x)=(2),...,2,,0,...,0) € R™.

M) ry

Démonstration. Comme rgdf(a) = r, il existe des applications linéaires inversibles P € GL (R™)
et Q € GL(R") t.q.

M(@odf(a)oP)zlfo’“ 8]

ou les matrices sont écrites dans les bases canoniques. Notons alors A : z — a + P(x), B : y —>
Q (y — f(a)). Alors quitte a remplacer f par B o f o A, on peut supposer que a =0, f(a) =0, et :

I. 0
maso) =i ol
Notons maintenant fi,..., f, les composantes de f dans R" i.e. f = (f1,..., fn). On pose :
7. U— R™
(s m) — (i), [ (), Tty T
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Alors F est C* et M (dF(0)) = I,,,. Selon le théoréme d’inversion locale (théoréme 12.1.1) appliqué
a I' en 0, il existe des voisinages ouverts V' et V' de 0 dans R™ t.q. Fjy : V — V' est un Ck-
-1
difféomorphisme. On pose ¢ = (F\V) V' = V. Pour k € [r + 1,n], on note hy = fr o .
Alors :
V' e V' (foo)(a) = (2, ..., 2l heyr (&), ... By (2)) .
Comme ¢ est un difféomorphisme, le rang de (f o ¢) en 2’ est égal au rang de f en ¢ (2/) pour tout

2’ € V'. Quitte a restreindre, on peut supposer que le rang de f est constant égal a r sur V et qu’il
existe R > 0 t.q. V' = B(0, R). Notons alors que :

I 0
W' € V', MA(f 0 9) () = [ (2 (@) ]
i r+l1<j<m

Or d(f o) (2') est de rang r pour tout '’ € V', d’ou :

Oh;
81‘1‘

Vo' e V' Vi e [r+1,m], Vj e [r+1,n], (z') = 0.

Comme V' = B(0, R) (qui est convexe), le théoreme 9.2.2 fournit :

V' e VI, Vj € [r+1,n], h; (2') = hj(2},...,2.,0,...,0).
On définit donc, pour j € [r 4+ 1,n] :
hj:(x),...,2.) € Bgr (0,R) :—> h; (),...,2.,0,...,0) € R.

Ainsi : N N
Vo' e V', (fop)(z) = (x'l,...,m;,hrﬂ (m’l,,x;),,hn(xll,,x'r)) :
On pose alors W =W’ = Bg- (0, R) x R*™" C R", et :

V) €W (U Yo Yot = Byt 1 0) s Y — B (1)) € W
Ainsi, 1 : W — W’ est un C*-difféomorphisme et on a bien :
V' e V' (Yo foy)(x)=(2),...,2,,0,...,0) € R™.
O

Remarque 12.3.3. Les hypothéses du théoréme du rang constant sont vérifiées si f est C* (avec
ke N*)etrgdf(a)=n.
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