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Chapitre

Suites Reéelles et Complexes

I Bornes supérieures et bornes inférieures

Vocabulaire 1.1 (Espace ordonné). E un ensemble, <1 une relation d’ordre sur E. Alors
(E, Q) est dit espace ordonné.

Définition 1.2 (Majorant). (E, <) un espace ordonné. X C E, a € E. On dit que a
majore X lorsque :
Ve e X, z <a.

On note Maj X [’ensemble des majorants de X.

Définition 1.3 (Minimum). (E, <) un espace ordonné. X C E, w € E. On dit que w est
un minimum de X lorsque w € X et Vo € X, w < .

Remarque 1.4. Avec les notations de la définition précédente, si X admet un minimum
w, alors ce minimum est unique. Dans ce cas, on peut noter w = min X .

Définition 1.5 (Borne supérieure). (E, <) un espace ordonné. X C E. SiMajX posséde
un minimum, alors ce minimum est appelé borne supérieure de X et noté sup X. On
définit de maniére analogue la borne inférieure, notée inf X .

Proposition 1.6 (Passage au sup). (E,<) un espace ordonné. X C E, M € E. On
suppose que X posséde une borne supérieure. S’équivalent :

(i) Vee X, x < M,
(ii) sup X < M.
Théoréme 1.7. [l existe un ensemble R O Q tel que (R, +, X) est un corps commutatif,

< est une relation d’ordre total sur R, et R vérifie la propriété de la borne supérieure (i.e.
toute partie non vide et majorée de R posséde une borne supérieure).

Proposition 1.8 (Critére de la borne supérieure dans R). Soit X C R et a € R. S’équi-
valent :
(i) a est la borne supérieure de X .
. Vre X, z<a
(if)
Ve>0,dreX,a—c<x<a



CHAPITRE 1. SUITES REELLES ET COMPLEXES

Exemple 1.9. D un ensemble non vide. On définit une relation binaire < sur R par :
fxg<=Vde D, f(d) <g(d).

Alors :
(i) < est une relation d’ordre sur RP.
(ii) < est un ordre total ssi D est un singleton.
(iii) Toute partie non vide et majorée de RP posséde une borne supérieure pour <.

Remarque 1.10. La borne supérieure d’un ensemble majoré de fonctions continues de
RY, ou I est un intervalle, n'est pas toujours continue.

Définition 1.11 (R). On définit R = R U {—oc0, +o0}, muni de +, x et < définies ci-
dessous (on appelle + et x respectivement + et x dans R) :

+ —0 | 22 €ER | +00
—00 —00 —00
1 €ER | —00 | 1422 | +0
“+o00 +o0o +o0o
X —oo | w2 €RZ | 0 | @2 €RY | 400
—00 “+o00 “+o00 —00 —00
z1 € R* | 400 1 X X2 0 1 X T2 —00
0 0 0 0
z1 €RY | —o0 T1XTo 0 T1XTo 400
“+o00 —00 —00 “+o00 “+o00

IVIER, —oo <z < oo [ —00 < +oo

IT Suites réelles et monotonie

Proposition 1.12. v € RY. On suppose que u 7.
(i) Siu est majorée, alors u converge.

(ii) Siu n'est pas majorée, alors u, ——— +00.
n—+o00

Proposition 1.13. f: ACR — R. Soit u € AN t.q.
Vn eN, upt1 = f(uy).

(i) St f 7, alors (uy) est monotone.

(ii) Si f N\, alors (u2p) et (ugnt1) sont monotones de sens de monotonie inverses.

2
Définition 1.14 (Suites adjacentes). (u,v) € (RN> . On dit que u et v sont adjacentes
lorsque uw 7, v\, et v, — u, — 0.

Proposition 1.15. u et v deux suites adjacentes. Alors u et v convergent vers une meéme
limite notée £ et Vn € N, £ € [up, vy).



CHAPITRE 1. SUITES REELLES ET COMPLEXES

IIT Fonctions convexes de la variable réelle

Notation 1.16. Dans toute cette section, I C R est un intervalle non trivial (i.e. non
vide et non réduit a un point).

Définition 1.17 (Fonction convexe). On dit que f : I — R est convexe lorsque :
Y(a,b) € I%, ¥t €]0,1], f((1 —t)a +tb) < (1 —t)f(a) +tf(b).
Notation 1.18 (Fonction pente). f: I — R. Siw € I, on définit la fonction pente en w

par :
fw) = ()

W - I
P x € IN\{w} — p—

Proposition 1.19. f: I — R. Alors f est convexe ssi Vw € I, p, /.

Lemme 1.20. f: I — R. On définit g : x € (—1) — f(—x). Alors f est convezxe ssi g
est conveze.

Proposition 1.21. f: I — R convere, w € I. Alors f admet une dérivée a gauche et a
droite en w :
Po(®) —— folw) et pu(z) —— fa(w).
T—w z—wt

Proposition 1.22. f: I — R conveze. Alors f est C° sur 1.

Proposition 1.23. f : I — R conveze. (a1,...,a,) € I, (M1,...,\n) € (Ry)". On
suppose que Y p_y A\, = 1. Alors > 51 Agax, € I et

f (Z Ak%) <Y S (ar).
k=1 k=1

Proposition 1.24. f : I — R dérivable. Alors f est convexe ssi f' .
Proposition 1.25. f: I — R deux fois dérivable. Alors f est convexe ssi f” > 0.

Application 1.26 (Inégalité arithmético-géométrique).

1
. n - 1>
V(al,...,an)E(R+) ) (Hak> <Ezak

k=1
Démonstration. Utiliser la convexité de (—1In) et la proposition 1.23. O

Proposition 1.27. (fy\),cp une famille de fonctions de R!. On suppose que :
(i) VA € A, fy est conveze.
(ii) 3IM e R, VA €A, fr < M.

On peut alors poser

g:x €l v+ sup fr(z),
A€A

et g est conveze.

Corollaire 1.28. 57 elle est définie, la borne supérieure d’une famille de fonctions affines
est convere.
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Proposition 1.29. On suppose ici que I est ouvert. Si f : I — R est une fonction
conveze, alors f est la borne supérieure d’une famille de fonctions affines.

Démonstration. Pour x € I, poser .7, la fonction affine associée & la tangente & droite
a la courbe représentative de f en x :

Tyt €l f(x)+ (t —x)fy(z).
Vérifier alors que Vz € I, 7, < f, puis que sup,c; 7 = f. O

Proposition 1.30. On suppose encore I ouvert. Soit f : I — R convexe, a € I. Alors il
existe B : I — R affine t.q. B(a) = f(a) et B < f.

Démonstration. Il suffit de prendre B = 7. O

Proposition 1.31 (Inégalité de Jensen). (a,b,m, M) € R* a <b et m < M, I intervalle
ouvert contenant [m,M]. w : [a,b] — Ry continue t.q. ffw =1;¢:[a,b — [m,M]
continue ; f: I — R convexe. Alors :

f(/abwcp></abw-(fw)- (*)

Démonstration. Premiére étape. En supposant f affine, montrer que (x) est en fait une
égalité. Deuxieme étape. Utiliser alors la proposition 1.29 pour obtenir une famille (Ay) .,
de fonctions affines t.q. f = sup,cp Ax. Ainsi, d’apres la premiere étape :

VAEA, A, (/fwgp) :/abw-(A)\ogo)g/abw-(fogp).

Obtenir alors () en passant au sup sur A. O]

IV Valeurs d’adhérence d’une suite réelle ou complexe

IV.1 Valeurs d’adhérence
Notation 1.32. Dans ce chapitre, on notera K =R ou C.

Vocabulaire 1.33 (Extractrice). On appelle extractrice toute application ¢ : N — N 7 7.

Proposition 1.34. Soit ¢ une extractrice. Alors :
Vn eN, ¢(n) > n.

Proposition 1.35. La composée de deux extractrices est une extractrice.

Proposition 1.36. A C N. S’équivalent :
(i) A est non majoré.
(ii) A est infini.
(iii) Il existe une extractrice ¢ telle que ¢ (N) C A.
(iv) Il existe une extractrice ¢ telle que ¢ (N) = A.

Proposition 1.37 (Suite extraite). u € K. On appelle suite extraite de u toute suite de
la forme uo @, ou @ est une extractrice.
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Proposition 1.38 (Valeur d’adhérence). u € KY. On appelle valeur d’adhérence de u
tout A € K tel qu’il existe une suite v extraite de u telle que vy, —+> A. On notera A(u)
n—-+0oo

l’ensemble des valeurs d’adhérence de u.

Proposition 1.39. u € KN. Si v est une suite extraite de u et w est une suite extraite de
v, alors w est une suite extraite de u.

Proposition 1.40. u € KN. Si u,, —— ¢ € K, alors A(u) = {¢}.

n——+00
Exemple 1.41. Soit u € CN définie par ¥n € N, u, = V™. Alors A(u) = U.

Lemme 1.42. (E, <) un espace totalement ordonné. Si u € EN. alors u posséde une
sous-suite monotone.

Démonstration. Poser
A={neN,GPeN, Vg > P, u, <ugy}.

Si A est infini, extraire de u une sous-suite croissante. Sinon, A est majoré et extraire alors
de u une sous-suite décroissante. O

Théoréme 1.43 (Théoreme de Bolzano-Weierstrass dans R). Toute suite réelle bornée
possede au moins une valeur d’adhérence dans R.

Proposition 1.44. u € RY bornée. S’équivalent :
(i) u converge.
(ii) u a exactement une valeur d’adhérence.

(iii) v a au plus une valeur d’adhérence.

IV.2 Théoréme de Bolzano-Weierstrass : extensions

Théoréme 1.45 (Théoreme de Bolzano-Weierstrass dans C). Toute suite compleze bornée
possede au moins une valeur d’adhérence dans C.

Proposition 1.46. u € CY bornée. S’équivalent :
(i) u converge.
(ii) w a eractement une valeur d’adhérence.

(iii) u a au plus une valeur d’adhérence.

Théoréme 1.47 (Théoréme de Bolzano-Weierstrass dans R). Toute suite réelle admet
une suite extraite qui converge (au sens de R) vers un élément de R.

V  Suites de Cauchy

Définition 1.48 (Suite de Cauchy). v € KN. On dit que u est de Cauchy lorsque :
Ve>0,IN €N, Vp>= N, Vg >N, |u, —uy <e.

Proposition 1.49. Toute suite convergeante est de Cauchy.

Lemme 1.50. Toute suite de Cauchy est bornée.

Proposition 1.51. Toute suite de Cauchy converge.

Théoréeme 1.52. Les suites de Cauchy sont exactement les suites convergeantes.
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V1 Relations de comparaison pour les suites

Définition 1.53 (0, O et ~). (u,v) € (KN)Q.
(i) On dit que u,, = o(v,) lorsqu’il existe ¢ € KN de limite 0 telle que u, = e,v, & PCR.
(ii) On dit que u, = O(vy,) lorsqu’il existe ¢ € KN bornée telle que u, = ¢pv, & PCR.
(iii) On dit que up, ~ vy, lorsqu’il existe 1 € KN de limite 1 telle que u, = Ynv, ¢ PCR.

2
Proposition 1.54. (u,v) € (KN) . 87l existe N € N tel que Vn > N, v, # 0, alors :

(1) un =o0(vp) &= = — 0.
Un

(i) up = O (vy) = (“—") . est bornée.

Vocabulaire 1.55 (Propriété de nature asymptotique). On dit qu’une propriété P d’une

suite u est de nature asymptotique lorsque P reste vraie si on modifie un nombre fini de
termes de la suite u.

Proposition 1.56. o, O et ~ sont de nature asymptotique.



Chapitre

Développements Asymptotiques

I Fonctions équivalentes

Définition 2.1 (Voisinage de +00). On appelle voisinage de +oo toute partie V C R telle
que IM € R, [M,+oo[C V.

Vocabulaire 2.2 (Fonction définie au voisinage de +00). F' un ensemble non vide. On
dit que f : D C R — F est définie au voisinage de +o00 lorsque D est un voisinage de +00.

Remarque 2.3. Dans la suite de ce chapitre, on travaillera exclusivement au voisinage
de +00.

Définition 2.4 (Fonctions équivalentes). f,g deuz fonctions d valeurs dans C définies au
voisinage de +00. On dit que f 9 lorsqu’il existe u d valeurs dans C définie au voisinage
oo
de 400 telle que :
(i) AM € R, Vx € [M,4o0[, f(x) =u(z)g(x).

(i) limyoou = 1.

Proposition 2.5. f,g deuzx fonctions a valeurs dans C définies au voisinage de +00. Si

g ne s’annule pas dans un voisinage de 400, alors g est définie dans un voisinage de +00

et : I
~ lim| =) =1.
f+oog<:>4i1£ (g)

Proposition 2.6. o est une relation d’équivalence sur l’ensemble des fonctions définies
oo

au voisinage de +00.

Proposition 2.7. f, f1,9,91 quatre fonctions a valeurs dans C définies au voisinage de
+00.

(1) Sif ~ fietg ~ g, alors fg ~ figr.
(ii) Si f ~ fi, alors¥Vn e N, f* ~ fI.
“+o0o “+o0o
(iii) Si f+~ f1 et f ne s’annule pas dans un voisinage de +00, alors f1 ne s’annule pas
o
dans un voisinage de +oo et Vk € Z, f* o fE.
o0

(iv) On suppose ici que f et fi sont d valeurs réelles. Si f+~ fi et f > 0 dans un
(0.9}

voisinage de +00, alors f1 > 0 dans un voisinage de +0o et Vo € R, f¢ ol i
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Proposition 2.8. f,g deux fonctions a valeurs dans R définies au voisinage de +o00. St
f 9 etlim o f =/ €R, alors lim, o, g = /.
o0

Exemple 2.9 (Résine C*>). On pose :

8

six #0

o
0 siz=0

w:xERb—>{

Alors :
(i) ¥ ne s’annule qu’en 0.
(ii) ¢ est C™.

(iii) Vn € N, ¥™(0) = 0.

Démonstration. Procéder par récurrence sur n en posant H(n) : 1 est n fois dérivable
sur R et il existe P, € R[X] et g, € N tels que

Vr € R, w(”)(x) = () : e_x%,

xdn

et ™ (0) = 0. O

II Notation o

Définition 2.10 (o). f,g deux fonctions a valeurs dans C définies au voisinage de +oc.
On dit que f = 0100(g) lorsqu’il existe € a valeurs dans C définie au voisinage de +00
telle que :

(i) IM € R, Vx € [M,+o0[, f(z) =¢e(z)g(x).

(i) limjoee = 0.

Proposition 2.11. f,g deux fonctions d valeurs dans C définies au voisinage de +0oo.
Alors :

f=otlg) =9+ f ~ 9

IIT Développements asymptotiques

Vocabulaire 2.12 (Développement asymptotique). f une fonction d valeurs dans C dé-
finie au voisinage de +00. On appelle développement asymptotique de f au voisinage de
400 toute relation du type :

@) = 3 Aegnle) + 0100 (onle).
k=0

ot (Ao, -5 An) € C™FL oo, ..., sont définies au voisinage de +0o et :

Vi € [0,n], pit1 = 0100 (4) -
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IV  Formules de Taylor
Proposition 2.13 (Formule de Taylor formelle). P € C[X], a € C. Sideg P < N, alors :

N P®)(a)
P:kz:%] o (X —a)*.

Proposition 2.14 (Formule de Taylor avec reste intégral). f : [a,b] — C C"T1. Alors :

) (g gy
50) =3 IO [P0 e g
k=0 ’ . ’

Remarque 2.15. Pour n =0, on retrouve le théoréme fondamental de l’analyse.

Proposition 2.16 (Formule de Taylor avec reste de Lagrange). f : [a,b] — R C" sur [a,b]
et (n+ 1) fois dérivable sur |a,b|. Alors :

& fW(a) (b—a)"" i
3¢ €la,b], f(b) = l;) A (b—a)*+ mf ().

Remarque 2.17. Pour n =0, on retrouve le théoréme des accroissements finis.

Proposition 2.18 (Formule de Taylor-Young). f une fonction d valeurs dans R définie
au voisinage de xg et n fois dérivable en xg. Alors :

) (g
1) =3 T8 (oo, (0= o)),
k=0 ’

V  Développements limités

Vocabulaire 2.19 (Développement limité). f une fonction d valeurs dans C définie au
voisinage de xg. On appelle développement limité de f a l'ordre o ((x — xo)") tout déve-
loppement asymptotique du type :

F@)=>" (& —20)" + 0100 (& — 20)"),

k=0

0t (Mo, - ., An) € CHL.



Chapitre

Séries Numeériques

I Deéfinitions

Définition 3.1 (Série). u € CN. On appelle série de terme général wu,, notée S u,, la
suite (Sp)pen, avec Sp = Y jp_guk. Sy est appelée somme partielle au rang n de la série
> un. On dit que Y- uy, converge lorsque (Sy),cy converge. Dans ce cas, on pose :

o0 n
up, = lim Uk
D un = lim > u
n=0 k=0
Siue (RN et S, P +00, on notera Y o2 up = +00.
n—-+0o0

Proposition 3.2. z € C. Alors Y 2™ converge ssi |z| < 1; et dans ce cas :
1

o
n __
nz:%'z S 1-—2z

Proposition 3.3. > u, une série convergente. Alors, pour tout ¢ € N, >~ ug4y converge,
et :

00 q—1 00

S = S > g

n=0 k=0 k=0
On mnotera Y252 up = D30 Ugtk-
Remarque 3.4 (Equivalence suites-séries). p € CN. On définit u € CN par ug = po et
Vn € N*, u, = pn — pn_1. Alors :

n
vn eN, p, = Zuk
k=0

Ainsi, étudier la suite p équivaut a étudier la série > uy.
Proposition 3.5. u € (R+)N. Alors Y- uy, converge ssi (3 j—_qUk) ey €5t majorée.

Proposition 3.6. Y u, une série convergente. Alors uy, -—+—+ 0.
n—-—+0oo

Proposition 3.7. u € CN. S’équivalent :

(i) > uy, converge.

10
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(i) Ve >0, AN e N, Vp > N, Vg € N,

ptq
Démonstration. C’est une conséquence du théoreme 1.52. O

Proposition 3.8. s € R. Alors 3. & converge ssi s > 1.

nS

Définition 3.9 (Fonction ¢ de Riemann). On définit :
=1

C:s€|l,4oof— Y —

P
n:ln

Proposition 3.10.
(i) ¢ est décroissante.
(ii) ¢ est convexe.
(iii) ¢ est continue.
)

(iv) lim4oo ¢ =1 et limy+ ¢ = 400.

II Absolue convergence

Définition 3.11 (Absolue convergence). u € CN. On dit que la série 3 u, converge
absolument lorsque la série Y |u,| converge.

Proposition 3.12. v € CN. $i Y u,, converge absolument, alors " u, converge.
Démonstration. Utiliser la proposition 3.7. O

Vocabulaire 3.13 (Série semi-convergente). Une série convergente non absolument conver-
gente est dite semi-convergente.

ITTI Séries alternées

Proposition 3.14. a € (R+)N. On suppose que an —+—> 0 et que a \,. Alors la série
n—-+0oo

> (—=1)"a, converge et :
vp € N; 52p+1 < S < 52p7

ot Sp = S0 o(—1DFay et S =30° o(—1)"a,. On peut aussi écrire :
vn €N, [S - S| < anq1.

Démonstration. Montrer que les suites (S2,) et (S2,41) sont adjacentes puis appliquer
la proposition 1.15. O
Définition 3.15 (Série alternée). v € RY.

(i) On dit que la série Y- vy, est alternée lorsque (—1)"v,, garde un signe constant.

(ii) On dit que Y v, vérifie le critere spécifique des séries alternées lorsque Y v, est

alternée et la suite (|v,]) tend vers 0 en décroissant.

Proposition 3.16. 5i Y v, est une série vérifiant le critére spécifique des séries alternées,
alors > v, converge, et on a les inégalités données dans la proposition 3.14.

11
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IV  Quelques applications

Application 3.17. (cos1) € Q.

Démonstration. D’aprés la formule de Taylor avec reste intégral (proposition 2.14),
écrire :

O L N O ) LR
Vn € N, coslzkz:%((%i! —l—/o ((271)>!(_1) sint dt.

En

Montrer que |e,| < e O 0, d’out :

2n)
o0 _1 n
cosl = Z (=1) .

n=0

Comme ) (_—1); vérifie le Critére spéciﬁque des séries alternées, on a Vn € N, A4, <

1
(4n+2)!
cosl < Ay, ot A, = 33, (Qk) On obtient aisément des inégalités strictes en écrivant

la méme inégalité au rang (n 4+ 1). On suppose alors par l'absurde que cos1 = E’ avec
(p,q) € ZxN* pAg = 1. On choisit n € N tel que ¢ | (4n)! (par exemple, n > ¢ convient),
on multiplie I'inégalité par (4n)!, et on a :

1 (4n)!
(An+1)(4n +2) < q

(4n)! A, — p < (4n)!A,,

ce qui est absurde. O

V Domination

2
Proposition 3.18. (u,v) € (RN> . On suppose que Ing € N, Vn > ng, 0 < up < Uy
(i) Si Y vy, converge alors Y u, converge.
(ii) Si Y uy, diverge alors Y v, diverge.
Proposition 3.19. u € CN, v € (R+)N. Si up, = O(vy) et > v, converge alors Y uy,
converge absolument.
2
Proposition 3.20. (u,v) € (RN> . On suppose que u, ~ vy, et v, =0 a PCR. Alors :
(i) up >0 a PCR.

(ii) Les séries Y uy, et > vy, sont de méme nature.

Exemple 3.21. (a,b,c) € R%. On pose, pourn € N*, u,, = alnn+bln(n+1)+cln(n+2).
Alors :
(i) > uy converge ssi (a,b,c) € Vect ((1,—-2,1)).

(ii) Si > upn converge alors Y o2 up = —aln2.

12
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VI Intégrales impropres sur [a, +0o0]

Notation 3.22. Dans ce chapitre, on notera K =R ou C.

Vocabulaire 3.23 (Continuité par morceaux sur un intervalle non borné). f : [a, +oo[—
K. On dit que f est continue par morceaux (Cgm ) sur la,+o0[ lorsque, pour tout b €
[a, +oo[, f est Cgm sur [a, b].

Définition 3.24 (Intégrale impropre). f : [a,+oo[— K Cp,,. On dit que Uintégrale im-
propre f;roo [ converge lorsque x — [7 [ a une limite dans K quand x — +o00. On pose

alors :
—+oco x
/ f= lim / f.
a Tr—+0c0 a

Proposition 3.25. Soit A = {f e Cy,, ([a,400[,K), [ f converge}. Alors :
(i) A est un sous-espace vectoriel de Cp,, ([a,+o0[, K).
(ii) L’application f € A+— f;'oo f est une forme linéaire.

(iii) Si fe Aet f=0alors [F*f>0.

Proposition 3.26. (a,b) € R?, a < b. f : [a,+00o[— K C),,. Alors [F° f converge ssi

b+°° f converge. Et en cas de convergence :

/amf:/aber/bmf.

Proposition 3.27. f : [a,+oo[— K C,,. Soit u € [a, +oo[N, avec up = a et u, —
n—-+00
+-00.

(i) Si [;7°° f converge, alors > Jurtt f converge.

ii) On suppose de plus que f est d valeurs dans Ro.. Alors [T f converge ssi tin+1
+ a Un

+o00 2 fung
[

Proposition 3.28. f: [a,+oo[— R Cgm. Alors f;roo f converge ssi

converge.

En cas de convergence :

xX
dM e R, Vx € [a,+oo[,/ f <M.
a

Proposition 3.29. f,g: [a,+00[— Ry Cgm. On suppose que 0 < f < g. Alors :
(i) Si [ g converge alors [ f converge.

(i) Si [;F°° f diverge alors [7°° g diverge.

(Ilr%)osition 3.30 (Intégrales de Bertrand). (o, B) € R2. [, = ifﬁt converge ssi (a, B) >

13
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VII Comparaison séries-intégrales

Proposition 3.31. f:[0,4o00[— Ry Cgm. On suppose que f >0, f N\, et limy o f = 0.
Alors Y~ f(n) converge ssi f0+°° f converge. En cas de convergence, on a :

/1+°°f<§f(n></o+°°f.

Proposition 3.32 (Séries de Bertrand). (a,3) € R2. > ﬁlﬂn converge ssi (a, 3) >
(1,1).

VIII Comparaison logarithmique

VIII.1 Comparaison logarithmique

Proposition 3.33 (Comparaison logarithmique). (u,v) € (Ri)N. On suppose que :

u v
dng € N, Vn > ny, ntl < ntl

n Un

(i) Si Y vy, converge alors Y u, converge.

(ii) S Y uy, diverge alors Y v, diverge.

Proposition 3.34 (Critére de d’Alembert). u € (Ri)N t.g 2t — s /e R. Alors :

Un  np—+oo
(i) Si ¢ <1, alors Y. u, converge.
(ii) Si ¢ =1, alors > u, peut converger ou diverger.

(iii) Si ¢ > 1, alors > uy, diverge grossiérement.

VIII.2 Regle du n%u,

Méthode 3.35 (Reégle du n%uy,). u € (Ri)N. Pour déterminer la nature de > u,, on
peut étudier In (n“uy,), pour a € R. En effet :

(i) Siln (n%u,) —— —o0 avec a > 1, alors Y u, converge.
n—+oo

(if) SiIn (n“uy) R +oo avec o < 1 (il suffit en fait de tester « = 1), alors Y uy,
n—-+00

diverge.
IX Asymptotique des sommes partielles des séries diver-
gentes et des restes des séries convergentes

Proposition 3.36. u € CN, v € RN. On suppose que u, = O(v,) et que v, > 0 a PCR.

(i) Si > vy, converge alors - uy converge absolument et :

ji: Uk =0 ji: Vk
k=n+1 k=n+1
(ii) Si > vy, diverge, alors :

I;)uk:e)(kzok)

14
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Idem en remplacant O par o ou ~.

Proposition 3.37.

n

1 1 1
Z—zlnn—l—y%———i—o -1,
k 2n n
k=1
ot 7y est la constante d’Euler.
Démonstration. Ecrire
~ 1 "1
Inn = Ink—In(k—1)) ~ -~ -
nn= Y (k=T — 1)~ 3 2~ Y
k=2 k=2 k=1

~

Sl

en utilisant la proposition 3.36 car % >0et > % diverge. Poser ensuite v, = Y 1, % —Ilnn
et écrire vy, = > 1o (Vg — Vk—1) + v1, montrer que vy — vE_1 = O (1712>7 et continuer en
utilisant la méme méthode.

Proposition 3.38. a € R.

as1— 3 L ! (i)
o (a—1)no-1’
it k> (a—1)n~
n 1 nlfoc
<l= — ii
«@ kzzzl o~ 1 a (ii)

Démonstration. Méme méthode que pour la proposition 3.37. Par exemple, pour o > 1 :

1 (kT (B4 1)ie =01 =1
(a—l)na_l_z< -1 Nk:nk:iarv 2 ke’

o\ —1 o k=n-+1

~-L
«

k
en utilisant la proposition 3.36 car n% >0et > n% converge. Ol

Proposition 3.39 (Formule de Stirling).

n
n! ~v2mn (n) .
e

1
Démonstration. Poser A,, = In (n!) — ff+2 Int d¢. Montrer que A, — A1 = O (#), et
2

en déduire que 4,, = L+0O (%), avec L € R. En déduire alors que n! = K\/n (%)" (1 + 0O (%)),
ou K € RY . Utiliser enfin des intégrales de Wallis pour montrer que K = /2. ]
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Chapitre

Compléments sur les Séries Numeériques

I Exemples de transformations d’Abel

2
Méthode 4.1 (Transformation d’Abel). (a,u) € ((CN) . On dispose d’informations sur

la série Y- uy et on souhaite étudier la série Y apuy,. On note o =Y p_ouk. Une trans-
formation d’Abel consiste da écrire :

n n
> apue = ag (o) — op-1)
k=0 k=0
n n—1
= apop — Y 10k
k=0 k=0

n

= ok (ag — aks1) + Onani1.
k=0

Cette réécriture peut faciliter [’étude de > anun.
Application 4.2. (0,a) € R%.

(i) St a €] —00,0], alors 3 < e dwerge grossiérement.

(ii) i« €1, +o00], alors Y ena“) est absolument convergente.

] —
) J1
(iii) Sia€]0,1] et =0 [27
) ]

alors - < e dweTge

I
Sia€)0,1] et @ £0 [27], alors Y. ena‘) est semi-convergente.

Démonstration. Seul le (iv) nécessite une démonstration. Pour cela, appliquer une trans-
formation d’Abel en remarquant que 7_,e*? = O(1). O

2
Application 4.3. (a,u) € (RN> . St Y uy converge, a, — 1 et Y |apt1 — an]
n

—+o00
converge absolument, alors Y a,u, converge.

Démonstration. Poser r, = Y 32, ug, puis écrire :

Z apup = Z Tk (ak — ak,1) +apro — ApTp41 -
—_———— ——

k=0 k=1
=o(lart+1—ak]) =o(1)

16



CHAPITRE 4. COMPLEMENTS SUR LES SERIES NUMERIQUES

II Exemples d’études de séries alternées

Exemple 4.4. a € R%.. On définit u € RI2+L par

Vn € [2, +oof, un =
n

Alors >~ uy converge ssi o > 1.

Démonstration. On a u, ~ (—71)" ; mais comme # ne garde pas un signe constant, la
proposition 3.20 ne permet pas de conclure. On poursuit donc le développement asymp-

totique de u,, :

(=" 1
= — 1 1)).
tn n nln%n (1+o(1))
On peut alors conclure : > u, converge ssi a > 1. O

IIT Carrés sommables
Définition 4.5 (/2 (N)). Pour K =R ou C, on note :
?(N) = {u e KN, Z |t |2 com;erge}.

Une suite u € (2 (N) est dite de carré sommable.

Remarque 4.6. u € KV,
(i) 3 |un| converge = 3" |un|? converge.
(ii) 3 |un|? converge == S u, converge.
(iii) S up converge = 3 lun|* converge.

Proposition 4.7. ¢? (N) est un sous-espace vectoriel de K.
Démonstration. Cela repose sur I'inégalité |ab| < % (|a|2 + |b|2). O

Notation 4.8. On définit un produit scalaire (- | -) sur ¢2 (N) par :
V(u,v) € (62 (N)) , (u | v) Z UpUp.

La norme hilbertienne |||, associée a (- | -) est donnée par :

Vu € £ (N) s lully = ZuQ

Proposition 4.9 (Inégalité de Cauchy-Schwarz).

Yo e (2, |3
n=0

00 0
n=0 n=0
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CHAPITRE 4. COMPLEMENTS SUR LES SERIES NUMERIQUES

IV  Produits infinis

Définition 4.10 (Produit infini). u € (C*)N. On dit que le produit infini [Ju, converge
lorsque

AL e C*, [J uw —— L.

n——4o00
k=0

o0
H un = L.
n=0

Dans le cas contraire, on dit que [[u, diverge.

On note alors

Proposition 4.11. u € ((C*)N. St [[un converge alors uy, —+> 1.
n——+0oo

Proposition 4.12. a € (R+)N. Alors [T (1 + ay) converge ssi Y. a,, converge.
Application 4.13. Pour n € N*, on note p, le n-iéme nombre premier. Alors Zp—ln
diverge.

Démonstration. Supposer par 'absurde que p% converge. Poser @, = [[j_; 1_%

P
Montrer, en utilisant ’hypothese > pi converge, que @, T) L € R%.. En remarquant
n n ]

_ n e8] 1 J .
que @, = Hk:1 Zj:() (ﬁ) , montrer que :

n

1
Vn € N*, ZéangL.
k=1
C’est une contradiction puisque ) % diverge. O

Proposition 4.14. a € (C*)N. Si Y- an converge absolument, alors [] (1 + a,) converge.

Démonstration. Noter P, = [[7_, (1 +ay), P, = [1¢—, (1 + |ag|). Montrer d’abord que
P converge et que P . Montrer ensuite, pour 1 < r < s, que :

|P, — P,| < |Ps— B,|.
En déduire que P est de Cauchy, donc P, 4+> L € C. Pour montrer que L # 0, écrire
n—-+0o0
2 =TI7—1 (1 + by), avec |b| ~ |ay|, d’olt par ce qui précede : 3~ ——— M € C. Comme
n " n—+4+00
LM =1, il vient L # 0. ]

V Systemes dynamiques réels

Définition 4.15 (Suite f-récurrente). f : A C R — R. u € AN est dite f-récurrente
lorsque :
Vn €N, upr1 = f (uy).

Pour a € A, il existe au plus une suite f-récurrente u t.q. ugp = a. St une telle suite existe,
elle sera notée a.

Proposition 4.16. f: A C R — R. u une suite f-récurrente. Si uy —+—> w et f est CO
n—-+00o

en w alors w est un point fixe de f.

18



CHAPITRE 4. COMPLEMENTS SUR LES SERIES NUMERIQUES

Vocabulaire 4.17. f: ACR—>R. w € A un point fize de f t.q. f soit dérivable en w.
(i) Si|f'(w)| > 1, alors w est dit répulsif.
(i) Si|f'(w)| =1, alors w est dit indifférent.
(iii) Si|f'(w)| < 1, alors w est dit attractif.
(iv) Si |f'(w)] =0, alors w est dit super-attractif.
Proposition 4.18. f: A C R — R. u une suite f-récurrente de limite w. Siw est répulsif,
alors u stationne en w.

Démonstration. Revenir a la définition de la dérivée comme limite de la pente et en
déduire l'existence de p > 0 t.q. Jw — p,w + p[C A et :

f(x)w‘

— W

Va €lw — p,w + p[\{w}, > 1.

O]

Proposition 4.19. f: ACR - R. w € A un point fize attractif de f. Alors il existe
p>0tgq |Jw—pw+p[C A, a est bien définie pour tout a €lw — p,w + p|, et :

VA €| f'(w)],1], an =w + O (A").

Proposition 4.20. f: ACR—-R. w € A un point fize attractif (non super-attractif) de
for>0tgq [w—rw+r] C A u une suite f-récurrente de limite w ne stationnant pas
en w. On suppose que f est C* sur Jw — r,w + r[. Alors :

IC € R*, up —w ~ C (f(w)".

Démonstration. Soit ng € N t.q. Yn = ng, u, € [w — r,w + r|. Pour n > ng, d’apres le
théoréme de Rolle, il existe ¢, € [w,uy] t.q.

Upt1 — W
—L T ().
Up — W
Or [¢n —w| = O (lup —w|) = O(A") pour tout A € ]|f'(w)[, 1], d’apres la proposition
4.19. Donc f" (¢n) = f'(w) + O (A™). Poser ensuite vy, = 7(]?,’{;)“)%, et montrer que |“wt
14 O (A™). En déduire que Y (In |v,41| — In |v,|) converge, donc In |vy,| — L eR.
n [e.@]

En déduire que |v,| = e + O (A™), puis que v, ~ +el. O
Exemple 4.21. u une suite sin-récurrente t.q. uy > 0. Alors :

3
Up ~ A —.
n

Démonstration. Montrer d’abord que u,, —+> 0. On applique ensuite la méthode de
n—-—+0oo

I'agrandissement : on recherche 8 € R t.q.

11
un+1 Unp, n—-+o0o
Pour cela, montrer que sinlﬁx — xiﬂ ~ gmz_ﬁ. Ainsi, en prenant 5 = 2, u%ﬂ — % ~ % En
n
déduire u,, ~ /2. 0

19



CHAPITRE 4. COMPLEMENTS SUR LES SERIES NUMERIQUES

VI Convergence commutative

Lemme 4.22. u € (R+)N. o € Gy. Alors Y- uy, converge ssi Y- uq(n) converge. Dans ce
cas Y 2o Un = Y_p20 Ug(n)-

Proposition 4.23. u € RY t.q¢. S u, converge absolument. o € Gy. Alors > Ug(n)
converge absolument et :

oo o0

D tn =D o).

n=0 n=0

Démonstration. Appliquer le lemme 4.22 & 3" |u,| pour montrer ’absolue convergence

de - Ug(y).- Ecrire ensuite u,, comme somme de termes positifs : u, = — (|un| — wy) 4 |un|.
Les séries > (Jup| — up) et Y |uy| convergent ; appliquer le lemme 4.22 & ces séries pour
montrer ’égalité voulue. O

Proposition 4.24. u € RY. On suppose que S u, est semi-convergente. Alors :

(i) Soit £ € R. Alors il eviste 0 € Gy t.q. ) Uy(n) converge et :

z_:o Ug(n) = L.

(ii) Soit I un intervalle fermé de R. Alors il existe o € Oy t.q.

().

VII Numération

Proposition 4.25. b € [2,+oo[. Pour tout n € N*, il existe un unique v € N et un unique
(v + 1)-uplet (ag,--- ,a,) € [0,b[** avec a, # 0 t.q.

14
n= Z apb®.
k=0

Proposition 4.26. b € [2,+oo[. Pour tout x € [0,1], il existe une unique suite u €
[0,6[(N) ne stationnant pas en (b — 1) t.q.

> u
T = .
25

Cette écriture est appelée développement propre de x en base b.

%[5

Proposition 4.27. b € [2,4+o00[. = € [0,1]. Le développement propre de x en base b est
ultimement périodique (i.e. périodique ¢ PCR) ssi x € Q.
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Chapitre

Séries Entieres a Usage Probabiliste

I Permutation des bornes supérieures

Proposition 5.1. I et J deuzx ensembles non vides. (a:ij)(ij)dx] une famille d’éléments
de R. Alors dans R, on a :

sup | supx;j | = sup x;; =sup | sup;; | .
icl \ jeJ (i,f)elxJ jeJ \iel
Démonstration. Premiére étape. Noter que

V(io,jg) cl x J, Tigjo < sup ;.
(4,5)EIXJ

Passer au sup sur jp puis sur ig pour obtenir sup,c; (supjeJ xij) < SUp(; j)erx.J Tij-
Deuziéme étape. Noter que

V(io, jo) € I X J, xipj, < supxi,; < sup | sup ;| .
JjeJ el \jeJ

Passer au sup sur (ig, jo) pour en déduire sup;c; (supjej mij> = SUP(; j)erx.J Lij- O

Remarque 5.2. I et J deux ensembles non vides. (x;;)
de R. Alors dans R, on a :

(i)elxg Une famille d’éléments

sup | inf z;; | < inf | supz;; | .
1 (jeJ ”) s jes (m? ”)
IT Généralités sur les séries entiéres
Notation 5.3. a € (R;)". On notera

I, = {1: e R4, Zanm‘" converge} ,

et R, =supl, € R.

Proposition 5.4. a € (Ry)N. Alors I, = [0, Ra[ ou [0, Ra).
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CHAPITRE 5. SERIES ENTIERES A USAGE PROBABILISTE

Notation 5.5. a € (R})". On définit :

oo
@a:xEIaHZaRx”EI&_.

n=0
Remarque 5.6. a € (R+)N. Si a stationne en 0, alors 4 est polynomiale.

Proposition 5.7. a € (R+)N, avec Ry > 0. Alors :
(i) q est croissante.
(ii) g est convexe.

(iii) g4 est continue.

Démonstration. (i) et (ii). Ecrire la croissance (resp. convexité) des fonctions x —s
SN anz™ puis faire tendre N — 4o0. (iii) ¢, étant convexe, elle est continue sur I,.
Continuité en 0. Soit u € I, fixé. En notant A =3 " a,u"™ "1, montrer que :

Va €]0,ul, |¢a(x) — pa(0)| =z Z anx"_l < Az.
n=1

En déduire limg+ pq = ¢4(0). Continuité en R, (si Rq € Io). Par croissance de ¢q, limz- ¢4
existe et, en permutant les sup, on obtient :

N
limp, = sup @q(x) = sup | sup Z anx"
Ry 2€[0,Ra z€[0,Ra[ \NEN ;=

N N
=sup | sup Z anpx" | = sup Z an R, = ¢4 (Ry) -
NeN SEE[OaRa[n:O

Donc ¢, est continue en R,. O

Proposition 5.8. a (R+)N, avec R, > 0. Si R, & 1, alors

lim g = +00.

a

II1 Dérivabilité

Lemme 5.9. a € (Ry)Y, avec R, > 0. On définitb € (Ry)Y parVn € N, b, = (n+1)ans1.
Alors Ry = R,.

Démonstration. Premiére étape : [0, Ry[ C [0, Rp]. Soit z € [0, Rg[. On fixe y € |z, R,y|.
Alors :
T n
(n+ Dant12" = (n+1) (y) an1y" = 0 (an41y") .

Or > ap+1y™ converge donc Y (n + 1)a,412™ converge, d’ou x € [0, Rp]. Deuxiéme étape :
[0, Rp[ C [0, Ry]. Soit = € [0, Rp[. Alors apz™ = o (na,a™ 1), et 3" na,z™ ! converge donc
> apx™ converge, d’ou z € [0, Ry O
Proposition 5.10. a € (R)Y, avec R, > 0. Alors @, est dérivable sur [0, R,| et :

[e.9]

Vz € [0, Ry[, ¢l (z) = Z(n + Dap12™.
n=0
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CHAPITRE 5. SERIES ENTIERES A USAGE PROBABILISTE

Démonstration. On définit b € (Ry)Y par Vn € N, b, = (n41)an,1. On fixe zg € [0, Ry|.

Soit z € [0, Ro[\{zo} et 0 = %ﬁ(mo) — ¢y (70)|. Montrer d’abord :

n+1 n+1
r —Zy
Z an+1

— (n+1)ag
zo

Appliquer ensuite le théoréme de Rolle, pour n € N, pour obtenir I'existence de ¢, € |z, x|
tel que :

oo o
0 <Y (4 Dant1 |G —ap| < Y (n+ Danta [2" — 25| = |pp(z) — @3 (20)] -
n=0 n=0
La dérivabilité de ¢, en xg découle alors de la continuité de ¢} en xg. ]

Corollaire 5.11. a € (R,)", avec R, > 0. Alors @, est C® sur [0, R,] et

o~ (n+q)! n
Vg € N, Vz € [0, Rq], got(f)(:v) = 7;) T Gntet"

Proposition 5.12. a € (R+)N, avec Ry, > 0. On suppose que R, € I,. Alors ¢, est
dérivable en R, ssi Y (n+ 1)ap+1R] converge. Dans ce cas :

oo

Yo (Ra) = Z(n + Dant1 Ry

n=0

Démonstration. Soit p : x € [0, Ry[ — %. Comme ¢, est convexe, p est
croissante. Et :

R — N Rn+1_ n+1
limp = sup Pa (o) = Pul(T) _ b (S“pzam“ -

R:  aelo,R.)  Ra—= 2€[0,Ra| \NEN 5 R, —«x
N
Rn—H _ xn—i—l
= sup sup Z Gpi1————— | = sup (n+1an1R
NeN \z€[0,Ral p—0 -z NeN
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Chapitre

Dénombrabilité

I Equipotence
Définition 6.1 (Fonction). A, B deux ensembles. On définit :
F(A,B)={fCAxB,Vac A, 3be B, (a,b) € f}.

Les éléments de F(A, B) sont dits fonctions de A dans B. Si f € F(A,B) eta € A, on
note f(a) l'unique élément de B tel que (a, f(a)) € f.

Définition 6.2. A, B deux ensembles.

(i) On dit que A est équipotent a B, et on note A ~ B, lorsqu’il existe une bijection de
A dans B.

(ii) On dit que A s’injecte dans B, et on note A — B, lorsqu’il existe une injection de
A dans B.

Proposition 6.3. A, B deux ensembles. Alors il existe une injection de A dans B ssi il
existe une surjection de B dans A.

Théoréme 6.4. A, B deuzr ensembles. Alors A — B ou B — A.

Théoréme 6.5 (Théoreme de Cantor-Bernstein). A, B deux ensembles. Si A — B et
B — A, alors A ~ B.

Démonstration (Premiére méthode). Soit f : A — B et g : B — A deux injections.
Par commodité, on suppose AN B = @. On appelle généalogie de x € AU B la suite des
antécédents successifs de x par f et g. On note A(co) ’ensemble des a € A admettant une
généalogie infinie, A(A) I'ensemble des a € A dont la généalogie s’arréte dans A, et A(B)
I'ensemble des a € A dont la généalogie s’arréte dans B. On définit B(oo), B(A) et B(B)
de maniere analogue. On a alors A = A(co) U A(A) U A(B), B = B(oo) U B(A) U B(B),
A(o0) ~ B(c0), A(A) ~ B(A) et A(B) ~ B(B), ce qui permet de construire une bijection
de A dans B. O]

Démonstration (Deuxiéme méthode). Soit f: A — B et g: B — A deux injections. On
définit :
P(A) — P(A)

T X e Ag(B\A(X))
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CHAPITRE 6. DENOMBRABILITE

Montrer que ¢ est croissante pour linclusion puis que ¢ admet un point fixe Xy (pour
cela, considérer A = {X € P(A), X D ¢(X)}, montrer que A est stable par intersection
quelconque, puis que A admet un plus petit élément pour l'inclusion Xj). On a alors
Xo ~ f(Xo) et B\f(Xo) ~ g(B\f(X0)) = A\ Xy, ce qui permet de construire une
bijection de A dans B. O

Théoréme 6.6 (Théoreme de Cantor). E un ensemble. Alors P(E) <4 E.

Démonstration. Supposer par I'absurde qu’il existe une surjection s : E — P(E). Mon-
trer alors que {z € E, = & s(z)} & s(E), ce qui est absurde. O

IT Ensembles finis

Définition 6.7 (Ensemble fini). A un ensemble. On dit que A est fini lorsqu’il existe
n € N tel que A ~ [1,n]. Si tel est le cas, n est unique, on l’appelle cardinal de A et on
le note |A|.

Lemme 6.8. X C N. Alors X est fini ssi X est majoré.

Proposition 6.9. A, B deuz ensembles.
(i) On suppose que A ~ B. Alors A est fini ssi B est fini. Dans ce cas, |A| = |B|.
(ii) On suppose que A — B. Si B est fini, alors A est fini. Dans ce cas, |A| < |B].

Proposition 6.10. Ay, -, A, p ensembles finis.
(i) T2, Ay est fini et T2y Al = [Tiy |A4l-
(i) A142 est fini et ‘AlAQ = \A1||A2‘.

(iil) P (A1) est fini et |P (Ay)| = 214l

IIT Ensembles dénombrables
Définition 6.11 (Ensemble dénombrable). E un ensemble. On dit que E est dénombrable
lorsque E est fini ou E ~ N.

Proposition 6.12. E, F' deux ensembles tels que E ~ F. Alors E est dénombrable ssi F
est dénombrable.

Lemme 6.13. Toute partie de N est dénombrable.

Proposition 6.14. Tout ensemble s’injectant dans un ensemble dénombrable est dénom-

brable.
Lemme 6.15. N X N est dénombrable.
Proposition 6.16. Tout produit fini d’ensembles dénombrables est dénombrable.

Proposition 6.17. Toute réunion dénombrable d’ensembles dénombrables est dénom-
brable.

Exemple 6.18. Z et Q sont dénombrables mais pas NN,

Exemple 6.19. f : R — R . Alors le nombre de points de discontinuité de [ est au
plus dénombrable.

Démonstration. Construire une injection de ’ensemble des points de discontinuité de f

dans Q en associant a chaque point de discontinuité w un élément de QN|lim,,— f,lim + f][.
O
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CHAPITRE 6. DENOMBRABILITE

IV  Non dénombrabilité de R

Lemme 6.20. {0, 1} est non dénombrable.

Démonstration (Premiére méthode). Supposer par I'absurde qu’il existe une surjection
s : N — {0, 1}". Construire alors u € {0, 1} t.q. Vn € N, u,, = 1 — (s(n)),,. Montrer alors
que u & s (N). C’est une contradiction. O

Démonstration (Deuxieéme méthode). Montrer que {0, 1} ~ P(N) puis utiliser le théo-
réeme 6.6 pour montrer que P(N) <4 N. O

Proposition 6.21. R ~ {0, 1}!.

Démonstration. Montrer d’abord R ~ [0, 1] puis utiliser les développements propres en
bases 2 et 3 pour obtenir [0, 1[— {0, 1}N et {0, 1} — [0,1]. O

Proposition 6.22. R est non dénombrable.

z
Lemme 6.23. XY, Z trois ensembles. Alors XY *% ~ (XY) .
Proposition 6.24. C° (R,R) ~ R.

N
Démonstration. C° (R,R) — R? ~ ({O,I}N) ~ {0,1}(N2) ~{0,1}N ~ Ret R —
C% (R,R) donc R ~ C° (R, R). O
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Chapitre

Familles Sommables

I Introduction

I.1 Familles

Définition 7.1 (Famille). E, A deux ensembles, A # @. On appelle famille indexée par A
toute application a : A — E, qu’on notera alors (ax)ycy -

Vocabulaire 7.2 (Famille finie ou dénombrable). Une famille (ax)yc, est dite finie (resp.
dénombrable) lorsque A est fini (resp. dénombrable).

Vocabulaire 7.3 (Sous-famille). (ay),cp une famille d’éléments de E. Si K C A, alors
on dit que (ax)ycg est une sous-famille de (ay)ycy -

Vocabulaire 7.4 (Famille obtenue par réindexation). (ay)ycp une famille d’éléments

de E. Si ¢ : L — A est une bijection, alors la famille (GW(Z))KGL est dite obtenue par

réindexation a partir de (ax)ycy-

1.2 Quelques mots sur R

Notation 7.5. On se place dans R (c.f. définition 1.11) et on note
Ry = [0, 4+00].

Proposition 7.6. Toute partie de Ry admet un sup dans R .

_ — \N
Définition 7.7 (Convergence dans Ry). u € <R+) :

(i) On dit que u, —— £ € Ry lorsque
n——+00
Ve >0, dng € N, Vn > ng, |u, — | < e.

(ii) On dit que u, ——— 400 lorsque
n——+00

VM € Ry, Ing € N, Vn = ng, u, = M.

_ _ \N
Définition 7.8 (Séries dans Ry). u € (R+) . Alors on pose :

00 N
nZ:%un = NLITOOT;)U”'
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CHAPITRE 7. FAMILLES SOMMABLES

I.3 Borne supérieure d’une famille

Définition 7.9 (Borne supérieure d’une famille). (ay),c, une famille d’éléments de Ry.
On définit :

supay =sup{ay, A € A}.
AEA

Proposition 7.10. (ay),c, une famille d’éléments de Ry. (Ls)sep une famille d’éléments
de P (A) telle que Usen Ls = A. Alors :

supay = sup | sup ay | .
AEA €A \)\€Ls

Corollaire 7.11. (xij)( ; une famille d’éléments de Ry.. Alors :

i,j)€lx

sup (supzij | = sup ;; =sup |supa;; | .
iel \jeJ (i,j)eIx T jed \iel
IT Familles sommables de R,

IT.1 Généralités

Remarque 7.12. Si (ay),c, est une famille finie d’éléments de Ry, la notation Y y\cp ax
a bien un sens car l’addition est associative et commutative dans R .

Notation 7.13. Si A est un ensemble, on note :

Pi(A) = {M € P(A), M est fini} = | Pa(A).

neN

Définition 7.14 (Somme d’une famille dénombrable). (ax)y e une famille dénombrable
d’éléments de R... On pose :

Z ay = sup Z ay.
AEA MePi(A) xem
Proposition 7.15. (a))ycp, (ba)yep deus familles dénombrables d’éléments de Ry
(i) SiVA e A, 0<ay <by <400, alors D oyep axn < Doyen ba-
(ii) Si L C A, alors Y ycr ar < Doyep G-
Proposition 7.16. (ay),., une famille dénombrable d’éléments de Ry.. (1), ey une fa-
mille d’éléments de P(A) vérifiant :
(i) vn eN, I, C 41,
Alors :

i, 2 o=

Ael, AEA

Vocabulaire 7.17 (Exhaustion). A un ensemble dénombrable. On appelle exhaustion de
A toute suite (I,),cn d’éléments de Pg(A) telle que :

(i) VneN, I, C I,11,
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Proposition 7.18. Tout ensemble dénombrable admet une exhaustion.

Proposition 7.19. (ax),cx, (ba)sen deuz familles dénombrables d’éléments de Ry. t €

R% . Alors :
do(ax+by) =Y ax+ > by, (i)
AEA AEA AEA
Z (tay) :tZaA. (ii)
AEA A€A

I1.2 Associativité

Lemme 7.20 (Lemme d’associativité). (ax),cp une famille dénombrable d’éléments de
Ry (Ls)sen une famille dénombrable d’éléments de P(A) vérifiant :

(1) Usea Ls = A.
(ii) ¥ (01,02) € A% 61 # 6y = Lg, N Ls, = .

Alors :
Sa-Y Yo

AEA 0EA XNELs

Démonstration. (<) Montrer que VM € Pg(A), > yepr ax < Dosen Dorer; @A Puis passer
au sup sur M. (=) Soit D € P¢(A). On suppose V6 € D, 3"ycp, ax < +00, sinon I'inégalité
est claire. Soit € > 0. Pour § € D, on choisit M € Pr(Ls) t.q.

ZGA\T’D‘ Za/\

AELs AeMs

Il vient alors :

ZZa,\§€+ZZCL}\:€+ Z a>\§5+2a)\.

5eD N\eLs €D e M /\€|_|5€D M; AEA

On en déduit Y Z5en D oner, @ < Doxen G- ]

Proposition 7.21. (al-j)(ij)gx] une famille dénombrable d’éléments de R. Alors :

DD =) aij.

i€l jeJ jediel

Proposition 7.22. (a:);c;, (b)) ,c; deux familles dénombrables d’éléments de R,. Alors :

Z aibj = <Z ai> (Z b]) .
(i,9)eIxJ iel jeJ

I1.3 Lien avec les séries a terme général positif
Proposition 7.23. (an),cy une famille d’éléments de R,.. Alors :

Z%—Zan

neN

Proposition 7.24. (apq)(p genz une famille d’éléments de R,.. Alors :

Z Gpq = Z Z Gpq-

(p,q)EN? n=0p+g=n
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IIT Familles sommables de réels

ITI.1 Généralités

Définition 7.25 (Famille sommable de réels positifs). a € (Ry)™ dénombrable. On dit
que a est sommable lorsque

Z ay < +oo.
AEA

Définition 7.26 (Famille sommable de réels). a € RY dénombrable. On dit que a est
sommable lorsque

> laxl < +oo.

AEA

Définition 7.27 (Somme d’une famille sommable). a € RN sommable. I € (Pg(A))Y une
exhaustion de A. Alors la suite (3 5cg, aA)neN converge vers une limite indépendante de
l’exhaustion choisie, et on pose :

ay = lim Q.
doan=lim > a
AEA e,

Notation 7.28 (S (A,R)). A dénombrable. On note :

A€A

ST(AR) = {a eRY, D ay| < —i—oo}.

Proposition 7.29. A dénombrable. Alors :
(i) ST (A,R) est un sous-espace vectoriel de R™.
(ii) L’application a € S* (A,R) — Y ycp ax € R est une forme linéaire.

Proposition 7.30. Toute sous-famille d’une famille sommable est sommable.

Lemme 7.31 (Lemme d’associativité). a € R® sommable. L € (P (A))® dénombrable
avec :

(1) Usea Ls = A.
(i) ¥ (01,02) € A%, 61 # 0y = L5, N Ls, = 2.

Alors :
Sa-Y Yo

AEA SCA NELs

IT1.2 Lien avec les séries

Proposition 7.32. a € RY. La famille a est sommable ssi 3. a, est absolument conver-
gente. Si tel est le cas, alors :

00
S =Y an
n=0

neN

2
Définition 7.33 (Produit de Cauchy). (a,b) € (]RN) . Le produit de Cauchy de a et b
est la suite c € RY définie par :

VYn eN, ¢, = Zakbn—k‘ = Z a;bj.
k=0

(i.7)EN?
i+j=n
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2
Proposition 7.34. (a,b) € (RN) . On note c le produit de Cauchy de a et b. Si > ay, et
> b, convergent absolument alors > ¢, converge absolument et :

o oo o0
3 e = (Zan> (an).
n=0 n=0 n=0
Théoréme 7.35 (Théoréme de permutation des sommes). a € RM). on suppose que

oo oo
Z Z |@mn| < +00.

m=0n=0
Alors :

DPITIED 3 prI

m=0n=0 n=0m=0

IV  Familles sommables de complexes

Définition 7.36 (Famille sommable de complexes). a € CA dénombrable. On dit que a
est sommable lorsque

> Jaxl < +oo.

AEA

Définition 7.37 (Somme d’une famille sommable). a € C* sommable. I € (P (A))Y une
erhaustion de A. Alors la suite (ZAeIn a/\)neN converge vers une limite indépendante de
l’exhaustion choisie, et on pose :

ay = lim Q.
doan=lim > ay
AEA eI,

Proposition 7.38. a € C dénombrable. Alors a est sommable ssi R (a) et I (a) sont

sommables. Et dans ce cas :

ZGAZZ%((LA)—FZ'Z%(CL)\).

A€A AEA A€A

Notation 7.39 (S (A,C)). A dénombrable. On note :

AEA

ST(A,C) = {a eCh Y ay| < —l—oo}.

Proposition 7.40. A dénombrable. Alors :
(i) S'(A,C) est un sous-espace vectoriel de C».

(ii) L’application a € S* (A,C) — Y ycp ax € C est une forme linéaire.

Remarque 7.41. On généralise aux familles sommables de complexes toutes les proposi-
tions de la section III.
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Chapitre

Espaces Probabilisables et Espaces
Probabilisés

I Espaces probabilisables

Définition 8.1 (Espace probabilisable). Q un ensemble. On appelle tribu sur Q tout
T C P(2) vérifiant :

(i) oeT.

(ii) VAeT, AeT.

(iii) VA € TT dénombrable, U;c; Ai € T.

On dit alors que (2, T) est un espace probabilisable. Les éléments de Q sont dits issues
ou aléas, et les éléments de T sont dits événements.

Proposition 8.2. (2, 7) un espace probabilisable. Alors :

VA e T' dénombrable, ﬂ A, eT.
i€l

II Opérations sur les tribus

Proposition 8.3. (2,7) un espace probabilisable, U un ensemble, et X : U — Q. On
pose :

To = {x7'(v), veT}.
Alors Tx est une tribu sur U.

Définition 8.4 (Tribu engendrée). Q un ensemble. S C P(£2). On considére :
© ={T CP(Q), T est une tribu sur Q et T D S}.

Alors © admet un plus petit élément pour linclusion, appelé tribu engendrée par S, et

noté T (S).

Exemple 8.5. Q un ensemble. S C P(2) une partition dénombrable de 2. Alors :

T(S):{U A,MCS}.

AeM
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Définition 8.6 (Tribu produit). (21,71),...,(Qs, Ts) des espaces probabilisables. On ap-
pelle tribu produit sur Q1 X --- x Qg la tribu

7'<Lj{fh,x-«~x§h1x44ix£h+1x---x52& AiElﬁ}>.

i=1

IIT Variables aléatoires

Définition 8.7 (Variable aléatoire). (2, 7) et (U,S) deuz espaces probabilisables. On dit
que X : Q) = U est une variable aléatoire lorsque :

wesS, Xtvyer.

Notation 8.8. (Q,7) et (U,S) deuz espaces probabilisables. X : Q@ — U une variable
aléatoire. Alors, pour V € S, l’événement X (V) sera noté (X € V).

IV  Probabilités

Définition 8.9 (Probabilité). (2,7T) un espace probabilisable. On appelle probabilité sur
(Q,T) toute application P : T — [0,1] avec :

(i) P(Q) = 1.

(ii) Pour toute famille A € T dénombrable d’événements deuz d deuz disjoints :
P <|_| AZ-) = P(4).
icl icl
On dit alors que (2, T,P) est un espace probabilisé.

Proposition 8.10. (Q,7,P) un espace probabilisé. (A, B) € T>.
(i) P(2) =0.
(ii) ANB=9o = P(AUB) =P(A) +P(B).
(iii) P(A\B) =P(A) —P(ANB).
(iv) ACc B=P(A) <P(B).

Proposition 8.11. (2, 7, P) un espace probabilisé. A € TN. On suppose que ¥n € N, A, C

Apy1. Alors :
P (U An) = lim P(4,).
neN

Démonstration. La suite (P (Ay)), oy est croissante et majorée par 1 donc converge vers

¢e0,1]. Et :
P (U An) =P ((AO) U (I_l (An-i-l\An)))
neN neN

CP(A0)+ 3 (B (Ann) — P(A)) = .
n=0
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Corollaire 8.12. (Q,7,P) un espace probabilisé. A € T. On suppose que Vn € N, A, D

Apt1. Alors :
P (ﬂ An) = lim P(A).

neN

V Loi d’une variable aléatoire

Notation 8.13. Dans tout le chapitre, (0, T,IP) est un espace probabilisé et (U,S) est un
espace probabilisable.

Définition 8.14 (Loi de probabilité). X : Q — U une variable aléatoire. On pose :

S —[0,1]
v pxev)

Alors Px est une probabilité sur (U,S), dite loi de probabilité de X .

Vocabulaire 8.15. X : Q — U une variable aléatoire. Q) une probabilité sur (U,S). On
dit que X suit la loi Q, et on note X < @Q, lorsque Px = Q.

Exemple 8.16 (Quelques lois classiques).
(i) Q un ensemble fini non vide. On définit P sur (2, P (2)) par :

Vw e Q, P{w}) = ‘1’

P est dite loi uniforme sur €2, et notée U ().
(ii) p € [0,1]. On définit P sur ({0,1},P ({0,1})) par :

P{0})=1-p et P{1})=p
P est dite loi de Bernoulli de paramétre p, et notée Be(p).

(iii) p € [0,1], n € N*. On définit P sur ([0,n], P ([0,n])) par :

n _
vk € [0.n], B({K}) = (k>pk<1 ),
P est dite loi binomiale de paramétres n,p, et notée B(n,p).
(iv) p €]0,1[. On définit P sur (N*, P (N*)) par :
vn € N, P({n}) = p(1 —p)" "

P est dite loi géométrique de paramétre p, et notée G(p).
(v) A e R%L. On définit P sur (N, P (N)) par :

n

A
VneN, P({n}) = me_A.

P est dite loi de Poisson de paramétre A, et notée P ().
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VI Probabilités conditionnelles

Vocabulaire 8.17. A€ T.
(i) On dit que A est presque certain lorsque P(A) = 1.
(ii) On dit que A est négligeable lorsque P(A) = 0.

Proposition 8.18. (4, B) € T2.
(i) Si A est presque certain alors P(AN B) = P(B).
(ii) Si A est négligeable alors P(AU B) = P(B).

Définition 8.19 (Probabilité conditionnelle). A € T non négligeable. On définit :

T —[0,1]
P(-]A): P(ANB) -

B}—)iP(A)

Alors P (- | A) est une probabilité sur (2, T), dite probabilité conditionnelle sachant A.
Proposition 8.20. (A, B) € T2 non négligeables. Alors :

P(A)
PA|B)=—<P(B|A).
(A1B) = i BB 4)

Vocabulaire 8.21 (Systéme complet d’événements). On dit qu’une famille A € T est
un systéme complet d’événements (SCE) lorsque V(i,j) € I?, i #j = A, NA; = @ et
Licr Ai = S0
Proposition 8.22. A € T un systéme complet d’événements non négligeables dénom-
brable. B € T. Alors :

P(B) = S P(A)P(B | Ay).

i€l

Proposition 8.23 (Formule de Bayes). A € T un systéme complet d’événements non
négligeables dénombrable. B € T non négligeable. Alors :

P(A;)P(B | Aj)
SierP(A)P(B | Ai)

vj € [Ln], P(A; | B) =

VII Indépendance d’événements et de variables aléatoires

Définition 8.24 (Evénements indépendants). (A, B) € T2. On dit que A et B sont
indépendants lorsque
P(ANB)=P(A)P(B).

Proposition 8.25. (A, B) € T2. A et B sont indépendants ssi A et B sont indépendants
ssi A et B sont indépendants.

Définition 8.26 (Evénements mutuellement indépendants). (Ay,...,A,) € TP. On dit
que Aq,..., Ay sont mutuellement indépendants lorsque

VJ C Hl,p]], P (ﬂ AJ> = H]P(Aj)

jeJ jedJ
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Proposition 8.27. (Ay,...,A4,) € TP. Si A1,..., Ay sont mutuellement indépendants,
alors Ay, ..., A, sont deuz a deux indépendants.

Notation 8.28. Poure € {—1,1} et A€ T, on note :

o é sie=1 '
A sie=-1

Proposition 8.29. (A4;,...,A,) € TP. Alors Ay, ..., A, sont mutuellement indépendants

ssi
P P
V(e1,...,ep) € {11} P (ﬂ Afi> =[P A5).
i=1 i=1
Définition 8.30 (Variables aléatoires indépendantes). U, ...,U, n ensembles. X1 : Q —
Ui, ..., X, : Q— U, nvariables aléatoires. On dit que X1, ..., X, sont mutuellement indé-
pendantes lorsque pour tout (Vi,..., V) € [Tie, P (Us), les événements (X1 € Vi), ..., (X, € V,)

sont mutuellement indépendants dans (2, T,P).

Proposition 8.31. Uy,..., U, n ensembles. X1 : Q@ — Uy,..., X, : Q@ — U, n variables
aléatoires. Alors X1, ..., X, sont mutuellement indépendantes ssi

V(Vl,,Vn)eﬁP(%), P(ﬁ (XZEV;)> :ﬁP(XZ’EV;).

i=1 i=1 i=1
Proposition 8.32. Uy,..., Uy, V1,...,Vy 2n ensembles. X1 : Q = Up,.... X, : Q = U,
n variables aléatoires mutuellement indépendantes. Alors :
(i) Pour tout I C [1,n], les (X;);c; sont mutuellement indépendantes.

(i) Soit 0 = mog < m1 < mg < -+ < my =n, $0it Y = (Xitmy_y»---»Xmy) DOUr
ke [1,t]. Alors Y1,...,Y; sont mutuellement indépendantes.

(iii) Pour i € [1,n], soit f; : Uy — V;. Alors (fioX1),...,(fno Xy) sont mutuellement
indépendantes.

Exemple 8.33. Soit X1, ..., X, n variables aléatoires indépendantes suivant la loi Be(p).
Alors :

iXZ- — B(n,p).

i=1
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Chapitre

Variables Aléatoires Discretes

Notation 9.1. Dans tout le chapitre, (2, T,P) est un espace probabilisé et (U, P (U)) est
un espace probabilisable.

I Introduction aux variables aléatoires discréetes

I.1 Variables aléatoires qui ne prennent qu’un nombre fini de valeurs

Proposition 9.2. X : Q — U une application, avec X () fini. S’équivalent :
(i) X est une variable aléatoire de (2, T) dans (U, P (U)).
(i) Vvueu, X t({u}) e T.

Proposition 9.3. X : Q — U une variable aléatoire, avec X () fini. Alors :

VAePU),P(XeA)= > P(X=a).
a€ANX(Q)

Définition 9.4 (Espérance). X : Q@ — R une variable aléatoire (on considére (R, P (R))
comme espace probabilisable), avec X () fini. Alors l’espérance de X est par définition :

E(X)= Y aP(X=a).
aeX(Q)
Exemple 9.5.
(i) FePr(R)\{@}. St X - U(F), alors E(X) = ﬁZzeFm
(ii) p € [0,1]. Si X — Be(p), alors E(X) = p.
(iii) p € [0,1], n € N*. Si X < B(n,p), alors E(X) = np.
Lemme 9.6. X : Q — R une variable aléatoire, avec X(Q) fini. A € T» un systéme

complet d’événements dénombrable t.q. VA € A, X|4, est constante. On pose, pour X € A,
ox = X4, €R. Alors :

E(X) =) wP(4y).
AeA

Proposition 9.7. On pose U l'ensemble des X € R tels que X (Q) est fini et X est une
variable aléatoire de (0, T,P) dans (R, P (R)). Alors :

(i) U est un sous-espace vectoriel de RE.

(ii) L’espérance E : 0 — R est une forme linéaire.
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1.2 Variables aléatoires discrétes

Définition 9.8 (Variable aléatoire discrete). Une variable aléatoire X : Q — U est dite
discrete lorsque X () est dénombrable.
Proposition 9.9. X : Q — U une application, avec X () dénombrable. S équivalent :
(i) X est une variable aléatoire discréte de (Q2,T) dans (U, P (U)).
(i) Vvueu, Xt ({u}) e T.

Proposition 9.10. X : Q — U une variable aléatoire discréte. Alors :

VAePU),P(XcA)= > P(X=a).
acANX(Q)

IT Génie fonctionnel

Proposition 9.11. X : Q — U une variable aléatoire discréte, f: U — V une application.
Alors f o X est une variable aléatoire discréte de (2, 7T) dans (V,P (V)).

Proposition 9.12. X1 : Q — Uy, ..., X, : Q — U, n applications. On pose :

] Q— U X XUy
’ w»—)(Xl(CU),...,Xn(CU)) '

S’équivalent :
(i) X est une variable aléatoire discréte de (Q,T) dans ([T Ui, P (ITi=1 Ui))-
(ii) Pour touti € [1,n], X; est une variable aléatoire discréte de (2, T) dans (U;, P (U;)).

III Variables aléatoires discretes réelles positives

Définition 9.13 (Espérance). X : Q — Ry une variable aléatoire discréte. On définit
l’espérance de X par :
E(X)= Y aP(X=a)€cR,.
aeX(Q)
On dit que X admet une espérance finie lorsque E(X) < +o00, sinon on dit que l’espérance
de X est infinie.

Exemple 9.14.
(i) p €]0,1[. Si X — G(p), alors E(X) = %,
(i) A € R%. Si X — P(N), alors B(X) = \.

Lemme 9.15. X : Q — R une variable aléatoire discréte. A € T™ un systéme complet
d’événements dénombrable t.q. VA € A, X4, est constante. On pose, pour X € A, p) =
Xa, €R. Alors :

E(X)=) o\P(A)).
NeA

Proposition 9.16. X : Q@ — Ry une variable aléatoire discréte. S’équivalent :
(i) B(X) < +oo.
(ii) Il existe un systéme complet d’événements dénombrable A € T™ t.q. VA € A, Xja, =
o ER et 3oyep paP (A) < +oo.
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(iii) Pour tout systéme complet d’événements dénombrable A € T™ t.q. Y\ € A, Xja, =
ox ER, on a Y ycp AP (Ay) < +o0.
Proposition 9.17. X,Y : Q — R, deuz variables aléatoires discretes, X € RY .
(i) E(X+Y)=EX)+E(®Y).
(ii) E(A\X) = AE(X).
(iii) ST0< X <Y, alors E(X) < E(Y).

IV Variables aléatoires discretes de signe quelconque

Définition 9.18 (Espérance). X : Q — R une variable aléatoire. On dit que X est
d’espérance finie lorsque |X| admet une espérance finie. Si tel est le cas, on définit a bon
droit :
E(X)= > aP(X=a)€cR
a€eX(Q)

Lemme 9.19. X : Q — R une variable aléatoire discréte d’espérance finie. A € T™ un
systeme complet d’événements dénombrable t.q. VA € A, X 4, est constante. On pose, pour
AEA, oy = X4, €R. Alors la famille (pAP (Ax))\ecp est sommable et :

E(X) = o\P(4)).
AeA

Proposition 9.20. On note My 'ensemble des variables aléatoires discrétes de (Q,T,P)
dans (R, P (R)) admettant une espérance finie.

(1) My est un sous-espace vectoriel de RS,

(ii) L’espérance E : My — R est une forme linéaire.

Proposition 9.21 (Formule de transfert). X : Q — U une variable aléatoire discréte. f :
U — R une fonction. Alors foX est d’espérance finie ssi la famille (f(a)P(X = a)),ex (o)
est sommable. Si tel est le cas :

E(foX)= Y f(a)P(X =a).

acX(9)
Proposition 9.22. (X,Y) € M2. Alors :
X <Y = E(X) < E(Y).

Proposition 9.23 (Inégalité de Markov). X : Q — Ry une variable aléatoire discréte. Si
X est d’espérance finie, alors :

VAE]R*,P(X})\)gE()\X).

Démonstration. Poser Y = 1 x>y, et montrer que E(Y) = P(X > )) et que X >
AY. ]
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V Moments d’une variable aléatoire discrete

V.1 Moment d’ordre k

Définition 9.24 (Moment d’ordre k). X :  — R une variable aléatoire discréte. On dit
que X posséde un moment d’ordre k lorsque X* est d’espérance finie.

Notation 9.25. On note My, Uensemble des variables aléatoires discrétes de (Q,T,P)
dans (R, P (R)) admettant un moment d’ordre k.

Proposition 9.26.
(1) My, est un sous-espace vectoriel de R,
(ii) M. O karl-

Proposition 9.27. X : Q — R une variable aléatoire discreéte.
(i) St X est bornée, alors X € Npen- M-
(i) St X () est fini, alors X € e+ M.

V.2 Moment d’ordre 2 et variance

Définition 9.28 (Variance). X € My. On définit la variance de X par :
V(X) =B (X?) - (B(X))*.
Proposition 9.29. X € 9M,.
() V(X) = E((X - B(X))*).

(ii) V(X) = 0.
(iii) Ve e R, V(X +¢) = V(X).

Lemme 9.30. X € My. 57 X est centrée, alors :

V(X
Ve >0, P(|X]|>¢) < (2 )
€
Démonstration. P(|X|>¢)=F (]1|X‘>E> = FE(1y2s2) <E ()E%Q) _ Vg()_ 0

Proposition 9.31 (Inégalité de Bienaymé-Tchebychev). X € Ma. Alors :

V(X)
g2

Proposition 9.32 (Inégalité de Cauchy-Schwarz). (X,Y) € My. Alors XY € M, et :

Ve>0,P(|X — E(X)| >¢)

N

B(XY)| <\E(x?)-B(Y?).

V1 Variables aléatoires indépendantes

VI.1 Couples de variables aléatoires indépendantes

Proposition 9.33. X : Q - U et Y : Q — V deux variables aléatoires discrétes. S’équi-
valent :
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(i) X etY sont indépendantes.
(ii) V(A,B) e PU)xP(V),P((X e ANY €eB)=P(Xec AP €B).
(iii) Y(u,v) eU XV, P((X =u)N(Y =v)) =P (X =u)P(Y =v).
Vocabulaire 9.34. (X,Y) € M3. On dit que X et Y sont décorrélées lorsque
E(XY)=EX)E(Y).

Proposition 9.35. (X,Y) € M3. Si X et Y sont mutuellement indépendantes alors X
et Y sont décorrélées.

Proposition 9.36. (X,Y) € M3. Si X et Y sont décorrélées, alors :

V(X +Y)=V(X)+V(Y).

VI.2 n-uplets de variables aléatoires indépendantes
Proposition 9.37. Uy, ..., U, des ensembles. X1 : Q2 — Uy,..., X, : Q = U, n variables
aléatoires discrétes. S’équivalent :

(i) X1,...,X, sont mutuellement indépendantes.

(ii) V(A1 ..., Ay) € [Iik P Us), les événements (X1 € A1),...,(Xn € Ayp) sont mu-
tuellement indépendants.

(iil) V(ui,...,uy) € [lie Ui, les événements (X1 =wuy),...,(Xn = uy) sont mutuelle-
ment indépendants.
Proposition 9.38. Uy, ..., U, V1,..., V0 2n ensembles. X1 : Q — Uy,..., X, : Q = U,
n variables aléatoires mutuellement indépendantes. Alors :

(i) Pour tout I C [1,n], les (X;);c; sont mutuellement indépendantes.

(i) Soit 0 = mog < m1 < mg < -+ < my =n, $0it Y = (Xitmp_y»---»Xmy) DOUr
k€ [1,t]. Alors Y1,...,Y; sont mutuellement indépendantes.

(iii) Pour i € [1,n], soit fi : Uy — V;. Alors (fio X1),...,(fno Xy) sont mutuellement
indépendantes.

V1.3 Variance et indépendance

Proposition 9.39. (Xi,...,X,) € M. On suppose que X1,...,X, sont mutuellement
indépendantes. Alors :

v(Zx) -y,
i=1 i=1

Proposition 9.40. (Xi,...,X,) € M4. On suppose que X1, ..., X, sont mutuellement
indépendantes. Alors :

Ve >0, P <|<ZZ:;X1> - F (ZL;XJ

Corollaire 9.41. (X1,...,X,) € My. On suppose que X1,...,X, sont de méme loi et
mutuellement indépendantes. On note p = E (X1), V =V (X1). Alors :

1& Vv
P > Xi|—pl=ze| < —.
o> (|(535%) a2 ) <
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V1.4 Suites de variables aléatoires indépendantes

Définition 9.42 (Suite de variables aléatoires indépendantes). Pour n € N, soit X, :
Q — Uy, une variable aléatoire. On dit que les (Xy), oy sont mutuellement indépendantes
lorsque, pour tout n € N, Xy, ..., X, sont mutuellement indépendantes.

Proposition 9.43. Pour n € N, soit X, : Q — U, une variable aléatoire. Alors les
(Xn)pen sont mutuellement indépendantes ssi, pour tout F' € Pg(N), les (Xy,), cp sont
mutuellement indépendantes.

VII Fonctions génératrices

VII.1 Généralités
Définition 9.44 (Fonction génératrice). X : Q — N une variable aléatoire. On appelle
fonction génératrice de X la fonction

oo
Gx :t€[0,1] — B (£5) = > "P(X =n).
n=0
Proposition 9.45. X : Q — N une variable aléatoire. Alors :
(i) Gx est croissante, convexe et continue sur [0, 1].
(ii) Gx est C* sur [0,1].

(iii) La loi de X est caractérisée par Gx :

VneN, P(X =n) = 2X

Proposition 9.46. X : Q — N une variable aléatoire. Alors X € My ssi Gx est dérivable
en 1. 57 tel est le cas :
E(X) =Gx(1).

Proposition 9.47. X : Q — N une variable aléatoire. Alors X € My ssi Gx est deux fois
dérivable en 1. Si tel est le cas :

V(X) = 6% (1) + Gk (1) — Gk (1)*.

VII.2 Fonctions génératrices et indépendance

Proposition 9.48. X,Y : Q — N deuzx variables aléatoires. Si X et'Y sont mutuellement
indépendantes, alors :
Ox+v = Gx0y.

Corollaire 9.49. X,,..., X, : Q@ — N n variables aléatoires. Si X1, ..., X, sont mutuel-
lement indépendantes, alors :

Ox14-4+X, =9x, - 0x,,-

Exemple 9.50.
(i) p€[0,1]. Si X — Be(p), alors :

Vi e [0,1], Gx(t) = (1 — p) + pt.
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(ii) p € [0,1], n € N*. Si X < B(n,p), alors :
vt €[0,1], Gx(t) = (1 —p) +pt)".

(iii) p €]0,1[. Si X — G(p), alors :

vt e [0,1], Gx(t) = 1_(119t_p)t.

(iv) Ae R, Si X — P(N), alors :
vt e [0,1], Gx(t) = MY,
VII.3 Etude d’un exemple

Application 9.51. X, N : Q — N deux variables aléatoires. (Xp), cn- une suite de va-
riables aléatoires a valeurs dans N avec :

(i) N, Xq,...,X,,... sont mutuellement indépendantes.
(ii) Pour tout n € N*, X, suit la loi de X.
On pose :
N
S = Z Xia
i=1

i.e. Yw € Q, S(w) = Z,f\i(f) Xi(w). Alors :
(i) Gs =GN o Gx.
(ii) Si X € My et N € My, alors S € My et :

(iii) S X € My et N € My, alors S € My et :
V(S) = E(X)*V(N) + E(N)V(X).
Démonstration. (i) Montrer d’abord que
VEEN,P(S=k)=)> P(Xi+ -+ Xp=kP(N=n),
n=0

puis injecter cette expression dans la définition de Gg(t) et intervertir les sommes. (ii) et
(iii) Utiliser (i). O
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Suites de Variables Aléatoires

Notation 10.1. Dans tout le chapitre, (2, T,P) est un espace probabilisé.

I Lemme de Borel-Cantelli

Lemme 10.2 (Lemme de Borel-Cantelli). A € TV une suite d’événements. On note E
l’événement : “parmi les A,,, une infinité sont réalisés”. Autrement dit :

E= U 4.
neNp=n

On suppose que Y P (A,) converge. Alors P(E) = 0.

Démonstration. D’apres le corollaire 8.12, on a :

p=n

PE) = b F (U Ap) <, lm, 2 P4 =0
p=n

O

Proposition 10.3. A € TV une suite d’événements. On note E événement : “parmi
les Ay, une infinité sont réalisés”. On suppose que les (An),cn sont indépendants. On a
alors :

(i) Si>-P(A,) converge, alors P(E) = 0.
(ii) Si > P(A,) diverge, alors P(E) = 1.
Démonstration. (i) Utiliser le lemme 10.2. (ii) Ecrire :

N

p=n

WV
g
I
|
<
—=
o
»
o
|
|
BN
K
~
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II Convergence de suites de variables aléatoires

Lemme 10.4. (X,), oy une suite de variables aléatoires réelles, A € R.

(i) (Xn — )\> est un événement.
n—-4o0o

(ii) ((Xn),en converge) est un événement.

Démonstration. (i) Ecrire :

(o )= 0 U N (m-ael).

a€EN* ngeNn>ng

(ii) Utiliser le théoréme 1.52 pour écrire :

(Xn)pen converge) = (| J () ) (\Xp — X, < i) .

aEN* ngeN p=ng g=no
O
Définition 10.5 (Convergence en probabilité, convergence presque-siire). (Xy), oy une

suite de variables aléatoires réelles, A € R.

(i) On dit que (Xy), ey converge en probabilité vers A, et on note

lorsque :
Ve >0, P(|X,— A >e) ——0.

n—-+o00

(ii) On dit que (X,),cn converge presque-siirement vers \, et on note

.S.
X, 22,
n—-+00

lorsque :

IP(X”———>/\):1.

n—-+0o00

Proposition 10.6. (X)), une suite de variables aléatoires réelles discrétes. Alors :

Q) (E (X2) — o> . (E(]Xn\) — 0).

n—-+o0o

(i) (E(|Xn|) SN o) — (Xn N o).

n—-+oo n—-+oo

(iii) (X E (| Xn|) converge) = (Xn N 0).

n—-+o0o

(iv) (Xn LN 0) = (Xn LN 0).

n—-+4o0o n—-+4o0o

Démonstration. (i) Utiliser I'inégalité de Cauchy-Schwarz (proposition 9.32). (ii) Utiliser
I'inégalité de Markov (proposition 9.23). (iii) En supposant que Y E (| X,,|) converge, on
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neNk>n
Y P(m (x5 1)
«
aeN* neN k>n

(iv) On suppose que X, ——— 0. Soit ¢ > 0. On a :
n—+o0o

P(1Xal =€) <P (U (1Xk[ > 6))

k>n

—>P(ﬂ U(|Xk]>s))

n—-+00
neN* k>n

<P<U N U <|Xk|>;>)

aeEN* neN* k>n

n—-+o0o

O

Exemple 10.7. (X,,), cn- une suite de variables aléatoires mutuellement indépendantes
t.q. Vn € N*, X,, - U ({—1,1}). Pour n € N*, on pose S,, = > p_; Xi. Alors :
(i) Vn €N, E (S2) = n.
(ii) (a) Vn €N, E(|Sant2]) = E (|S2n+1])-
(b) Vn €N, E(|S2n+41]) = E(|S2n]) + P (520 = 0).
(iii) Vn € N, P (S, = 0) = o5 (7).

(iv) E(Sal) ~ /2.

IIT Loi des grands nombres

~— ~—

Théoréme 10.8 (Loi faible des grands nombres). X € My. (X,), - une suite de va-
riables aléatoires réelles discrétes indépendantes telles que, pour tout n € N*, X,, suit la
loi de X. Alors :

Démonstration. Voir le corollaire 9.41. O
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Théoréme 10.9 (Loi forte des grands nombres). X € My. (Xy,), - une suite de variables
aléatoires réelles discrétes indépendantes telles que, pour tout n € N*, X, suit la lot de X.
Alors :

1 n
— > Xy 2%, B(X)
pt n—-+o0o

n—-+o00

Démonstration (Cas ot X € My). OnnoteY,, = 2377 XpetD = (Yn — E(X)>

En utilisant la proposition 8.11 et le corollaire 8.12, montrer que :

1

]P’ = lim lim P (\Yn|>)

p——+oo | no—+oo n>no p

< ki .

\W£&<Jﬁmg%P@W ))

- 1 : 4

- (i, (5 )

n=ng
< lim lim Z p'E (Yf) .
p—+0o0 \ ng—+00 n=no

Montrer alors que p*E (Y,}) = (%), et en déduire que la série 3" p*E (Y}

n n

donc que]P’( ) 0. O

»u"—‘ E\H

) converge, et

Démonstration (Cas ou X € 9M3). On se place dans le cas ou F(X) = 0. On pose
ftn = 13731 Xj. Soit & > 0. Montrer d’abord que P (|u,2| >¢) = O (#) Par le lemme
10.2, en déduire que (|u,2| = €) ne se produit presque-siirement que pour un nombre fini
de valeurs de n, donc p,,2 —2% 4 0. Poser alors

n—-+0o

(n+1)2

Vo = Z (Mk_ﬂn2)2-

k=n2+1

Montrer que E(V,,) = O (25 ). En déduire avec la proposition 10.6 que V,, —>— 0. Ecrire
n n—-+oo

alors :
i =g+ (v = )

Or'“[ff % 50, et :

N—+o00

2
p.s.
0 (v =) <V 50

Donc ppn 2% 0. U
N—+o00

IV  Convergence en loi

Notation 10.10. Dans cette section, ((Qn, Tn,Pn)),en st une suite d’espaces probabili-
Sés.
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Définition 10.11 (Convergence en loi). X : Q@ — N une variable aléatoire. Pour n € N,
soit Xy, : Qp — N une variable aléatoire. S équivalent :

(i) Va e N, P, (X, = a) m]P’(X:a),
(i) YAe P(N), P, (X, € A) —>IP’(X€A).

On dit alors que X,, —— X en loi.

n—-+00

Démonstration. (ii) = (i) Clair (i) = (ii) Soit A € P (N). Pour n € N, on pose u,, =
P, (X, € A). Alors u € [0,1]N donc A(u) # @ (d’aprés le théoréme 1.43). Soit donc
A € A(u), soit ¢ extraction t.q. Uy — A.Ona:

VBeP(A),P(XeB)=) P(Xeb) = lim P, (X,, =b)
beB bep "t
= i P (X0 € B)
< dim Py (Xp € 4) = A

Donc :
P(Xe€A)= sup P(XeB)<A\
BePr(A)
En raisonnant de méme avec A, on obtient P (X € Z) <1— A Ilvient A =P (X € A).
Donc P(X € A) est la seule valeur d’adhérence de u, d’ou wu, — P(X € A) (ct
n (o0}

proposition 1.44). O
Proposition 10.12. X : Q — N une variable aléatoire. Pour n € N, soit X,, : 2, — N
une variable aléatoire. S’équivalent :

(i) X;, —— X en loi.

n—-4o00

( ) Vte[ovl]v an()mgX(t)'

Exemple 10.13. Soit A € RY. Pour n € [[A],+oo], soit X,, — B(n 7> Soit X —
P (N). Alors X, e X en loi.
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Espaces Métriques et Espaces Normés

I Notion de distance

Définition 11.1 (Distance). E un ensemble. On dit que d : E*> — R, est une distance
lorsque les trois propriétés suivantes sont vérifiées :

(i) Séparation : V(z,y) € E?, d(x,y) =0 <=1 =1y.

(ii) Symétrie : V(z,y) € E?, d(x,y) = d(y, ).

(iii) Inégalité triangulaire : V(z,y, 2) € E3, d(z, 2) < d(z,y) + d(y, 2).
Dans ce cas, on dit que (E,d) est un espace métrique.

Définition 11.2 (Isométrie). (E,d) et (F,d) deux espaces métriques. On dit qu’une bi-
jection ¢ : E — F' est une isométrie lorsque :

V(z,y) € E?, d(z,y) =6 (¢(z),0(y)).-

Définition 11.3 (Espace induit). (E,d) un espace métrique, X C E. Alors djx» est une
distance sur X, et l’espace métrique (X, d|X2) est dit espace induit par (E,d) sur X.

II Suites convergentes dans un espace métrique

Définition 11.4 (Convergence). (E,d) un espace métrique. u € EN, £ € E. On dit que

Uy, —— £ lorsque :
n—-+o0o

Ve >0, dng € N, Vn > ng, d(up,l) < e.

Proposition 11.5. (E,d) un espace métrique. u € EN, ¢ € E. Alors u,, T> { ssi
n oo
d (up, ) — 0.
n—-+o0o

Proposition 11.6. (E,d) un espace métrique. v € EN, (£,0') € E?. Si uy, ﬁ { et
n—-+00

Uy —— ¥, alors £ = 1.
n—-+o0o
Proposition 11.7 (Valeur d’adhérence). (E,d) un espace métrique. u € EN. On appelle

valeur d’adhérence de u tout A € E tel qu’il existe une extractrice o telle que uy(p) —+>
n—-+0oo

A. On notera A(u) l'ensemble des valeurs d’adhérence de u.
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Exemple 11.8. FE un ensemble. On muni E de la distance

FE? — R,

() 1 - Ty (y)

we EN, ¢ e E. Alors u, — { ssi u stationne en /.
n—-+o0o

IITI Parties bornées d’un espace métrique

Définition 11.9 (Boules et spheres). (E,d) un espace métrique. w € E, r € RY. On
définit :
(i) Bo(w,r) ={z € E, d(xz,w) <r} (boule ouverte).
(i) Bf(w,r) ={x € E, d(z,w) < r} (boule fermée).
(iii) S(w,r) ={x € E, d(x,w) =r} (sphere).
Définition 11.10 (Partie bornée). (E,d) un espace métrique. A C E. S’équivalent :
(i) weE, Ir >0, Bf(w,r) D A.
(ii) Vw € E, Ir > 0, By(w,r) D A.
On dit alors que A est bornée.

Proposition 11.11. Toute réunion finie de parties bornées est bornée.

Proposition 11.12. (E,d) un espace métriqgue. A C E. Alors A est bornée ssi
IM € Ry, Y(z,y) € A%, d(z,y) < M.

Proposition 11.13. (E,d) un espace métrique. v € EN. Siu converge, alors u est bornée
(i.e. {un, n € N} est borné).

IV Définition d’un espace normé

Notation 11.14. Dans ce chapitre, on notera K =R ou C.

Définition 11.15 (Norme). E un K-espace vectoriel. On dit que M : E — Ry est une
K-norme lorsque les trois propriétés suivantes sont vérifiées :

(i) Séparation : Vo € E\{0}, D(z) > 0.
(ii) Homogénéité : Vo € E, VA € K, M(\x) = |\ - N(z).
(iii) Inégalité triangulaire : V(z,y) € E%, N(z +y) < N(x) + N(y).

Dans ce cas, on dit que (E,DM) est un espace normé.

Proposition 11.16. (E, ||||) un espace normé. Alors :

V(u,v) € B, [llull = [lvll] < flu—wv] .
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V Distance associée a une norme

Proposition 11.17. (E, ||-||) un espace normé. Alors l'application

| E*— Ry

(@) — llz =yl
est une distance sur E, donc E a une structure d’espace métrique.
Proposition 11.18. (E,|-||) un espace normé. u € EN, £ € E. Alors :

(i) up —— € <= |lup — || —— 0.
n——+00 n—-+0o

(ii) up —— €= [Jun|| —— |||
n——+o0o n—+o0o
Proposition 11.19. (E, ||-||) un espace normé. On pose :

0 = {u e BN, u converge} .

Alors :
(i) U est un sous-espace vectoriel de EN.
L — FE
(ii) L’application £ : I est linéaire.
n—-+00

(iii) L’ensemble Ker £ = {u € BN u, P 0} est un sous-espace vectoriel de *J.
n—-—+0o0

Définition 11.20 (Série dans un espace normé). (E, |-||) un espace normé. u € EN. On
dit que la série Y- u, converge lorsque la swite (3 f_qug), ey converge. Si tel est le cas, on

pose :
n

o0
S = i S

k=0

VI Comparaison de normes

Proposition 11.21. E un K-espace vectoriel. My et No deuxr normes sur E. S’équivalent :
(i) JA e R%, Vo € E, Na(z) < ANy (z).
(ii) Toute partie de E bornée pour Ny est bornée pour Ny.
(iii) Pour tout u € EN, siu, m 0 au sens de Ny, alors uy, m 0 au sens de MNo.

On dit alors que Ny est plus fine que Na.

Vocabulaire 11.22 (Normes équivalentes). Deux normes sont dites équivalentes lorsque
chacune est plus fine que Uautre.
Proposition 11.23. E un K-espace vectoriel. Ny et Ny deuxr normes sur E. S’équivalent :
(i) My et Ny sont équivalentes.
(ii) 3(4,B) € (R%)?, Vo € E, AN (z) < Ma(x) < BN (2).

(iii) L’ensemble des parties de E bornées pour Ny est égal a l’ensemble des parties de E
bornées pour Ny.
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(iv) L’ensemble des suites de E convergeant vers 0 au sens de My est égal a l’ensemble
des suites de E convergeant vers 0 au sens de My.

(v) Pour t € E, l'ensemble des suites de E convergeant vers { au sens de My est égal @
l’ensemble des suites de E convergeant vers £ au sens de Ns.

Exemple 11.24. On se place dans E = C° ([~2,2],R). On pose

-1 sixze[-2,-1]
Yrixe[-2,2—qx  size[-1,1]
1 sizell,?2]

En utilisant le théoréme de Weierstrass, il existe une suite P € R[X|N t.q. | P, — ¥ n
n—-+0oo

0. On se place alors dans le sous-espace R[X], on définit deux normes My et Ny par :

M:QeRX]+— sup |Q] et M2:Q € R[X]+— supl@.
[—2,—1] (1,2]

Alors P, ——— —1 au sens de My et P, ———— 1 au sens de Na. Donc Ny et Na ne
n—-+00 n——400

sont pas équivalentes.
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Topologie d'un Espace Métrique

Notation 12.1. Dans tout le chapitre, (E,d) est un espace métrique.

I Ouverts

I.1 Généralités

Définition 12.2 (Ouvert). On appelle ouvert de (E,d) tout 2 C E tel que :
Yw e Q, Ir >0, B, (w,r) C Q.

Proposition 12.3.
(i) @ et E sont des ouverts.
(ii) Une réunion quelconque d’ouverts est un ouvert.

(iii) Une intersection finie d’ouverts est un ouvert.

Proposition 12.4.
(i) Une boule ouverte est un ouvert.

(ii) Le complémentaire d’une boule fermée est un ouvert.

Proposition 12.5. Q C E. Q est un ouvert ssi §) s’écrit comme réunion de boules ou-
vertes.

Démonstration. (=) Pour w € Q, choisir r, > 0 t.q. By (w,7,) C Q. Ecrire alors :

Q= U B, (w,ry) -

weN

1.2 Intérieur d’une partie

Définition 12.6 (Intérieur). A C E. On pose :
UA) ={Q e P(E), QC A et Q est un ouvert} .

Alors U(A) posséde un plus grand élément (au sens de C), appelé intérieur de A et noté

A.
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Démonstration. Montrer que Uqey(a) 2 = max(A). O

Proposition 12.7. A, BC E. Si A C B alors Ac B.
Proposition 12.8. A C E. Alors :
A={weE, Ir>0, By(w,r) C A}.

Proposition 12.9. (U, ||-||) un espace normé. w € B, r > 0. Alors :

IT Fermés

IT1.1 Généralités

Définition 12.10 (Fermé). F' C E. On dit que F' est un fermé lorsque E\F est un ouvert.

Proposition 12.11.

(i) @ et E sont des fermés.

(ii) Une intersection quelconque de fermés est un fermé.
(iii) Une réunion finie de fermés est un fermé.
Proposition 12.12.

(i) Une boule fermée est un fermé.

(ii) Le complémentaire d’une boule ouverte est un fermé.

Proposition 12.13. F' C E. Alors F' est un fermé ssi
Vue FN. Yl e E, u, —— (= (€ F.
n—4o0o
Corollaire 12.14. dy, ds deux distances sur E. Si dy et dy sont équivalentes (i.e. dy et dy

définissent la méme notion de convergence), alors di et dy définissent les mémes fermés
(et donc les mémes ouverts).

I1.2 Adhérence d’une partie

Définition 12.15 (Adhérence). A C E. On pose :
F(A)={F € P(E), F D> A et F est un fermé} .

Alors F(A) posséde un plus petit élément (au sens de C), appelé adhérence de A et noté
A.

Proposition 12.16. A C E. Alors :

E\A = (E\A).
Proposition 12.17. A,BC E. Si AC B alors A C B.
Proposition 12.18. A C E, w € E. S’équivalent :
(i) we A
(ii) Ye > 0, Ja € A, d(a,w) < ¢.

(iii) Ju € AN, u,, —— w.
n——+0oo

Proposition 12.19. (T, ||-||) un espace normé. w € G, r > 0. Alors :
Bo(w,r) = B(w,r).
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IIT Densité et séparabilité

Définition 12.20 (Partie dense). A C E. S’équivalent :
i) A=E.
(ii) Ve € E, Ve >0, Ja € A, d(z,a) < €.
(iii) Vo € E, Ju € AN, u, o

(iv) VQ ouvert non vide de E, QN A # @.

Si tel est le cas, on dit que A est dense dans E.

Définition 12.21 (Espace séparable). On dit que l’espace métrique (E,d) est séparable
lorsqu’il existe D C E dénombrable et dense dans E.

Proposition 12.22. R est séparable (car Q9 est dénombrable et dense dans Rd).
Proposition 12.23. (a,b) € R?, a < b. Alors C° ([a,b],R) (muni de ||-||, ) est séparable.
Démonstration. On pose :
P = {f €C"([a,}],R), IP € R[X], ¥ € [a,b], f(z) = P(x)},
Po={f€C’(la,b,R), IP € Q[X], Va € [a,b)], f(x) = P(a)}.
Pr est dense dans C° ([a, b], R) d’aprés le théoréme de Weierstrass. En utilisant la densité

de Q dans R, en déduire que Pg est dense dans C° ([a, b], R). Montrer de plus que Pg est
dénombrable (car Pg ~ Q[X]). O

IV  Topologie induite

Vocabulaire 12.24 (Trace). X, A C E. On dit que AN X est la trace de A sur X.

Lemme 12.25. X C E. w e X, r > 0. On note § =d|x2. Alors :

BEY (w,r) = X N B (w,r),

o

ot B (w,r) (resp. BSE (w,r)) est la boule ouverte de centre w et de rayon r au sens
de (X,98) (resp. (E,d)).
Proposition 12.26. X C F.

(i) Les ouverts de (X, d|X2) sont les traces sur X des ouverts de (E,d).
(ii) Les fermés de (X, d‘Xz) sont les traces sur X des fermés de (E,d).

Proposition 12.27. X C F.

(i) St X est un ouvert, alors les ouverts de (X, d|X2) sont les ouverts de (E,d) qui sont
inclus dans X.

(ii) Si X est un fermé, alors les fermés de (X, d‘Xz) sont les fermés de (E,d) qui sont
inclus dans X.
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V Notion de voisinage
Définition 12.28 (Voisinage). a € E, V C E. On dit que V' est un voisinage de a lorsque :
Ir >0, B, (a,r) C V.

On note V(a) 'ensemble des voisinages de a.
Proposition 12.29. a € FE.

(i) SiVeV(a) et WDV, alors W € V(a).

(ii) St (Vi,..., Vo) € V(a)", alors N, Vi € V(a).
Proposition 12.30.

(i) Q C E. Alors Q est ouvert ssi Vw € 2, 2 € V(w).

(i) AC E. Alors A={we E, AeV(w)}.

)
(iii) ACE. Alors A={w € E,VV € V(w), VNA+#o}.
)

(iv) u € EN, £ € E. Alors u, — { ssi
n—-+o0o

YV e V({), Ing € N, Yn = ng, u, € V.
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Continuité

Notation 13.1. Dans tout le chapitre, (E,d), (F,§) et (G,0) sont des espaces métriques,
et (40, ||||) est un espace normé.

I Limite

Définition 13.2 (Limite). f: ACE - F.we A, £ € F. On dit que { est une limite de
f en w lorsque :

Ve>0,3dn>0,Vre A, dz,w) <n=0(f(z),f) <e.

Proposition 13.3. f: ACE - F.w¢c A, { € F. S’ équivalent :
(i) £ est une limite de f en w.

.o N
Proposition 13.4. f: ACE — F.w € A. Si f posséde une limite { en w, alors celle-ci
est unique. On note alors :
lim f = ¢.
w

Proposition 13.5. f: ACE — F. w e A. Silim, f existe, alors lim,, f € f(A).

Proposition 13.6. f: ACE -+ F. BC A, w € B. Silim,, f existe, alors lim,, fip existe
et :

Proposition 13.7. f: ACE - F,g: BCF — G, avec f(A) C B. w € A. On suppose
que f admet une limite en w, et on note £ = lim,, f. On suppose de plus que g admet une
limite en £ (cela a un sens car £ € f(A) C B). Alors :

hgjn (gof) = hﬁng.
Proposition 13.8. f: ACE - F.wc A, £ € F. Alors { est limite de f en w ssi

YV e V), IW € V(w), FIWNA) C V.

o7



CHAPITRE 13. CONTINUITE

II Continuité en un point

Définition 13.9 (Continuité en un point). f: E — F, w € E. On dit que f est continue
en w lorsque lim,, f existe.
Proposition 13.10. f: EF — F, w € E. S’équivalent :

(i) f est continue en w.

(ii) Ve >0, 3In >0, Vx € E, d(z,w) <n =0 (f(x), f(w)) <e.

N
(iii) Yu € EV, unmwzf(un) mf(w).

(iv) YW € V(f(w)), IW € V(w), f(W) C V.
(v) YW eV (fWw)), f71(V) € V(w).

Définition 13.11 (Frontiere). A C E. On appelle frontiere de A ’ensemble :

Proposition 13.12. A C E.
(i) Fr(A) ={w e E, Ve > 0, By(w,e) N A # & et B,(w,e)N(E\A) # o}.
(ii) Fr(A) = AN (E\A).
(iii) Fr(E\A) = Fr(A).
(iv) Fr(A) est un fermé.
Exemple 13.13. A C E. Alors l’ensemble des points de continuité de la fonction 14 :
E — R est E\ Fr(A).

Proposition 13.14. f: FE — F, g: F — G. w € E. Si f est continue en w et g est
continue en f(w), alors (go f) est continue en w.

Proposition 13.15. f: E - F. AC E, w € A. Si [ est continue en w, alors f|4 est
continue en w.

IIT Le miracle de la continuité

III.1 Caractérisation topologique de la continuité

Définition 13.16 (Continuité d'une fonction). f : E — F est dite continue si f est
continue en tout point de E. On notera C° (E, F) ’ensemble des fonctions continues de E
dans F.
Théoréeme 13.17. f: E — F. S’équivalent :

(i) f est continue.

(ii) Pour tout V ouvert de (F,d), f=5(V) est un ouvert de (E,d).

(iii) Pour toutY fermé de (F,6), f~1(Y) est un fermé de (E,d).
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I11.2 Fonctions lipschitziennes et holdériennes

Définition 13.18 (Fonction lipschitzienne). f : E — F. p € Ry. On dit que f est
p-lipschitzienne lorsque

V(w,y) € B2, & (f(x), f(y)) < p-d(z,y).
Définition 13.19 (Fonction contractante). f : E — F. On dit que f est contractante
lorsqu’il existe p € [0,1] t.q. f est p-lipschitzienne.
Proposition 13.20. Toute fonction lipschitzienne est continue.
Définition 13.21 (Fonction holdérienne). f : £ — F. r € R%. On dit que f est r-
holdérienne lorsque

IM € Ry, Y(z,y) € B, §(f(2), f(y)) < M (d(z,y))".

Proposition 13.22. Toute fonction héildérienne est continue.

I11.3 Distance a une partie
Définition 13.23 (Distance a une partie). x € E. A C E, A # @. On définit :
d(xz,A) = ;gg d(x,a).

EF—R
Proposition 13.24. A C E, A # @. La fonction D 4 : est 1-lipschitzienne
x+— d(z, A)

donc continue.
Démonstration. Soit (z,y) € E2. Ecrire
Vae A, Da(z) < d(z,0) < d(z,y) + d(y,a).

En passant a I'inf, en déduire Dy(x) < d(z,y) + Da(y), i.e. Da(z) — Da(y) < d(z,y).
En permutant z et y, obtenir — (Da(z) — Da(y)) < d(z,y), d’ou |Da(z) — Da(y)| <
d(z, y)- O
Vocabulaire 13.25. © € E. A C E, A # &. On dit que d(x, A) est réalisée lorsqu’il
existe a € A t.q. d(z,a) = d(x, A).
Proposition 13.26. A C E, A non fermé. Alors il existe x € E t.q. d(x,A) n'est pas
réalisée.
Proposition 13.27. 4 un sous-espace vectoriel fermé de U. Alors (i) ou (ii) est vraie :

(i) Vo € B\YU, d(z, ) est réalisée.

(i) Yo € B\YU, d (z,Y) n'est pas réalisée.
De plus, (i) et (ii) sont effectifs.
Proposition 13.28. A C E, A # @. Pour r > 0, on pose :

A(r)={z € E, d(z,A) <r}.

Alors :
A(r) = U Bo(a,r).

acA
Application 13.29. A, B C E. On suppose que A et B sont fermés et que AN B = &.
Alors il existe U et V owverts t.q ACU, BCV etUNV =2.

Démonstration. On définit: U = {x € E, d(z,A) < d(z,B)},puisV ={x € E, d(z,B) < d(x,A)}.
Vérifier que U et V' conviennent. ]
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IV  Qu’est-ce qu’une propriété topologique ?

Définition 13.30 (Topologie d'un espace). La topologie de [’espace métrique (E,d) est
lensemble des ouverts de (E,d).

Vocabulaire 13.31 (Propriété purement topologique). Une propriété P d’un espace mé-
trique (E,d) est dite purement topologique si, pour toutes distances dy et dy définissant
la méme topologie sur E, (E,dy) vérifie P ssi (E,ds) vérifie P.

Lemme 13.32. u ¢ EN, ¢ € E. Alors u, — £ ssi pour tout Q ouvert de (E,d)

n—-+oo
contenant £, IAng € N, Yn = ng, u, € €.

Exemple 13.33. ACE,uc EN, (€ E, f:E—F.
(i) La propriété “A est un ouvert de (E,d)” est purement topologique.
(ii) La propriété “A est un fermé de (E,d)” est purement topologique.

(iii) La propriété “u, —— €7 est purement topologique.
n—+o0o

(iv) La propriété “f est continue” est purement topologique.
(v) La propriété “A est une partie bornée de (E,d)” n'est pas purement topologique.
Définition 13.34 (Homéomorphisme). On appelle homéomorphisme de (E,d) sur (F,J)

toute bijection f: E — F t.q. f est continue et f~1 est continue. On dit alors que E et F
sont homéomorphes, et on note E ~ F'.

Proposition 13.35. ~ est une relation d’équivalence entre les espaces métriques.

Proposition 13.36. f: E — F un homéomorphisme. Alors :

Vu € EN, V0 € B, u,, ——— £ <= f (up) — f(£).
n—+0o00 n—-+00

Proposition 13.37. f: E — F une bijection. S’équivalent :

(i) f est un homéomorphisme.

(ii) YV € P(E), V est un owvert de (E,d) <= f(V') est un ouvert de (F,J).
(iii) YY € P(E), Y est un fermé de (E,d) <= f(Y) est un fermé de (F,?).

Exemple 13.38. U n’est homéomorphe a aucune partie de R.

Démonstration. Soit par ’absurde A C R, ¢ : U - A un homéomorphisme. En notant
f:iteR— (e“) € R, montrer que f est continue et que A = f ([0, 27]), et en déduire
que A est un segment. Considérer alors l'application g : z € U+ —z € U : g n’admet
aucun point fixe, et pourtant (cp ogo 90*1) est une fonction continue d’un segment sur
lui-méme donc admet un point fixe. En déduire une contradiction. O

Exemple 13.39. Pour tout zp € U, U\ {20} est homéomorphe a R.

V Espace produit

Proposition 13.40. d;,dy deux distances sur un ensemble E. Pouri € [1,2], on note T;
la topologie de (E,d;) (i.e. l’ensemble des ouverts de (E,d;)), et C; = {(u,ﬂ) € EN x E, u, — { au sens
n o

Alors :
Ti =T < C1 =Cs.
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Définition 13.41 (Distance compatible avec un produit). (Eq,dy),...,(Es,ds) s espaces
métriques. Une distance d sur E1 X --- X Ey est dite (di, . ..,ds)-compatible lorsque, pour
toute suite u € (Fy X «-- X ES)N, et pour tout £ € F4 X --- X Eg on a :

up, — £ au sens de d <= Vi € [1,s], un, —T> Y; au sens de d;
n—-—+0o00

n——+o0o
Proposition 13.42. (Ej,dy),...,(Es,ds) s espaces métriques. Alors il existe des dis-
tances (dy, . .., ds)-compatibles.
Proposition 13.43. (Ei,dy),...,(Es,ds) s espaces métriques. On munit E = Ep X -+ - X

E; d’une distance (dy, ..., ds)-compatible.
(i) Pouri € [1,s], la fonction

T
Tr+—Z;
est continue.
(ii) Pour i€ [1,s] et a € E, la fonction
Sia:
XT; — (al, NN ¢ FH P 70 ¢ VT P ,as)

est continue.

Proposition 13.44. (E,d) un espace métriqgue. On munit E x E d’une distance (d,d)-
compatible. Alors Uapplication d : E x E — Ry est continue.

Proposition 13.45. (X,0) un espace métrique. (E1,dy),...,(Es,ds) s espaces métriques.
On munit E = Fy X --- X Ey d’une distance (di,...,ds)-compatible. Pour i € [1,s], soit
fi : X — E;, puis soit
X —F
. l’f—>(f1($),,fs($))

Alors f est continue ssi pour tout i € [1,s], fi est continue.

Définition 13.46 (Fonction séparément continue). (X,0) un espace métrique. (E1,dy), ..., (Es,ds)
s espaces métriques. On munit E = E1 X -+ X Eg d’une distance (di,...,ds)-compatible.
On considére f: E— X. Pouri € [1,s] et a € E, on définit :

fi,a = f O Si.a,

ou 8; 4 est définie dans la proposition 13.43. On dit que f est séparément continue lorsque
pour tout i € [1,s] et pour tout a € E, f;, est continue.

Proposition 13.47. Toute fonction continue est séparément continue.
Proposition 13.48. [l existe des fonctions séparément continues mais pas continues.

Démonstration. Montrer que la fonction suivante est séparément continue mais pas

continue :
Ty

fi(l‘,y)ER2+—>{82+y2 si (2,) # (0,0)

si (z,y) = (0,

61



CHAPITRE 13. CONTINUITE

VI Génie fonctionnel

Notation 13.49. Dans ce chapitre, on notera K =R ou C.

Proposition 13.50. Les fonctions ||| : 0 — Ry, +: 0% - Vet - : Kx VY — UV sont
continues.

Corollaire 13.51. La fonction x : K> — K est continue.
Proposition 13.52.

(i) CY(E, D) est un sous-espace vectoriel de TF.

(i) C°(E,K) est une sous-algébre de K (i.e. c’est un sous-espace vectoriel de KE stable
par X et contenant 1).

Proposition 13.53. On note B (K", K) l'ensemble des fonctions polynomiales de K"
dans K (autrement dit, B (K", K) est le sous-espace vectoriel de K& engendré par les
(1, 2n) € K" — T[4 25, 0t (aq,...,an) € N"). Alors :

P (K", K) c ¢° (K", K).

Remarque 13.54. Les résultats précédents peuvent étre écrits en utilisant la continuité
en un point.

VII Continuité dans un espace induit

Proposition 13.55. f: E — F, X C E. 5i f est continue en tout point de X, alors f|x
est continue.

Vocabulaire 13.56 (Recouvrement ouvert). On appelle recouvrement ouvert de (E,d)
toute famille (€2;),c; d’ouverts de (E,d) t.q.

Uai=kE.
el
Proposition 13.57. (£2;),.; un recouvrement ouwvert de (E,d). f : E — F. S’équivalent :
(i) f est continue.
(ii) Vi € I, flo, est continue.

Proposition 13.58. (Fi,...,F),) un p-uplet de fermés de (E,d) t.q. E = Fy U---UF,.
f+ E— F. Séquivalent :

(i) f est continue.

(ii) Vi € [1,p], fir est continue.

VIII Prolongements en tous genres

Proposition 13.59. f: AC E — F, w € A\A. S’équivalent :

(i) lim,, f existe.

(ii) Il existe une unique fonction f: AU{w} — F t.q. ﬁA = f et f est continue en w.
On dit alors que f est le prolongement par continuité de f en w.

Proposition 13.60. (f,g) € (C° (E,F))Q. ACE. Alors :

(Vz e A, f(zx)=g(x)) = (V:U €A, f(z)= g(:v)) )
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Compacité

Notation 14.1. Dans tout le chapitre, (E,d) et (F,d) sont des espaces métriques, et
(3, ||]|) est un espace normé.

I Valeurs d’adhérence

Proposition 14.2 (Valeur d’adhérence). u € EN. On appelle valeur d’adhérence de u

tout X € E tel qu’il existe une extractrice ¢ telle que ugyp,) ———— X. On notera A(u)
n—+oo

l’ensemble des valeurs d’adhérence de u.

Proposition 14.3. uc EN, ( ¢ E. Siu, — ¢, alors A(u) = {£}.
n—-+00

Lemme 14.4. v € EV.
A(w) = () Ttnsps p € NF.

neN
Proposition 14.5. u € EN. Alors A(u) est un fermé.
Lemme 14.6. Si Y est un fermé non vide et majoré de R, alors supY €Y.

Proposition 14.7. u € RY. Siu est bornée, alors A(u) est non vide, fermé et borné. Donc
A(u) posséde un plus petit élément et un plus grand élément, que 'on note respectivement
limu et limw.

II Compacité

Définition 14.8 (Espace métrique compact). On dit que [’espace métrique (E,d) est
compact lorsque :
Vu € BN, A(u) # @.

Exemple 14.9. Tout espace métrique fini est compact.

Proposition 14.10. La compacité est une propriété purement topologique. Supposons
en effet que (E,d) et (F,0) sont homéomorphes. Alors (E,d) est compact ssi (F,§) est
compact.

Définition 14.11 (Partie compacte d’un espace métrique). X C E. On dit que X est
une partie compacte de (E,d) lorsque l’espace métrique (X, d|X2> est compact.
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Proposition 14.12. X C E. S’équivalent :

(i) X est une partie compacte de E.
(ii) Vue XN A(u)N X # 2.

Proposition 14.13. @ est compact.
Proposition 14.14. Toute réunion finie de parties compactes est compacte.
Proposition 14.15. Tout produit fini d’espaces compacts est compact.

Exemple 14.16. u € EN t.q. u, — te E. Soit K = {up, n € N}U{{l}. Alors K est
n (e.9)

une partie compacte de E.

IITI Compacts et fermés bornés

Proposition 14.17. Toute partie compacte d’un espace métrique est fermée et bornée.

Théoréme 14.18. K =R ou C. On munit K" de ||-||,,. Alors les compacts de (K", ||-|| )
sont les fermés bornés de (K™, |-||..)-

Proposition 14.19. On suppose que (E,d) est un espace métrique compact. Alors les
parties compactes de (E,d) sont les fermés de (E,d).

IV Image continue d’un compact

Théoréme 14.20. On suppose que (E,d) est compact. Si f : E — F est continue, alors
f(E) est une partie compacte de (F\, ).

Corollaire 14.21. K une partie compacte de (E,d) (qui est un espace métrique quel-
conque). Si f : E — F est continue, alors f(K) est une partie compacte de (F,0).

Théoréme 14.22. K une partie compacte non vide de (E,d). On munit R de la distance
usuelle. Si f : E — R est continue, alors fix est bornée et atleint ses bornes.

Définition 14.23 (Diametre). X C E, X # &. On définit :

diam X = sup d(a,b) € Ry.
(a,b)eX?

Proposition 14.24. X C E, X # @. Alors :
(i) X est borné ssi diam X < +oo.

(ii) Si X est compact, alors diam X est atteint.

Proposition 14.25. K une partie compacte non vide de (E,d). Alors :
Vee E, 3k € K, d(x,k) = d(z, K).

Proposition 14.26. Ki,..., K, des parties compactes de (D, ||-||). Alors Ki + --- + K,
est une partie compacte de (53, ||-||).

Démonstration. Considérer ¢ : (x1,...,25) € K1 X+ xKg — 21+ +xs. K1 X+ x K
est compact (comme produit de compacts) et ¢ est continue, donc Kj + --- + K
¢ (K7 x -+ x K) est compact.

Ol
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V Théoréme de Heine

Définition 14.27 (Uniforme continuité). Une fonction f : E — F est dite uniformément
continue lorsque :

Ve >0, I >0, Y(z,y) € E?, d(z,y) <n=105(f(z), fy)) <.
Proposition 14.28. Toute fonction uniformément continue est continue.

Théoréme 14.29 (Théoréeme de Heine). On suppose que (E,d) est compact. Soit f : E —
F. Alors f est continue ssi f est uniformément continue.

Démonstration. (<) Voir proposition 14.28. (=) Par contraposée : on suppose que f
n’est pas uniformément continue. Alors il existe g9 > 0 t.q. Vi > 0, 3 (z,y) € E?, d(x,y) <
n et §(f(x), f(y)) > 0. Pour n € N*, on pose (z,,y,) € E? t.q.

d(xnvyn) < et d (f (xn) ’ f (yn)) > €0

SN

E étant supposé compact, il existe ¢ extractrice et A € E t.q. T,y ——— A. Montrer
n—-+o00

alors Y, () = A. Si f était continue, on aurait f (m@(n)) m fA\) et f (yw(n)> —

f(A),donc (f <x¢(n)) f (yw(n)» — 0, ce qui est impossible car Vn € N, § (f (%:(n)) f (y¢(n))) >

n—-4o0o

0. O

Application 14.30. f € C°([a,b],R). ¢ > 0.
(i) 1l existe ¢ : [a,b] = R en escaliers t.q. ||f — ¢l <e.
(ii) Il existe v : [a,b] — R affine par morceauz et C° t.q. |f — || <e.

VI Suites admettant une unique valeur d’adhérence

Théoréme 14.31. On suppose que (E,d) est compact. uw € EN. Si u posséde une unique
valeur d’adhérence, alors u converge.

Démonstration. On écrit A(u) = {A}. Supposer par ’absurde que u ne converge pas
vers A. Il existe alors ¢ > 0 t.q. A = {n € N, d(up,\) > o} est infini. Soit alors ¢ :

N — A une extraction. Extraire de (u une sous-suite convergente et en déduire une

¢(n)
contradiction. O

Proposition 14.32. K une partie compacte non vide de (E,d). On suppose que :
Ywe E, ke K, dw, k) =dw, K).
On définit alors w: E — K par :
Vwe E, d(w,m(w)) =d(w, K).

Alors m est continue.
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Démonstration. Soit w € E. Montrons que 7 est continue en w. Soit donc u € EN

t.q. Up 4+> w. Soit alors A € A (w(u)) et ¢ une extractrice associée. Montrons que
n—-+0o0

A=7(w). On a:

(oo™ () ) e (@)
donc d (uw(n), K) =d (uwn), 0 (uwn))) — d(w, A).
Or par continuité de z — d(z, K), on a :

d (uw(n),K) — d(w, K).

n—-+o0o

Donc d(w, A) = d(w, K), donc A = 7(w). Ainsi @ C A (7(u)) C {m(w)}, donc A (7(u)) =
{m(w)}, donc par le théoreme 14.31, 7 (uy,) — m(w) et 7 est continue en w. O

Exemple 14.33. (U, (- | -)) un espace euclidien. K une partie convere compacte non vide
de Q. Alors :
Vw e Y, ke K, dw, k) =d(w, K).

VII Compacts, bijections continues et homéomorphismes

Théoréme 14.34. On suppose que (E,d) est compact. Si f : E — F est une bijection
continue, alors f est un homéomorphisme.

Démonstration. II suffit de montrer que f~! est continue. Pour cela, soit Y un fermé de
(E,d). Montrons que (f_l)_1 (Y) est un fermé de (F,¢). Comme E est compact, Y est
compact (d’aprés la proposition 14.19). Donc (f_l)f1 (Y) = f(Y) est compact (d’apres le
corollaire 14.21), donc fermé. ]

VIII Intersections décroissantes de fermés

Théoréme 14.35. On suppose que (E,d) est compact. Soit T € P(E)N t.q.
(i) Vn € N, Ty, est fermé.
(ii) Vn e N, I, # @.
(iii) Vn € N, Tpyq C .
Alors :
()T # 2.

neN
Démonstration. Pour n € N, on pose u, € I';,. Montrer que @ C A(u) C N,enn. O

IX Propriété de Borel-Lebesgue

Définition 14.36 (Propriété de Borel-Lebesgue). On dit que ’espace métrique (E,d)
vérifie la propriété de Borel-Lebesgue lorsque, pour tout recouvrement ouvert (§);),.; de

(E,d), il existe J € Py(I) tel que :
E=J9;.

jeJ
En d’autres termes, (E,d) vérifie la propriété de Borel-Lebesgue si de tout recouvrement
ouwvert de (E,d) on peut extraire un sous-recouvrement fini.
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Lemme 14.37. On suppose que (E,d) est compact. Alors :

Ve>0,dneN, I(wi,...,w,) € E", E= UBO(L«)Z',E).
i=1

Démonstration. Raisonner par l'absurde et supposer qu’il existe ¢ > 0 t.q. Vn €
N, V(wi,...,w,) € E", E 2 U™, B, (w;,¢). Construire alors u € EN t.q.

V(m,n) € N%, m #n = d (um, un) > €.
Extraire de u une sous-suite convergente et aboutir a une contradiction. O

Corollaire 14.38. Si (E,d) est compact, alors (E,d) est séparable.

Démonstration. Pour n € N*, poser (acg”), e ,xg:)) € B t.q.

b= () (o4 1).

k=1

Poser ensuite :

D= {a{", ke,sl}.

neN*

D est clairement dénombrable ; montrer que D = E. O

Lemme 14.39. On suppose que (E,d) est compact. Soit (§3;);c; un recouvrement ouvert
de (E,d). Alors :
dp>0,Vee K, Jiel, B,(z,p) C Q.

Démonstration. Raisonner par I'absurde et construire z € ENY t.q.

1
VneN*, Viel, B, (xn n) 7 Q.

Extraire de x une sous-suite convergente et aboutir a une contradiction. O
Théoréeme 14.40. S’équivalent :
(i) (E,d) est compact.
(ii) (E,d) vérifie la propriété de Borel-Lebesgue.
Démonstration. (i) = (ii) Lemmes 14.37 et 14.39. (ii) = (i) Pour u € EN, écrire A(u) =
Nnen Va, avee Vi, = {upnyp, p € N}. Si A(u) = 2, alors (E\vn) . est un recouvrement
n

ouvert, donc 3J € P¢(N), N, V; = @. En déduire que In € N, V,, = @ (en utilisant :
Yn € N, V;, D Vj,41). Absurde. O

Corollaire 14.41. On suppose que (E,d) est compact. Si (I';);; est une famille de fermés
de (E,d) t.q. ier I'i = @, alors il existe J € P(I) t.q.

(]I}‘ZZQ.

jeJ
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e 1

Topologie d'un Espace Normé

Notation 15.1. Dans tout le chapitre, (E, ||| g), (F,||-|p) et (G, ||-||o) sont des K-espaces
vectoriels normés, avec K =R ou C.

I Applications linéaires continues

I.1 Généralités
Notation 15.2. On notera :

Lo(BE,F)=L(E,F)nC%E,F).
Proposition 15.3. L¢(E, F) est un sous-espace vectoriel de L(E, F).

Proposition 15.4. f € L(E, F). S’équivalent :

(i) f est continue.

(ii) f est continue en 0.

(i) 34 € R, Vo € E, /@)l < Allollg.

(iv) Il existe U ouvert non vide de E tel que f (U) est borné.
Démonstration. (i) = (ii) Clair. (ii) = (iii) Si f est continue en 0, alors il existe
n>0tqg Ve ek |z, <n = |f(z)|p <1 En déduire que Vz € E, ||f(z)||p <
% |z|| 5. (iii) = (i) f est A-lipschitzienne donc continue. (iii) = (iv) Clair. (iv) = (iii) Par
contraposée : on suppose VA € R, 3z € E, ||f(z)||z > A||lz|| 5. Soit alors U« un ouvert non
vide de E. Soit w € U et r > 0 t.q. B, (w,2r) CU. Pour M € Ry, soit A = w, soit
u € Etq. | f(u)]z> Allullg. Montrer alors que || f (z)|p > M, avec z = w + rm eu.
Donc f (U) n’est pas borné. O

I.2 Norme d’opérateur

Définition 15.5 (|||-||). Pour f € Lc(E, F), on pose :

flx
el = sup MNe
wem\foy [7lg

Lemme 15.6.
Ve Le(E,F), |Ifll = sup 1f (@)l

x
|zl z=1
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Proposition 15.7. |||-|| est une norme sur L¢(E, F), dite norme d’opérateur subordonnée
allllp et [I-lp-

Proposition 15.8. f € Lc(E, F). Alors :

Ve € B, (|f@) |l <A [l g -

Lemme 15.9. f € L¢(E,F). Soit A € Ry tq. Vo € E, ||[f(z)||p < Allz|g. Alors
IfIll < A.

Proposition 15.10. f € Lo(E,F), g € Lo(F,G). Alors (go f) € Le(E,G) et :
llg o £l < gl - LA

1.3 Exemples

Exemple 15.11. On pose /! (N) = {u e CN, S u, converge absolument} et £ (N) =

{u € CN, u est bornée}. On munit ¢* (N) de ||-||; et £ (N) de |-||.. Pour a € £ (N), on
pose :

@a:ueﬂl(N)HZanuneC

n=0
Alors Uapplication a € £°° (N) — ¢, € Le (¢* (N),C) est linéaire, bijective et continue et
Va € £ (N), [lall,, = lleall-

Exemple 15.12. On se place dans E = C° ([0,1],R), muni de ||-||,. Pour g € E, on pose :

1
wg:feE|—>/0 fg eR.

Alors Uapplication g € E — 1y € Lc (E,R) est linéaire, injective et continue (avec E
muni de |-|| et Lc (E,R) muni de la norme d’opérateur subordonnée a |-||; et |-|) et

Vg e B, |9lloe = llvglll-

IT Comparaison de normes

Notation 15.13. 9t une norme sur E. On notera :
(i) B(E,M) ={X C E, X est bornée au sens de (E,MN)}.

(ii) €Yo (E, M) = {u € EN, u, ——— 0 au sens de (E,‘ﬁ)}
n——+00

(iii) €V (E,N) = {(u,ﬁ) € EN x E, u,, —— { au sens de (E,’ﬁ)}

n——+oo
(iv) T(E,M) ={Q C E, Q est un ouvert de (E,MN)}.
Proposition 15.14. 9 et Ny deuz normes sur E. S’équivalent :
(i) 3JA e R%, Vo € E, Na(x) < ANy (z).
(i) B (E,7) C B (E,N9).
(iii) €Yy (E,M) C €Yy (E,Ny).
) €U (E,M) C U (E,Ny).
(v) T(E,MN2) C T(E,M).

(iv
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On dit alors que Ny est plus fine que Ns.

Démonstration. (i) < (v) Raisonner par équivalences :

T(E,MNy) CT(E,MN) < idg: (E,M) — (E,M2) est continue
= JAc R, Vz € E, Na(x) < ANy (2).

O

Exemple 15.15. On se place dans C° ([0,1],R). Alors |||, est plus fine que ||, qui est
plus fine que |1
Vocabulaire 15.16 (Normes équivalentes). Deux normes My et Ny sur E sont dites
équivalentes lorsque chacune est plus fine que ’autre. On note alors Iy ~ No.
Proposition 15.17. E un K-espace vectoriel. My et Mo deuxr normes sur E. S’équivalent :
(i) 9y ~ Na.
(ii) 3(4,B) € (R%)?, Vo € B, AN (z) < Ma(x) < BN (2).
(E,9) =B (E,MNy).
0 (E,9) = €Yy (E,Ny).
(E,7) = ¢V (E,Ny).
T(E,My) =F(E,M).

)
(iii) B
(iv) €U
(v) €0
(v)

IIT Equivalence des normes en dimension finie

III.1 Théoreme d’équivalence des normes en dimension finie
Proposition 15.18. ~ est une relation d’équivalence sur l’ensemble des normes sur E.

Lemme 15.19. Soit M une norme sur K¢, soit No : x € K% — maxigi<qd |i|. Alors :
N ~ Neo.

Démonstration. Premiére étape. No, est plus fine que . Soit en effet (e1,...,eq) la
base canonique de K?. Alors :

d d
vz e K¢ 0 (Z xzez> < Z |zi] M (e;) < (Z‘ﬁ(eﬁ) Noo ().
i=1 i=1

Deuziéeme étape. N est plus fine que No. Pour le montrer, on voudrait trouver un B €
R* t.q. Vo € K% No(z) < BN(z); il suffit en fait d’avoir Vo € S, Noo(z) < BN(z),
avec S = {1‘ € K% N(z) = 1}. Or, en vertu du théoréeme 14.18, S est un compact de

(Kd,Noo). Mais Papplication 9 : K¢ — R, est continue au sens de (Kd,Noo) car elle
est lipschitzienne d’aprés la premiere étape. Ainsi, g admet un minimum (d’apres le
théoreme 14.22). Soit zp € S t.q. M (z¢) = mingesN(x). On a xg # 0 (car zp € S) donc
MN(xg) > 0. On a alors Vo € S, Noo(x) < %‘ﬁ(:p) On en déduit :

Ve € K%, Nuo(z) <
Conclusion. M ~ No. O
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Lemme 15.20. Soit My et Ny deuz normes sur K. Alors :
N1 ~ No.

Théoréme 15.21 (Théoréme d’équivalence des normes en dimension finie). On suppose
que E est de dimension finie. Soit M1 et No deux normes sur E. Alors :

Iy ~ Na.

Démonstration. On note d = dim E. Construire un isomorphisme d’espaces vectoriels
d: K? — E. Alors 911 o @ et My o & sont des normes sur K¢, donc selon le lemme 15.20,
M1 0od ~ Ny o P. Donc il existe (A, B) € (Ri)Q t.q.

Vy e K% AMo®) (y) < (M0 @) (y) < B(Mio®)(y).
Par bijectivité de @ : Vo € E, ANy (x) < No(x) < BNy (). O

Remarque 15.22. Dans un espace vectoriel de dimension finie, on peut ne pas préciser
la norme utilisée, car toutes les normes sont équivalentes.

II1.2 Applications générales

Théoréme 15.23. (E,Ng) et (F,Np) deux espaces normés. On suppose que E est de
dimension finie. Alors :
L(E,F)=Lc(E,F).

Démonstration. Soit f € L(E, F'). On pose :
viz € Er— Ng(x)+Nr (f(z)).

Alors v est une norme sur F, qui est de dimension finie, donc d’apres le théoréme 15.21,
v ~ Ng. En particulier, il existe A € R% (et on peut supposer A > 1) t.q. Vo € E, v (z) <
ANg(z). Autrement dit :

Ve e E, Mp (f(x)) < (A—1)Ng(z).
Donc f € Lc (E,F). O

Corollaire 15.24. (E,Mg) et (F,Np) deux espaces normés de dimension finie. Si ¢ :
E — F est un isomorphisme d’espaces vectoriels, alors ¢ est un homéomorphisme.

Théoréme 15.25. (E,M) un espace normé de dimension finie. Alors les compacts de
(E,M) sont les fermés bornés de (E,N).

Démonstration. Se transporter dans (K¢, Mo ®), ot d = dim E, et ® : K¢ — E est un
isomorphisme d’espaces vectoriels. Utiliser alors le théoreme 14.18 et le théoreme 15.21. [

Corollaire 15.26. (E,M) un espace normé de dimension finie. Alors toute suite bornée
a valeurs dans E admet une valeur d’adhérence au sens de (E,N).
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II1.3 Espaces complets

Définition 15.27 (Suite de Cauchy). (FE,d) un espace métrique. u € EN. On dit que u
est de Cauchy lorsque :

Ve>0,3IN €N, Vp>N,Vg=> N, d(up,uy) <e.
Proposition 15.28. Toute suite convergente est de Cauchy.

Définition 15.29 (Espace complet). On dit qu’un espace métrique (E,d) est complet
lorsque toute suite de Cauchy de (E,d) converge au sens de (E,d).

Vocabulaire 15.30 (Espace de Banach). Un espace normé complet est dit de Banach.
Théoréme 15.31. Tout espace normé de dimension finie est de Banach.

Démonstration. Soit (E,) un espace normé de dimension finie, soit u € EN. On sup-
pose que u est de Cauchy. Montrer d’abord que u est bornée. 1l existe donc R > 0 t.q.
ve KN, ou K = Bs(0, R). Or, d’apres le théoréme 15.25, K est compact. Donc A(u) # @.
Montrer que A(u) est un singleton et en déduire avec le théoreme 14.31 que u converge. []

III.4 Sous-espaces vectoriels de dimension finie

Proposition 15.32. (E,N) un espace normé. F' un sous-espace vectoriel de E de dimen-
sion finie. Alors F' est un fermé de (E, ).

Démonstration. Soit v € FN t.q. u, 4+> { € E. On se place dans (F, ‘ﬁ|p). Alors u
—r+00

n

est bornée, donc d’apres le corollaire 15.26, il existe ¢ extraction et w € F' t.q. ug () ———

® n—-+00

w au sens de (F,‘.qu), donc au sens de (E,M). Or u —T {,doncf=weF. O

»(n)
Proposition 15.33. (E,MN) un espace normé. F un sous-espace vectoriel de E de dimen-
sion finie. Alors pour tout a € E, la distance d(a, F') est réalisée.

Démonstration. Soit a € E. Poser z € FIN) t.q. ¥n € N*, d(a, F) < N(a—z,) <
d(a, F)+ % Montrer que z est bornée, et en déduire avec le corollaire 15.26 qu’il existe ¢
O

extraction et w € F' t.q. T,(,) ——— w. Montrer alors que N (a — w) = d(a, F).
n—+o0

IV Représentations analytiques

Proposition 15.34. E un K-espace vectoriel de dimension n, B une base de E. Pour
z € E, on note Mp(x) € My, 1 (K) la matrice de x dans la base B. Alors en identifiant
M, 1 (K) a K", Uapplication Mp : E — K" est un homéomorphisme.

Définition 15.35 (Représentation analytique). E et F' deux K-espaces vectoriels de di-
mensions respectives p et n et de bases respectives B et Bp. f : Q C E — F. On note
Q= Mg, (2) C KP. On appelle représentation analytique de f dans les bases Bg et Br
la fonction

FroeQr Ma, (f ((Ms,) ™ (2))) €K™

On a le diagramme commutatif suivant :
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Q / o
MBEl lMBF
Q 7 K"

Définition 15.36 (Fonction polynomiale KP — K™). On dit qu’une fonction f : KP — K"
est polynomiale lorsque chacune de ses coordonnées est polynomiale.

Définition 15.37 (Fonction polynomiale £ — F). E et F' deuz K-espaces vectoriels de
dimension finie. f : Q C E — F. S’¢équivalent :

(i) f posséde une représentation analytique polynomiale.

(ii) Toutes les représentations analytiques de f sont polynomiales.
Si tel est le cas, on dit que f est polynomiale.

Proposition 15.38. F et I' deuxr K-espaces vectoriels de dimension finie. Toute fonction
polynomiale f : Q C E — F est continue.

Corollaire 15.39. E un K-espace vectoriel de dimension finie. Alors la fonction det :
L(E) — K est polynomiale donc continue.

Corollaire 15.40. E un K-espace vectoriel de dimension finie. Alors GL(E) est un ouvert
de L(E) (au sens de l'unique topologie d’espace normé de L(E)).

Définition 15.41 (Variété algébrique). E un K-espace vectoriel. V- C E. On dit que V
est une variété algébrique de E lorsqu’il existe P : E — K" polynomiale t.q.

V=P ({0}).

V Exemples

Exemple 15.42. On se place dans R[X]. On pose, pour r € R* :

N, : P € R[X]| — sup |P(z)].

lz|<r
Alors (M), cp+ est une famille non dénombrable de normes deux d deux non équivalentes.
+

Démonstration. On fixe r € R’ . On considere, pour a € R, I'application linéaire d, :
P € R[X] — P(a) € R. Montrer que ¢, est continue au sens de (R[X],N,) ssi |a|] < 7.
Ainsi, i 0 < r < 7/, 0,» est continue au sens de (R[X],N,+) mais pas au sens de (R[X],N,).
Donc 91, & N,. O
Exemple 15.43. Soit P € R[X]Y t.q.

(i) Yn e N, P,(—1) =1,

(ii) Yn € N, Vz € [0,1], |Py(z)| <

Alors deg P, ——— +00.
n—-+00

_1
n+1l-
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Démonstration. On suppose par 'absurde que deg P, ne tend pas vers 4+oo. Alors il
existe  extraction t.q. (deg P - est majorée par d € N. Pour n € N, on pose
n

Qn = Py(n)- Alors Q € Rg[X]Y. On munit Ry[X] de la norme

N: H e Ry[X] — sup|H]|.
[0,1]

On a alors @y, = 0. Or l'application § : P € Ry[X] —— P(—1) est linéaire donc
n—-+0oo

d’apres le théoreme 15.23, comme Ry[X] est de dimension finie, elle est continue au sens
de (Ry4[X], 7). En particulier 1 = Q,(—1) = 0 (Qn) — 9(0) = 0. C’est absurde. [
n—-+00

Exemple 15.44. On pose :
Q= {P e Ry[X|\Ry_1[X], P est scindé a racines simples sur R} .
Alors Q est un ouvert de Ry[X] (au sens de l'unique topologie d’espace normé de Rq[X]).

Démonstration. Soit P = a]_[le (X —u;) € Q,avecu; < --- < uq. Construire (Tp, ..., Ty)

R t.q. Ty <up < Ty <up < -+ <ug < Ty Poser V ={Q € Ry[X], Vi € [1,d], Q (T;_1) Q (T}) < 0}.
Montrer que P € V C Q, et que V est un ouvert. Ainsi {2 est un voisinage de P ; donc 2

est un ouvert. ]

VI Séries dans un espace normé

VI.1 Généralités

Notation 15.45. Dans la suite du chapitre, (E,|-||), est un K-espace vectoriel normé,
avec K =R ou C.

Définition 15.46 (Série). u € EN. On appelle série de terme général u,, notée 3 un, la
suite (Sp)pen, avec Sp = Y p_guk. Sy est appelée somme partielle au rang n de la série
> Un. On dit que Y~ uy, converge lorsque (Sy), oy converge. Dans ce cas, on pose :

oo n

S = tim

n=0 k=0
Proposition 15.47. u € EN. §i Y u, converge, alors u, ——

0.
n—-+o0o

Vocabulaire 15.48. u € EN. Si u, ne tend pas vers 0, on dit que 3" u,, diverge grossie-
rement.

2
Proposition 15.49. (u,v) € (EN> , (o, B) € K2. Si Y uy, converge et S v, converge,

alors Y (auy, + Pu,) converge, et :
o0 o0 [o¢]
Z(aun—l—ﬁvn) :aZun—l—ﬁZvn.
n=0 n=0 n=0

Définition 15.50 (Absolue convergence). u € EN. On dit que Y u, est absolument
convergente lorsque Y. ||uy,|| converge.

Proposition 15.51. S’équivalent :
(i) E est de Banach, i.e. toute suite de Cauchy de E converge.
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(ii) Toute série absolument convergente de E est convergente.

Corollaire 15.52. On suppose E de dimension finie. Alors toute série absolument conver-
gente de E est convergente.

Démonstration. Tout espace normé de dimension finie est de Banach d’apres le théoréme
15.31. O

VI.2 Théoreme des approximations successives de Picard

Théoréme 15.53 (Théoréme des approximations successives de Picard). On suppose
E de dimension finie. Soit X un fermé non vide de E. Soit f : X — X wune fonction
contractante de rapport p € [0,1]. Pour a € X, on note & € X" une suite f-récurrente t.q.
agp = a. Alors :

(i) f admet un unique point fize w sur X.

(ii) Va € X, ap — w.
n—-+4o0o

)
(ili) Va € X, [jan —w| = O (p").
(iv) Ya € X, ¥n € N*, [lan — wl| < 125 an — dn-1]l.

Démonstration. (i) et (ii) Soit @ € X (car X # &). On a Vn € N*| ||dpy1 — @y =
Ilf (@n) — f (Gn-1)|| < p||én — @pn—1]| donc par récurrence immédiate :

s — anll = O (57).

Donc Y ||ant1 — apl| converge, donc par le corollaire 15.52, >~ (dn4+1 — Gy) converge, donc
a converge vers w € X (car X fermé). Montrer que f(w) = w (par continuité de f)
puis que w est 'unique point fixe de f (car f est contractante). (iii) Soit a € X. Ecrire

Vn € N*, ||a, —w|| = ||f (Gn-1) — f (W)|| < p|lGn-1 —wl|, et en déduire par récurrence
lan —w| = O(p"). (iv) Soit @ € X. Ecrire Vn € N*, ||a, —w| < pllan—1 —w| <
pllan = anll + pllan — . H

VII Théoréme de Riesz

Théoréme 15.54 (Théoreme de Riesz). S’équivalent :
(i) E est de dimension finie.
(i) Bf(0,1) est un compact de (E,||-||).

Démonstration. (i) = (ii) Voir théoreme 15.25. (ii) = (i) On suppose que Bf(0,1) est
un compact. Alors d’aprés le lemme 14.37, il existe (w1, ...,ws) € (B£(0,1))" t.q.

y 1
Bf(O, 1) C U By (wi, 2) .
1=1

On pose alors F' = Vect (wy, . ..,ws). Montrons E' = F. Pour n € N*, posons :

1
H(n) : Vx e E, 3z € F, ||z — 2| < on llz|| -

Montrer d’abord H(1) en normalisant z € E. Soit alors n € N* t.q. H(n) vraie. Soit
x € E. Par H(n), soit z1 € F t.q. [|[x — z1]| < 3 ||z, puis par H(1), soit 2o € F t.q.
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[(x — 21) — 22|| < 3|l — 21]|. Avec z = 21 + 23 € F, on a bien alors |z — z|| < Qn% IE4IB
donc H(n + 1) est vraie. En déduire :

ECF.
Or, d’apres la proposition 15.32, F = F. Il vient E = F, donc E est de dimension finie. []

Définition 15.55 (Espace métrique localement compact). (X,0) un espace métrique.
S’équivalent :

(i) Vw € X, IV € V(w), V est un compact de (X,9).
ii) Vw e X, Ir > 0, By(w,r) est un compact de (X,0).
!

Si tel est le cas, on dit que (X,0) est localement compact.

Théoréme 15.56. S’équivalent :
(i) E est de dimension finie.

(ii) E est localement compact.

Démonstration. C’est une conséquence du théoreme 15.54 et du fait que Yw € E, Vr >
0, Bf(w,r) ~ By(0,1). O
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Connexité

Notation 16.1. Dans tout le chapitre, (E,d) est un espace métrique, et (0, |-||) est un
espace normeé.

I Connexité par arcs

I.1  Généralités

Définition 16.2 (Chemin). (a,b) € E2. On appelle chemin joignant a & b dans E toute
application v € C° ([0,1], E) t.q. v(0) = a et y(1) = b.

Définition 16.3 (Espace métrique connexe par arcs). On dit que (F,d) est connexe par
arcs lorsque, pour tout (a,b) € E?, il existe un chemin joignant a a b dans E.

Définition 16.4 (Partie connexe par arcs d'un espace métrique). X C E. On dit que X
est connexe par arcs lorsque (X, d‘Xz) est un espace métrique connexre par arcs.

Proposition 16.5. Les parties connexes par arcs de R sont les intervalles.
Proposition 16.6. L’image continue d’un connexe par arcs est connexre par arcs.

Proposition 16.7. Dans un espace normé, tout convexe est connexe par arcs.

1.2 Composantes connexes par arcs

Définition 16.8 (Etre connectés). On définit une relation R sur E par xRy ssi il existe
un chemin joignant x a y dans E. On dit que x et y sont connectés dans E lorsque TRy.

Proposition 16.9. R est une relation d’équivalence sur E.

Définition 16.10 (Composantes connexes par arcs). Les composantes connexes par arcs
de E sont les classes d’équivalence de E pour R.

Proposition 16.11. E est connexe par arcs ssi E a une seule composante connexe par
arcs.

Proposition 16.12. Dans un espace normé, les composantes connexes par arcs d’un
ouvert sont des ouverts.
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II Connexité par arcs dans un espace normé

Proposition 16.13. On suppose que 2 < dimY < +oo. Soit D une partie dénombrable
de 0. Alors B\D est conneze par arcs.

Démonstration. Soit (a,b) € (V\D)?, a # b. Soit w €]a, b, soit ¢ € V\ Vect(a — b)
(car dim*¥ > 2). Pour s € R, on pose 7 : [0,1] — U continue et affine par morceaux de
subdivision adaptée (0, %, 1), avec :

75(0) = a, Vs (;) = w + s¢, vs(1) = b.

~s est un chemin joignant a & b dans 2. Vérifier alors que :
V(s1,52) € R?, 51 # 55 = 75, (10,1[) N7, (10, 1) = @.

On suppose par I'absurde que Vs € R, 74 (]0,1[) N D # &. Alors on peut construire une
injection ¢ : R — D définie par :

Vs € R, p(s) € vs(]0,1[) N D.

Donc R < D, ce qui est absurde. Donc il existe sg € R t.q. 75, ([0, 1]) C L\D, donc a et
b sont connectés dans U\ D. O

Proposition 16.14. On suppose que 2 < dimY < +oo0. Soit (w,r) € W x RY. Alors
S (w,r) est connexe par arcs.

Démonstration. Montrer d’abord que : V(w,r) € U x R, S(w,r) ~ §(0,1). 11 suffit
donc de montrer que S (0, 1) est connexe par arcs. Soit (a,b) € (S (0,1))%, a # b. Sia # —b,

poser :
(1—-t)a+tb

(1 —t)a + tb||
Alors «y est un chemin joignant a a b dans S(0,1). Si a = —b, soit ¢ € §(0,1) \{a, —a}.
Alors, d’apres 'étape précédente, a est connecté a ¢, et ¢ est connecté a b, donc a est
connecté a b. O

v:tel0,1] — € §(0,1).

Proposition 16.15. On suppose que 2 < dim*¥ < +oo. Soit (w,r) € U x R Alors
V\By (w,r) est connexe par arcs.

Démonstration. Il suffit de montrer que U\B; (0, 1) est connexe par arcs. Soit (a,b) €
(V\B; (0,1)), a # b. On pose ¢ = %a. Alors [a,c] € B\B#(0,1) donc a est connecté a
c dans U\By (0,1). De plus ¢ € S(0,/b]|]). Or S (0, ||b||) est connexe par arcs d’apres la
proposition 16.14, et S (0, ||b]|) C B\By (0,1), donc c est connecté a b dans S (0, ||b]|), donc

dans V\By (0,1). Ainsi, a est connecté a b dans U\By (0,1). O

IIT Connexité

Définition 16.16 (Espace métrique connexe). S’équivalent :

(i) Il neziste pas de couple (U,V) € (P(E)\{@})? douverts disjoints non vides de
(E,d) tel que UV = E.

(ii) Il n'existe pas de couple (F,G) € (P(E)\{2})? de fermés disjoints non vides de
(E,d) tel que FUG = E.
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(iii) Les seuls ouverts fermés de (E,d) sont & et E.
(iv) VY e P(E)\ {9, E}, Fr(Y) # 2.

(v) Toute application ¢ € C°(E,{0,1}) est constante ({0,1} étant muni de la distance
usuelle).

Si tel est le cas, on dit que (E,d) est connexe.

Définition 16.17 (Partie connexe d’un espace métrique). X C E. On dit que X est

connexe lorsque (X, d|X2> est un espace métrique connezxe.

Proposition 16.18. L’image continue d’un connexe est conneze.

Proposition 16.19. Tout espace métrique connexe par arcs est conneze.

Corollaire 16.20. Les parties connexes de R sont les intervalles.

Proposition 16.21. Il existe des espaces métriques connexes mais pas connexes par arcs.

Démonstration. Considérer ’espace

A= ({0} x [~1,1]) U {(w,sin (;)) Lz o, 1]} .

Conmezité. Montrer que, s'il existait un couple (F, G) € (P (A)\ {@})? de fermés disjoints
non vides de A tel que FUG = A, alors F = {0} x[-1,1] et G = {(:U, sin (%)) , z €0, 1]},
donc G n’est pas fermé car (0,0) € G\G. C’est absurde, donc A est connexe. Connezité
par arcs. Supposer par I'absurde qu’il existe un chemin ~ joignant (0,0) a (1,sin1) dans
A. Pour ¢ € [0, 1], notons (t) = (a(t),B(t)) € A. Comme v est continue, o et J sont
continues. Considérer ¢y = sup (a1 ({0})) = max (a~! ({0})) < 1. Poser w,, = tg + —1—

no+n’
* 1 _ oo 1
avec ng € N* tel que to + ;- < 1. Alors o (wy,) — (to) =0 et B (wy,) = sin (W)

(car v (wy,) € {(x,sin (%)) , x €]0, 1]} comme wy, > tp), donc (5 (wy)), ey diverge. Clest
absurde, donc A n’est pas connexe par arcs. O

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
Un espace métrique connexe mais pas connexe par arcs

Proposition 16.22. Soit K € P(E)N une suite décroissante de parties connexes, com-
pactes et non vides de (E,d). Alors (,en Krn est connexe, compact et non vide.
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Démonstration. Non vide. En se placant dans l’espace (Ko, d‘ K2 ), on applique le théo-

reme 14.35, et on obtient ", ey Kn # @. Compact. ), ey Kn est un fermé (comme intersec-
tion de fermés) inclus dans Ky, qui est compact, donc (,,cn K, est un compact. Conneze.
On suppose par I'absurde qu'il existe un couple (F,G) € (P (Npey Kn) \ {@})? de fermés
disjoints non vides de (,,cy Kp tel que FF UG = (,,cny K- F et G sont des compacts ; on
pose :

= inf d(z,y) = in _d(x,y) > 0.
,0 (:v,y%rGlFXG (IB y) ($,yr)n€1?><G (1’ y)

On considere alors :
U= {a: € B, dz,F) < g} ot V= {x € B, dz,G) < g}

U et V sont des ouverts disjoints non vides de E et [),en K C U UV, On considere, pour
neN: .

K,=K,n(E\UUYV)).
Alors K est une suite décroissante de parties compactes, mais (),,cy f(/n = . Donc il existe

no € N tel que :f(/no = o, autrement dit K,, C Y UYV. Comme K, est connexe et K,, NU
et K, NV sont des ouverts disjoints de K, tels que (K,, NU) U (K,, NV) = K, 'un
des deux est vide; par exemple : K,, NV = &. Donc :

() Kn C Kny CU.
neN

Il vient G = @. C’est absurde. Donc (,,cy K, est connexe. ]

Proposition 16.23. On suppose (E,d) compact. Soit u € EN t.q.

d (Un, un+1) m 0.

Alors A(u) est conneze.

IV  Applications

Théoréme 16.24. On suppose (E,d) connexe. Soit R une relation d’équivalence sur E
t.q.
Ve e X, IV € V(x), Yy € V, 2Ry.

Alors :
Y(z,y) € E%, 2Ry.

Démonstration. Soit x € E. On a Vy € Cl(z), Cl(z) = Cl(y) € V(y), donc Cl(z) est un
ouvert. Or :

Cllz)=E\ |J Cly),

yeE\ Cl(z)

donc Cl(z) est un fermé. Or E est connexe, donc Cl(z) = @ ou Cl(z) = E. Mais = € Cl(x)
donc Cl(z) = E. O

Lemme 16.25. (P, Q) € ]R[Xl,...,Xn]Q. On suppose qu’il existe U ouvert non vide de
R™ tel que :
Ve el, P(x) = Q(x).

Alors P = Q.
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Proposition 16.26. Soit Q un ouvert connezxe de R™. Soit f : Q — R localement polyno-
miale, i.e.

VweQ, IV eV(w), AP e R[Xy,..., X,], Vz €V, f(z) = P(x).
Alors f est polynomiale.

Démonstration. Soit w € . D’apres le lemme 16.25, on peut définir sans ambiguité
P, € R[Xy,...,X;] t.g. IV € V(w), Vo € VN Q, f(z) = P,(z). On définit alors une
relation d’équivalence R sur 2, par :

TRy <= P, = P,.

Alors, pour tout w € €, Cl(w) est un ouvert de 2. Donc d’apres le théoreme 16.24 :
Clw) = Q. D’ou Vx € Q, f(z) = P,(z). O

Proposition 16.27. On suppose (E,d) compact et connexe, non réduit a un point. Alors
E est équipotent a R.

Démonstration. Premicre étape. Soit (a,b) € E?, a # b. On pose R = d(a,b). Pour
r € [0, R], choisir ¢(r) € S(a,r) (ce qui est possible par connexité de E). Montrer que
lapplication ¢ : [0, R] — FE ainsi définie est une injection, donc R < [0, R] < E. Deuziéme
étape. D’apres le corollaire 14.38, (E, d) est séparable ; soit donc D dénombrable et dense
dans E. Soit u : N — D une bijection. Poser alors :

. E — RN

w—s (d (W, un))pen ’

Montrer que ¢ est une injection, et en déduire F — RN < R. Troisiéme étape. E — R et
R — FE, donc d’apres le théoreme 6.5, £ ~ R. O

Proposition 16.28. Soit 2 un ouvert connexe par arcs de (3, ||-||). Alors Q est connexe
par arcs polygonauz, i.e.

Y(a,b) € Q%, 3s €N, 3(my,...,ms) € QL
mo=a et mg=">0 et Vi € [1,s], [mi—1,m;] C Q.

Démonstration. On définit une relation d’équivalence R sur € par :

aRb <= 3s € N, I (my,...,ms) € Q5T
mo=a et mg =>b et Vi € [1,s], [m;—1,m;] C Q.

Soit a € Q. Soit b € Cl(a) et 7 > 0 t.q. By(b,7) C Q. Alors B, (b,r) C Cl(b) = Cl(a), donc
Cl(a) est un ouvert de €2. Donc, d’apres le théoreme 16.24, Cl(a) = Q. O

V Connexité des groupes linéaires

Notation 16.29. On notera GL,, (R) = det™' (R*), GL} (R) = det™* (R%), GL, (R) =
det™ (R*) et SL, (R) = det™ ({1}).

Lemme 16.30. SL, (R) est engendré par :
{In + AEw, NER, (k,0) € [1,n]2, k # e} .
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Proposition 16.31. SL, (R) est conneze par arcs.

Démonstration. Soit A € SL,, (R). On écrit, en vertu du lemme précédent, A = (I, + A1 Eg,¢,) - - - (In + AsE
On pose alors :

y:t € [0, 1] — (In + t)‘lEklél) oo (In + tAsEx.0.) € SLy, (R) .

Alors v € C° ([0, 1], SLy, (R)), avec v(0) = I, et v(1) = A. Donc toute matrice de SL,, (R)

est connectée a I, donc SL, (R) est connexe par arcs. O
Proposition 16.32. GL;| (R) est conneze par arcs.
Démonstration. Soit B € GL; (R). On pose :

p:te0,1]— (I, + (B(t) — 1) En1) B € GL} (R),
avec B :t € [0,1] — (1 —t) + g5 € R%. Alors ¢ € C° ([0,1], GL;} (R)), avec (0) = B
et (1) € SLy, (R). En utilisant le fait que SL,, (R) est connexe par arcs, en déduire que

GL;} (R) est connexe par arcs. O

Proposition 16.33. GL,, (R) a deux composantes connezxes par arcs : GL,, (R) et GL} (R).
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Suites et Séries de Fonctions

Notation 17.1. Dans tout le chapitre, (F, ||-||) est un espace normé, et X est un ensemble
non vide.

I Convergence simple

N
Définition 17.2 (Convergence simple). f € (FX) , 0 € FX. On dit que f converge
simplement vers £, et on note

lorsque

" x\N x) 2 . s s
Proposition 17.3. f ¢ (F ) , (01,02) € (F ) .St fp — 0 et fn ——— la, alors

b1 = {a. On dit alors que £1 est la limite simple de la suite f.

Remarque 17.4. On suppose F # {0}.

(i) Si X est fini, alors la convergence simple correspond d une convergence dans un
espace norme.

(ii) Si X est infini et dénombrable, alors la convergence simple correspond & une conver-
gence dans un espace métrique, mais pas dans un espace norme.

(iii) Si X est non dénombrable, alors la convergence simple ne correspond pas d une
convergence dans un espace métrique.

sl X N X s
Proposition 17.5. f € (F ) , L e F*. On suppose fy T L.
n o

(i) Monotonie. X C R, FF=R. SivVn €N, f, 7, alors ¢ /.

(ii) Convexité. X une partie convexe d’un R-espace vectoriel de dimension finie, F' = R.
SiVn € N, f, est conveze, alors £ est conveze.

(iii) Linéarité. X et F' deux R-espaces vectoriels. Si ¥n € N, f, € L(X,F), alors ¢ €
L(X,F).

Exemple 17.6. Propriétés ne passant pas a la limite simple.
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(i) Borne supérieure. Pour n > 2, on définit f, : [0,1] — R continue et affine par
morceaux de subdivision adaptée (0,%,%,1), avec f(0) = f(g> = f(1) =0 et

n

1) _ s _ . _
f <7> =1.0na f, m 0, et Vn > 2, supjg ) fn = 1, mais supy ;)0 = 0.

n
(ii) Continuité. Pourn € N*, on définit f, : x € [0,1] — 2™ € R. On a f, —i—% Ty,
n oo
et Vn € N*, f, € C°([0,1],R), mais L1y & C° ([0,1],R).
(iii) Intégrale. Pour n > 2, on définit f, : [0,1] — R continue et affine par morceaux de

subdivision adaptée (O 12 1), avec f(0) = f (2) =f(1)=0c¢et f (%) =n. On a

‘n’n? n

S 1 ) 1
fnmo, et Vn =2, [} fo=1, mais [} 0=0.

II Convergence uniforme
I1.1 Généralités

N
Définition 17.7 (Convergence uniforme). f € (FX) , 0 e FX. On dit que f converge
uniformément vers £, et on note

u
fn ———4¢,
n——+o00

lorsque
Ve >0, dng € N, Vn > ng, Vo € X, || fu(z) — l(2)| < e.

N
Proposition 17.8. f € (FX) L0 e FX. Alors :

(fn—ﬁo:(fn—s—w).

n n—-+00

N
Proposition 17.9. f € (FX) ,le FX. SiVn €N, f, est bornée, et f, % £, alors
n——+0oo

{ est bornée, et :

sup f, —— sup/.
X n—-+o0o X

N
Proposition 17.10. f € (FX> 0 e FX we X. On munit X dune distance d. Si
Vn €N, f, est continue en w et f,, —— £, alors { est continue en w.
n——+00
N
Corollaire 17.11. f € (FX) .0 € FX. On munit X d’une distance d. Si¥n € N, f, €
C*(X,F) et f, ——— ¢, alors £ € C° (X, F).
n——+00

Exemple 17.12. Pour n € N*, on pose f, : x € [0,1] — z™. Alors f, converge simple-
ment, mais pas uniformément, vers 1yqy.

II.2 Nouveau point de vue

Notation 17.13. On note :
B(X,F)={feF¥ ARy, V2 € X, |f(z)] < A}.

On définit de plus :
[l : f € BX, F) — Sgl(pllfll-
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Proposition 17.14. (B(X, F),|||,,) est un espace vectoriel normé.

N
Proposition 17.15. f € (FX> , 0 e FX. Alors f,, ——— ( ssi les deux conditions

n—-+0o
suivantes sont vérifiées :

(i) Inp € N, Vn > no, (fn —¥) € B(X, F),

(ii) |Ifn — 0l =0

Proposition 17.16. On munit X d’une distance d. Alors C° (X, F) NB (X, F) est un
sous-espace vectoriel fermé de (B (X, F), ||| )-

IIT Théoréeme de Weierstrass

Notation 17.17 (Polynémes de Bernstein). Pour f € C°([0,1],R) et n € N*, on pose :

BnUU—-ﬁé(Z)f(i)X*(l—Xﬁ”*ezRAX]

k=0
B, (f) est dit polynéme de Bernstein d [’'ordre n de f.
Théoréme 17.18 (Théoreme de Weierstrass).

vfec®(0,1],R), 3P e R[X]Y, P, —— .

n—+o0o

Démonstration. Soit f € C°([0,1],R). Montrons que B, (f) -_>—+—+ f. Premiére étape.

Soit x € [0, 1], n € N*. Soit S{%) une variable aléatoire t.q. Si) < B(n,z). Montrer :

(z)
e -(r(%)

Deuziéme étape. Soit € > 0. f est CO sur [0, 1], donc UCP. Soit donc n > 0 t.q.

W%MEMHz\ vl <n=1f@) - f)] < 5.
On majore alors r,(z) = |f(x) — (Bn(f)) (x)], pour n € N* et z € [0,1] :

3

o) =t - (f @>>‘ ( - i)>>

S k .
colpor- ()] Ehr B
k x) __
- % sl -9
|——x|<n
k xT
SO
| —=|>n
%+2\|f|| (‘5’7(1“3) —nx‘ > nn)
()
§+2wn‘“%;>=;+ﬂmu”%;;”
£l oo
h %+ 2nn?
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2”0"72 X 2

Vn = ng, Vo € [07 1]7 ’f(l’) - (Bn(f)) (‘T)| <e

En choisissant ng € N* t.q. on a :

Donc Bn(f) m} f ]

Corollaire 17.19. Vf € C°([a,b],R), 3P € RIX|N, P, —— f.

n—-+00
IV Critere uniforme de Cauchy

N
Définition 17.20 (Criteére uniforme de Cauchy). f € (FX> . On dit que f vérifie le
critere uniforme de Cauchy lorsque :

Ve>0,INeN,Vp> N, Vg >N, Ve eX, |fpz)— folz)] <e.

N
Théoreme 17.21. f € (FX) . On suppose F' de dimension finie. S’équivalent :

(i) f vérifie le critére uniforme de Cauchy.

(ii) f converge uniformément.

V Convergence uniforme sur tout compact

N
Vocabulaire 17.22. f € (FX) e FX. Y C X. On dit que fp # l sur'Y lorsque

Lemme 17.23. ¢ € FX. On munit X d’une distance d. S’équivalent :
(i) £ est continue.

(ii) La restriction de £ a n’importe quel compact de (X,d) est continue.

Démonstration. (i) = (ii) Clair. (i) = (i) Soit w € X. Soit u € X" t.q. u, — oW
n—-—+0oo

Montrer (par exemple en utilisant le théoréme 14.40) que K = {u,, n € N} U {w} est un
compact de (X,d). Donc £k est continue, d’ott £ (up) T> ¢(w), donc ¢ est continue en
n [o.¢]

w. O

N
Proposition 17.24. f € (FX> .0 e FX. On munit X d’une distance d. On suppose :
(i) fr ——— € sur tout compact de (X,d),
n—-+oo

(ii) Vn €N, f, € CY (X, F).
Alors £ € C* (X, F).

V1 Théoréme d’interversion des limites

_ N
Théoréme 17.25 (Théoreme d’interversion des limites). Q@ C X, w € Q. f € (FQ) ,
¢ e F. On munit X d’une distance d. On suppose :

(i) F est de dimension finie,
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(i) fn R ¢ sur Q,

(i) Pour tout n € N, f, admet une limite en w.

Alors limy, 400 limg_y, fr(x) et limy_y, lim, 4o fr(x) existent, et :

lim lim f,(z) = lim lim f,(z).

n—+00 T—=w T—W n—r+00

Démonstration. Si w € €, il suffit d’utiliser la proposition 17.10. Si w ¢ 2, poser fn

le prolongement par continuité de f, en w, pour n € N. Montrer que ( fn(w)) o est de
n
Cauchy donc converge (par le théoréeme 15.31). Poser :
~ Uz six e
C:z e QU{w}— () ~ ) .
limy, 400 fr(w) siz=w
Remarquer que f, —— ¢ sur Q et f, ——— ¢ sur {w}, donc :
n—-+00 n—-+00
fo—2— 0.
n—+00
Ainsi, par la proposition 17.10, { est continue en w. En déduire le résultat. O

N
Corollaire 17.26. Q) une partie non majorée de R. f € (FQ) , 0 e F. On suppose :
(i) F est de dimension finie,
. u
(ii) fn — 0 sur €,
(iii) Pour tout n € N, f, admet une limite en +00.

Alors :
lim lim fy(x) = lim lim f,(z).

n—+oo r—-+o00 T—+00 n——400
VII Généralités sur les séries de fonctions

N
Définition 17.27 (Série de fonctions). u € (FX> . On appelle série de terme général
Up, notée Y un, la suite (Sy), ey, avec Sp = Y jp_guk. Sy est appelée somme partielle au
rang n de la série Y uy,.

(i) On dit que Y u, converge simplement lorsque (Sp),cy converge simplement.

(i) On dit que Y uy, converge uniformément lorsque (Sp),cy converge uniformément.

" X N P
Proposition 17.28. u € (F ) . S’équivalent :
(i) > uy, converge uniformément.

(ii) Y u, converge simplement et :

oo
Ve>0,3INeEN,Vn2 N, vz € X, | Y w(z)| <e.
k=n+1

N
Proposition 17.29. u € (FX) , w € X. On munit X d’une distance d. Si Vn €

N, wu, est continue en w et > u, converge uniformément, alors x — > o2 up(z) est
continue en w.
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Application 17.30. Soit D une partie dénombrable de R. Alors il existe une fonction
f € R® croissante et dont I’ensemble des points de continuité est R\D.

Démonstration. Traiter d’abord le cas ou D est fini. En supposant D infini, soit § : N —
D une bijection. Poser, pour n € N :

1
Unp = 27]].[57“_;'_00[

Montrer d’abord que }_ u, converge simplement et poser :

S:xeR+— Zun(x)

n=0

Montrer que .S convient. O

VIII Convergence normale

N
Définition 17.31 (Convergence normale). u € (F X ) . On dit que ) uy converge nor-
malement lorsque :

(i) Vn € N, uy,, est bornée,

(ii) > |lunllo converge.

N
Proposition 17.32. u € (FX) . On suppose que F est de dimension finie. Alors :

g Uy converge normalement —> E Uy, converge uniformément.

IX Quelques théorémes qualifiant la convergence simple en
convergence uniforme

Théoréme 17.33 (Théoréme de Dini). (K,d) un espace métrique compact non vide.
N
fe (RK> , L € RE. On suppose :

(i) fo =S,
(ii) Vn €N, f, € CY(K,R),
(iii) £ € CO(K,R),

(iv) Vn €N, foi1 < fa.

Alors :

[ —2— 0.
n—-4o00

Démonstration (Premiere méthode). Poser d’abord g, = f,, — ¢. On a g, % 0, et
n—-—+0o0

pour n € N, 0 < gn11 < gn et gn € C°(K,R). Supposer par I'absurde que la convergence
n’est pas uniforme. Comme la suite (|[gnl|,,), ey st décroissante, elle est donc minorée

par un certain > 0. Or, pour n € N, on dispose de w, € K t.q. |gn (wn)| = ||gnll
(en vertu du théoreme 14.22). Extraire de w une sous-suite convergente et en déduire une
contradiction. O
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Démonstration (Deuxiéme méthode). On pose encore g, = f, —¢. Poure > 0 et n € N,
on pose :
Kn(e) ={z € K, gn(z) > ¢}.

Alors, a ¢ fixé, (K, (€)),,cy est une suite décroissante de fermés d’intersection vide. D’apres
le théoreme 14.35, il existe un ng € N t.q. K,,(¢) = @, d’ou Vn > ng, K,(¢) = @. Ceci
montre que la convergence est uniforme. O

N
Théoréme 17.34. I segment de R. f € <R1> , 0 € R On suppose :

(i) fn m L,

(i) Vn €N, fn 7,
(iii) ¢ € C°(I,R).
Alors :

fn —— L.
n—-4o00

N
Corollaire 17.35. [ intervalle ouvert de R. f € (]RI) .0 e R On suppose :

(i) fn m l,

(ii) Vn € N, f,, est conveze.

Alors ¢ est conveze, et fp, —— £ sur tout segment de I.
n—-+0o0o

Démonstration. Montrer la convexité de £. Avec la proposition 1.22, en déduire que
vn €N, f, € C°I,R) et £ € C°(I,R). Soit alors [a,b] un segment de I, avec a < b. Soit
w € I t.q. w < a. On note, pour n € N, p, la fonction pente de f, en w, puis on note
q la fonction pente de ¢ en w. Avec le théoreme 17.34, montrer que p, ﬁ) q, puis en

déduire que f, —— £. O
n—-+0o

N
Théoréme 17.36. (K,d) un espace métrique compact non vide. f € (]RK) L eRE. On
suppose :

. S
(i) fn m l,

(ii) 1l existe p > 0 t.q. Vn € N, f,, est p-lipschitzienne.

Alors 0 est p-lipschitzienne et f, —— (.
n—-+o0o

Démonstration. Utiliser le lemme 14.37. O
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Intégrales de Fonctions Réglées sur un
Segment

Notation 18.1. Dans tout le chapitre, I = [a,b] est un segment de R, avec a < b, et
(-1 p)s (Gy]l-llg) sont des K-espaces vectoriels normés non nuls de dimension finie,
avec K=R ou C.

I Intégrales de fonctions en escaliers

Définition 18.2 (Subdivision). On appelle subdivision de I tout o € I"*! t.q.
a=o0p<o0o1<--<op=0.
On note S(I) l’ensemble des subdivisions de I.

Vocabulaire 18.3. 0 = (0q,...,0,) € S({), 7 = (70,-..,Tm) € S(I). On dit que o est
plus fine que 7 lorsque {o;, i € [0,n]} D {m, i € [0,m]}.

Définition 18.4 (Fonction en escaliers). Une fonction f : I — F est dite en escaliers
lorsqu’il existe o = (09, ...,0n) € S(I) t.q.

Vi € [1,n], fijo,_,0:[ st constante.

On dit alors que la subdivision o est adaptée a f. On notera Esc(I,F') l’ensemble des
fonctions en escaliers I — F.

Proposition 18.5. f € Esc(I, F), (0o,...,0n) € S(I) adaptée a f. Alors :

n n oi_1 + 0y
F=3 o )+ oo (7575,
1=0 i=1

Notation 18.6. f € Esc(I,F), 0 = (09,...,0n) € S(I) adaptée a f. On note alors :

o . Oi—1+0;
WO =Y (- o) (P25
i=1
Proposition 18.7. f € Esc(I, F). (o,7) € S(I)? adaptées a f. Alors :
ui (F) = i (F):
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Démonstration. Montrer que ,u%a)(f) = u}i’“”(f) = ,u(FT)(f) O

Définition 18.8 (Intégrale d’une fonction en escaliers). Pour f € Esc(I, F'), on pose :

ot o € §(I) est une subdivision adaptée a f quelconque.
Notation 18.9. On se place dans (B(I, F), ||| )-

Proposition 18.10.
(i) Esc(I, F) est un sous-espace vectoriel de B(I, F).
(ii)) pp € Le (Esc(I, F), F).
(i) Nurll =b— .
Proposition 18.11. Si f € Esc(I,F) et ¢ € GF, alors (¢ o f) € Esc(I,G).

Proposition 18.12. Si f € Esc(I, F) et A € L(F,G), alors :

(Aopup) (f) =pc (Ao f).

Proposition 18.13 (Inégalité triangulaire). Si f € Esc(1, F'), alors || f||z € Esc(I,R) et :

e (Dllp < pr(1fllF) -

II Fonctions continues par morceaux

Définition 18.14 (Fonction continue par morceaux). Une fonction f : I — F est dite
continue par morceaux lorsqu’il existe (oo, ...,0p) € S(I) et (p1,...,¢n) € Floooi] s
Flon-vonl g

(i) Vi e [1,n], @i € C°([0i1,04] , F),
(ii) Vi € [1,n], flo,io = Pillos_1,04]
On notera Cgm(I,F) l’ensemble des fonctions continues par morceauxr I — F.
Proposition 18.15. f € F!. Alors f € C,,(I, F) ssi il existe (00,...,00) € S(I) t.q.
(i) Vi€ [1,n], flo. 1,00 € C°(Joi_1,0:[, F),
(ii) Vi € [1,n], f admet une limite a gauche en o;,

(iii) Vi € [0,n[, f admet une limite a droite en o;.

Proposition 18.16.
Co(I,F) =Esc(I,F)+C(I, F).

En particulier, Cgm est un sous-espace vectoriel de B(I, F).

Proposition 18.17. C), (I, F) C Esc(I, F) (au sens de (B(I,F),|||l.))-
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IIT Fonctions réglées

Définition 18.18 (Fonction réglée). On note :
R(I,F) = Esc(I, F).

Les éléments de R(I, F) sont dits fonctions réglées.

Proposition 18.19. f € F!. S’équivalent :
(i) feRU,F).
(ii) f admet une limite d gauche en tout point de |a,b] et une limite a droite en tout

point de [a, b|.

Démonstration. (i) = (ii) Pour z¢ €a,b|, appliquer le théoreme d’interversion des
limites (théoréme 17.25) & f|(q4[- (ii) = (i) Soit € > 0. On pose :

< .

<<

On veut montrer que b € A. Premiére étape : A # @. En effet, lim+ f existe; soit donc
c €la,b] t.q. Vt €la, ], ||f(t) — limg+ f||z < e. Poser alors :

A= {c €la,b], v € Esc([a, ], F'), ‘

U= f|[a,c}

f(a) sit=a

v:it€la, ] — <7 .
lim,+ f sinon

< e. Ainsi, ¢ € A, donc A #

[e.e]
@. Deuzieme étape : A admet un maximum. Comme A est non vide et majoré, soit

m = sup.A. Supposons par 'absurde m ¢ A. Comme lim,,- f existe, soit d € [a, m[ t.q.
Vt € [d,m[, ||f(t) —lim,,- || < e. Comme m = supA € A, soit x € [d,m[NA, et soit
u € Esc ([a,z], F) t.q. Hu — fllaa] ’OO

et montrer que v € Esc([a,c|, F) et que Hv — fljad

< €. Poser alors :

u(t) sit € [a,x]
vit€la,m]— < lim,- f sit€l|e,m|,
f(m) sit=m

et montrer que v € Esc ([a, m], F') et que ‘ v~ fija,m] H < e. Ainsi, m € A; c’est absurde.
o

Troisieme étape : max A = b. Pour cela, supposer par ’absurde m = max A < b, utiliser
le fait que lim,,,+ f existe, et raisonner comme précédemment. Conclusion : b € A. ]

Corollaire 18.20. Toute fonction f: I — R monotone est réglée.

Proposition 18.21. Toute fonction f: I — R réglée posséde un nombre dénombrable de
points de discontinuité.

IV Intégrales de fonctions réglées

Lemme 18.22. u € Esc(I, F)N, f € R(I, F). On suppose que

Alors la suite (pur (un)), ey converge.
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Démonstration. Montrer que (ur (un)),,cn est de Cauchy, puis utiliser le théoreme 15.31.
O

Uy —— f et Uy —— f

Alors :

Démonstration. Poser w € Esc(I, F)N définie par :

VnEN,wn:{un/Q S%2|n.
U(n—-1)/2 S1 2J(n

Alors wy, ﬁ) [, donc £ = limy, 4 o0 pur (wy) existe. Or (pur (un)),en €t (LF (Vn))pen
sont des sous-suites de (pp (wn)),,cpp, d’00 My 400 pp (Un) = limy sy oo pir (V) = €. O

Définition 18.24 (Intégrale d’une fonction réglée). Pour f € R(I, F), on pose :

ap(f) = lm pp (un),

n—-+o0o

ot u € Esc(I, F)N est une suite de fonctions en escaliers convergeant uniformément vers

I
Proposition 18.25. Vf € Esc(I, F), pr(f) = pr(f).

Notation 18.26. Pour f € R(I,F), on notera :

/abf — fir(f).

Proposition 18.27.
(i) llepll =b— a.
Corollaire 18.28. f € R(I,F)N, L ¢ R(I, F). Si f, % ¢, alors :
b b
/ fn—— | L.
a n—-+00 a

Corollaire 18.29. u € R(I, F)N. Si 3 u, converge uniformément, alors

/ab (iun(t)> dt = é/ab up(t) dt.

Proposition 18.30 (Inégalité triangulaire). Si f € R(I, F), alors ||f||r € R(I,R) et :
b b

Lol < [sle.
a F a
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Proposition 18.31. Si f € R(I,F) et A € L(F,G), alors (Ao f) € R(I,G) et :

A([f) = [[ep.

Corollaire 18.32. f € FI. (ey,...,eq) base de F, (ef,...,e}) base duale. Alors f €
R(I,F) ssiVie[l,d], (efof)eR(I,R). Sitel estle cas :

Lbf::i([lb(e:of))ei.

Proposition 18.33 (Relation de Chasles). f € R(I,F). ¢ € I. Alors f € R(I,F) ssi
flla,g € R([a,c], F) et flcy € R([c,b], F). Sitel est le cas :

/abfzfacf+/cbf-

Notation 18.34. On notera [ f = — [7 f.

V Sommes de Riemann

Définition 18.35 (Subdivision pointée). On appelle subdivision pointée de I tout o* =
(2o, 2n), (Y1, .. yn)) € I"M x I Lg.

(i)a=zg<---<zp=>b,

(ii) Vi € [[1,77,]], Ti—1 S Y; < .

On définit alors le pas de o* :

¥ o
o%| = 112?51 (zi — zi-1) -

On note S*(I) l'ensemble des subdivisions pointées de I.

Définition 18.36 (Somme de Riemann). o* = ((zo,...,2n), (Y1,...,9yn)) € S*(I). f €
R(I,F). On pose :

Lemme 18.37. o* € S*(I). Alors :
(1) ZU* € 'CC (R(IaF)uF)
(if) [[[35

Lemme 18.38. o* € S*(I)N t.q.

=b—a.

o, ——— 0. On pose :
p——+o0o

b
V:{fE'R(I,F),EU;(f) oo af}.

Alors :

(i) V est un sous-espace vectoriel de R(I, F).

(ii) V est un fermé de R(I,F) (au sens de ||-|| .. )-
(iii) V D Esc(I, F).
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Démonstration. (iii) Montrer que, pour tout (u,v) € I? et pour tout w € F :
]l[u,v}w eVv.
Conclure avec le (i) et la proposition 18.5.

Théoréme 18.39. o* € S*(I)N t.q.

0; ——— 0. Alors :
p——+00

b
V) € RULF), S(f) —— [ 1.
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Dérivation

Notation 19.1. Dans tout le chapitre, I est un intervalle non trivial de R, et (F,|-||z),

(G, |I"llq) sont des K-espaces vectoriels normés non nuls de dimension finie, avec K =
R ou C.

I Dérivée

Définition 19.2 (Dérivée). f € F!, w € I. On dit que f est dérivable en w lorsque

te N\{w}r— f(ti w( ) admet une limite en w. On définit alors :

) = i O =S
t#w

Proposition 19.3. f ¢ F!, w e I. Si f est dérivable en w et A € L(F,G), alors (Ao f)
est dérivable en w et :

(Ao f) (w) =A(f'(w)).

Corollaire 19.4. f € F1, w € I. (e1,...,eq) base de F, (e,...,e%) base duale. Alors f
est dérivable en w ssi Vi € [1,d], (ef o f) est dérivable en w. Si tel est le cas :

d
Yo ) @

=1

II Inégalité des accroissements finis et conséquences

Théoréme 19.5 (Inégalité des accroissements finis). f € F [0t e RV guec a < b.
On suppose :

(i) f et ¢ sont continues sur [a, ],
(ii) f et v sont dérivables en tout point de |a,bl,
(i) Ve €Ja b, [1/(0)] < /().
Alors :
1£(0) = f(a)ll < ¢ (b) — p(a).
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Démonstration. Pour € > 0, on pose :
g:tela,bl—|f(t) = fla)lp—(p(t) = ola) +£(t —a) +¢),

Ale) = {t € [a,b], g(t) <0}

Il suffit de montrer : Ve > 0,b € A(g). On fixe donc & > 0. Premiére étape : A(e)N]a, b] # @.
En effet, g(a) = — < 0, et g est continue, donc il existe u €]a,b] t.q. g(u) < 0. Deuziéme
étape : A(e) est fermé. En effet, A(e) = g~! (R_). Troisiéme étape : A(e) admet un plus
grand élément. En effet, A(¢) est non vide et majoré donc admet une borne supérieure,
qui est un maximum car A(e) est fermé. Quatriéme étape : max A(e) = b. On suppose par
I'absurde que ¢ = max . A(e) < b. D’aprés la premiere étape, on a ¢ €Ja,b[. Donc f et ¢
sont dérivables en ¢ : soit (dy,ds) €]c, b]?

vt € Je,dy] W—f’(a) <5
Vt € e, da], W—w’(c) ég.

On pose d = min (dy, d2). Montrons que d € A(e) :

1f(d) = F(@)llp < Nf(d) = f()lp +[1f(c) = fla)llp
<[ f@d) = fe) = (@ =) f () p +[I(d = ) f () p + w(e)
—pla) +e(c—a)+e

(d—c)+ (d=c) ||f'(e)||p+¢lc) —p(a) + e(c—a) + ¢

(d—c)+ (d—c)¢'(c) + o(c) —pla) + e(c —a) + €

i )@m>+2)+m> ola) +elc—a) +e
<‘P )+<p(c)—<p(a)+e(c—a)+5

o(d) —¢(a) +e(d—a) +e.

Donc d € A(e), et d > c. C’est absurde. Conclusion : b € A(e). O

N
NN I RO)

<

—~

Proposition 19.6. f € F! dérivable en tout point de I. p € R,.. S’équivalent :
(i) f est p-lipschitzienne.
(i) ¥t e I, /()] <p

Corollaire 19.7. f € F! dérivable en tout point de I. S’équivalent :

(i) f est constante.

(i) f' =0.

IIT Relation intégrales-primitives

Définition 19.8 (Primitive). g € F!. On appelle primitive de g toute application T € F!
dérivable en tout point de I et telle que I = g.

Proposition 19.9. g € F!. SiT € F! est une primitive de g, alors les primitives de g
sont lesT'+u, ovu € F.
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Définition 19.10 (Fonction réglée sur un intervalle). g € FI. S’équivalent :
(i) La restriction de g da tout segment est réglée.

(ii) g admet une limite a gauche en tout point de I\ {inf I'} et une limite a droite en tout
point de I\ {sup I}.

On dit alors que g est réglée. Et on note R(I, F) l’ensemble des fonctions réglées I — F.
Proposition 19.11. Si g € C°(I, F), alors g posséde une primitive.

Démonstration. Soit a € I. Poser :
xT
I'izel— / g.
a

Montrer que la restriction de I' & tout segment est lipschitzienne donc continue. Montrer
ensuite, pour tout w € I :

[ (w) =limg et I')(w) = limg.
w™ wt

En déduire que I' est dérivable et que I'' = g. ]

Théoréme 19.12 (Théoréme fondamental de 'analyse). f € C*(I, F). Alors :

o) € 1% 10) -~ fla) = [ 1

Définition 19.13 (Fonction C! par morceaux). Une fonction f : [a,b] — F est dite C! par
morceaux lorsqu’il existe (0, ...,00) € S ([a,b]) et (@1,...,¢p) € FlO0lx. .. x Flon-1,0n]
t.q. :

(i) Vi € [[1,77,]], ©Y; € ct ([O’i_l,ai] ,F),

(H) Vi € [[1777’]]7 f”o‘i,l,oi[ = SOZ‘HO'ifl,Ui[ .

On notera Cl,,, ([a,b], F) Uensemble des fonctions C' par morceauz [a,b] — F.

Proposition 19.14. f € C},, ([a,b], F) N C° ([a,b], F). On pose :

it ela,b —

_ f(t) sif est dérivable en t
0 sinon '

Alors f € Cgm ([a,b], F) et :

IV  Dérivation d’une limite

N
Théoréeme 19.15. f € (FI> , o € FL. On suppose :
(i) Vn €N, f, € CY(I, F),
(ii) 3a €1, (fn(a)),cy converge,

(iii) f, —%— o sur tout intervalle borné de I.
n—+oo

Alors il existe ® € F! t.q.
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. S
(i) fn m D,

(ii) ® € CY(I,F) et ® = ¢,

(iii) f, ——— ® sur tout intervalle borné de I.
n—+oo

Démonstration. Montrer d’abord que ¢ € C° (I, F). Soit a € I tel que f,(a) — le
n—-+0o0
F. Poser : .
@:we[r—>€+/ p € F.
a

(ii) est une conséquence du théoréme fondamental de I'analyse (théoréeme 19.12). On va
montrer (iii), et on en déduira aisément (i). Soit J un intervalle borné de I. Quitte a
agrandir J, on peut supposer a € J. Pourn ¢ Net x € J,on a :

fa)+ [ s[4

<l =i+ | [ (52-9)|
<@ — €l + 800) - 142~ el

[fn(2) = @(2)]p =

ou 0(J) =supJ — inf J. Donc :

1fn = @lloo < I fnla) = Ll g+ 0(T) - [[f = ¢lloe ——— 0.

J n—+oo
0
Remarque 19.16. Le théoréme précédent reste valable avec les modifications suivantes :

(i) On peut remplacer “sur tout intervalle borné de 1”7 par “sur tout segment de I”.

(ii) On peut remplacer C* par dérivable.

Démonstration. (ii) Utiliser I'inégalité des accroissements finis (théoréme 19.5) et le
critére uniforme de Cauchy (théoréme 17.21). O

Exemple 19.17. La fonction suivante est dérivable mais pas C' :

f‘xERH{xQSm(;) six#0
: 0 )

stx =0
N
Proposition 19.18. f € (FI) , 0 € FL. On suppose :

(i) vneN, f, e CP(I, F),
(ii) Yk € [0,p[, Jay € I, (fy(lk) (ak)>neN converge,

(iii) ) —%—% @ sur tout intervalle borné de I.
n——+0oo

Alors il existe ® € F! t.q.

. S
(i) fn P D,

(i) ® € CP(I,F),

(iii) V& € [0,p], f,(Lk) %) ®*) sur tout intervalle borné de I.
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V Dérivation sous le signe somme

Théoréme 19.19. u € (FI)N. On suppose :
(i) Vn €N, u, € CY(I, F),
(ii) Ja € I, > un(a) converge,
(iii) Y- ul, converge uniformément sur tout intervalle borné de I.

Alors :

(i) > uy, converge simplement, et on pose :

S:xel— Zun(x),

n=0

(i) Se€CYHI,F) et:
Voeel, S'(z) = Z ul, (),
n=0

(iii) > up converge uniformément sur tout intervalle borné de I.

Proposition 19.20. u € (FI)N. On suppose :
(i) Vn e N, u, € CP(I, F),
(ii) Yk € [0,p[, Jax € I, S ulh) (ax) converyge,
(iii) Zu%’) converge uniformément sur tout intervalle borné de I.

Alors :

(i) > uy, converge simplement, et on pose :

S:xelb—>2un(x),

n=0
(ii) S € CP(I,F) et :
Vk € [0,p], Vo € I, SW(z) = >~ ulP)(x),
n=0

(iii) > uy, converge uniformément sur tout intervalle borné de I.
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Séries Entieres

I Généralités
Définition 20.1 (Série entiere). On appelle série entiere toute série de fonctions Y fy,
t.q. il existe a € CN t.q. pour n € N,
fn:iz€Cr—a,z" €C.
La série entiére . fn sera notée (abusivement) Y a,z".

Lemme 20.2 (Lemme d’Abel). a € CN, Z, € C.

(i) Sila suite (anZg),cy est bornée, alors Vp €10, Zo|[, - anz™ converge normalement
sur By (0, p).
(ii) 87 la suite (anZy), ey n'est pas bornée, alorsVZ € C, |Z| > |Zo| = Y- anZ"™ diverge.

Proposition 20.3. a € CN. On pose :
I={reRy, (anr"),cy est bornée} .

Alors I est un intervalle de Ry contenant 0. Et on notera :
p (Z anz”) =supl € R,.

Proposition 20.4. a € CY, Z € C.
(i) St |Z] < p(Xanz™), alors 3 anZ™ converge absolument.
(ii) Si|Z] > p (3 anz™), alors Y apZ™ diverge.

Notation 20.5. a € CN. On notera :

D (Z anz”> = {Z e C, ZanZ” converge} .
Proposition 20.6. a € CN. On note D =D (3 a,z") et R = p (3 anz").
(i) St R=0, alors D = {0}.
(ii) Si R e RY, alors :
B,(0,R) C D C Bf(0,R).
(iii) S7 R = 400, alors D = C.
Proposition 20.7. a € CN. On note R = p (3 anz") et on suppose que R € R% . Alors :
(i) Pour tout Z € By(0, R), la série Y a,Z" converge de fagon géométrique.

(ii) La série entiére Y an 2™ converge normalement sur tout compact inclus dans B,(0, R).
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II Détermination du rayon de convergence

II.1 Observation des suites (a,2"), .y

Proposition 20.8. « € CN, Z € C.
(i) Si Y anZ™ converge, alors |Z| < p (3 anz™). Sinon, |Z| = p (3 anz™).
(ii) SianZ™ e 0, alors |Z| < p (3 anz™). Sinon, |Z] = p (3 anz"™).
n—-+00

(ili) 87 (anZ™), ey est bornée, alors |Z] < p (3 anz"). Sinon, |Z| = p (3 anz™).

I1.2 Plasticité des a,

Proposition 20.9. a € CN. Alors :
p (Z anzn) =p (Z |an| z”) :
2
Proposition 20.10. (a,b) € ((CN) . Alors :

an =0 (by) = p (Z anzn> =p (Z bnz"> .

Démonstration. Sip (> b,2") = 0, I'inégalité est bien vérifiée. Sinon, soit r € [0, p (3_ b 2™)[.
Alors Y b, r™ converge absolument, et a,, 7" = O (b,r™), donc Y a,r™ converge absolument.
Donc r < p (3 anz™). On a montré :

Vr € [(),,0 (Z bnz"> {, r<p (Z anz”> .

En faisant tendre r — p (3- b, 2"), il vient p (3°bp2") < p (3 anz™). O
2
Corollaire 20.11. (a,b) € ((CN) . Alors :
an =0 (b,) et b, =0 (a,) = p (Z anz") =p (Z bnz”) .
Proposition 20.12. a € CN. Si ¢ € CN stationne en 0, alors :

p (Z (an +€n) z") =p (Z anz") )

Proposition 20.13. a € CN. Alors :
p (3 an") = p (> ania").
1.3 Opérations algébriques
Proposition 20.14. (a,b) € ((CN)Q. Alors :
p (32 (an +00) 2") = min [p (3 anz") o (3 baz")]

avec égalité dés que p (3 anz™) # p (> bp2™).
Proposition 20.15. a € CN, \ € C*. Alors :

P (Z anA"z”) = B - p (Z anz") .
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Notation 20.16 (Séries lacunaires). a € CN, ¢ une extraction. Pour n € N, on pose :
Uy : 2 € C — an2?™ € C.

La série > u, n’est pas a proprement parler une série entiére, cependant on lui associera
la série entiére 3. by2", ot b € CN est définie par :

Vn € N, by = an et Vn € N\¢(N), b, =0.
La série entiére 3. bpz™ sera notée Y. anz?™.

Exemple 20.17. p (Z n!z”!) =1.

2
Proposition 20.18. (a,b) € ((CN) . On note ¢ le produit de Cauchy de a et b :

vn € N, cn:Zakbn_k: Z a;bj.

k=0 (i,4) EN?
1+j=n
Alors :
p (Z cnz”) > min {p (Z anz”) , P (Z bnz")} .
Et

vZ € C, 2] <min [p (3 anz")  p (3 ba")]
= S (Fa) (S1).

n=0

I1.4 Regle de d’Alembert
Proposition 20.19. a € CN. On suppose :

an+1
an,

— L, leR,.
n——+00

Alors :
1

p (Z anz"> =7

IIT Dérivation complexe

Définition 20.20 (C-dérivation). Q ouvert non vide de C. f € C%, w € Q. On dit que f

est C-dérivable en w lorsque z € Q\{w} — W admet une limite en w. On définit
alors :
v 2w

Proposition 20.21. P = Y¢_ A\, X* € C[X]. Alors P est C-dérivable en tout point de
C, et sa C-dérivée est égale a sa dérivée formelle :

d—1
VzeC, P(z)= Z(kz + 1) Apg1 2",
k=0
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Démonstration. Soit z € C, h € C\{0} :

P(z+h)—P(z) 1<
R e PR (R

d

d —
="\ Zz+h]klj—>2k)\kz -
k=1 j=0 =

h—0

O]

Proposition 20.22. Q ouvert non vide de C. f € C. Si f est C-dérivable en tout point
de Q alors [’ est C-dérivable en tout point de €.

2
Proposition 20.23. QU ouverts non vides de C. (f,g) € ((CQ) ,heCY, (\p) eC?,
weNtyg flw)el.

(i) Si f est C-dérivable en w, et h est C-dérivable en f(w), alors (ho f) est C-dérivable
en w, et :

(ho f) (w) = f(w) -1 (f(w))-
(ii) Si f et g sont C-dérivables en w, alors (A\f + ug) est C-dérivable en w, et :
(Af +19) (W) = M (W) + 1y’ (w).
(iii) Si f et g sont C-dérivables en w, alors fg est C-dérivable en w, et :
(f9)' (w) = f'(w)g(w) + fw)g'(w).
Théoréme 20.24. a € CN. On pose R = p (> anz") et on suppose R € |0,+0c]. On
définit :
S:Z€By(0,R) — Y anZ" €C.
n=0
Alors :

(i) pOo(n+ 1)ans12™) = p (3 an2™).
(ii) S est C-dérivable en tout point de B,(0, R), et

[e.9]

VZ € B,(0,R), S'(Z) =Y (n+ a1 2"
n=0

Démonstration. (i) Soit r € [0, p (3 anz™)[. Soit " € |r, p (3 anz™)[. Alors :

n+1
(1) a7 = " <r> (a7 = 0 (Jan a1,

Or 3 a, 17! converge absolument car 7/ < p (3 a,2™) ; donc Y (n +1)an, 17" converge
absolument, d’our < p (3(n + 1)an412"). Ceci montre que p (3 anz™) < p (X (n+ 1)any12™).
Montrer l'autre inégalité. (ii) Soit Zy € B,(0,R), h € C t.q. (Zo + h) € B,(0, R)\ {Zo}.
Montrer d’abord :

S(Zo+h > n—
((Zoo++f)L) Z“nz (Zo+h) Z5~ 7.
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Soit alors r > 0 t.q. B (Zyp,r) C B,(0, R). On pose, pour n € N* :

n—1
Py :h€Bp(0,r) —an Y (Zo+h) zZy
j=0

P, est CY (car polynomiale) sur B(0,7). On a vu que Y P, converge simplement. Montrons
que la convergence est normale :
n . .
Vn € N, Vh € By(0,7), [Pa(h)| < lan| Y- (1Z0] +7)7 (| Zo] + )" 717

— nlan| (1Zo] +7)" "

Ainsi :

Vn € N*, | P, < nlan] (| Z0] + 7’)"_1.
Or |Zol+r < R = p(X anz") = p (X (n + 1)ans12") d’apresle (i), done Y n |an| (| Zo| + )" "
converge, d’ou > P, converge normalement. D’apres le théoréme 17.25, il vient :

S(Zo+h) =S (%)

lim = lim lim g P
%28 (Z() + h) —Zy 1}1120 N%+oo
N o)
= lim 1 P, (h) = zn—1
W fim O Pulh) = 2 man 2
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L’Exponentielle Complexe

I Définition
Proposition 21.1. p (Z %) = +00.

Définition 21.2 (Exponentielle). On définit :

C—C
. oo n
XP - z .
P Ty
n:On'

Proposition 21.3. exp € C° (C,C).

(S

Proposition 21.4. exp est C-dérivable en tout point de C et :
exp = exp.
Proposition 21.5.
V (21, 22) € C2, exp (21) exp (22) = exp (21 + 22) .
Corollaire 21.6. exp : C — C* est un morphisme de groupes de (C,+) dans (C*, x).

Proposition 21.7.

Vz € C, exp(z) = exp (Z) .
Définition 21.8 (Cosinus et sinus). On définit :

C—C C—C
Cos : exp(iz) + exp(—iz) €t sin: exp(iz) — exp(—iz) -
— —
‘ 2 ‘ 2i

Proposition 21.9.

oo
Z2n

Vz € C, cos(z) = T;)(—l)”w, (i)
. 00 2 )
Vz € C, sin(z) = 7;](—1) Fik (ii)
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Proposition 21.10. cos et sin sont C-dérivables et :

cos’ = —sin et sin’ = cos.
Proposition 21.11. Vz € C, cos?(z) + sin?(z) = 1.
Définition 21.12 (Cosinus et sinus hyperboliques). On définit :

C—C C—C
ch: L exp(z) +2exp(—z) et sh: . exp(z) —2exp(—z) .
Proposition 21.13.
Vz € C, ch(z 2:: o)1’ (i)
oo 22n+1 .
Vz € (C, Sh(Z) = nz::o m (11)

Proposition 21.14. ch et sh sont C-dérivables et :
ch’ = sh et sh’ =ch.

Proposition 21.15.
(i) Vz € C, cos(z) = ch(iz),
(ii) Vz € C, sin(z) = —ish(iz).

II Exponentielle réelle

Définition 21.16 (Logarithme). exp : R — R¥ est une bijection. On posera In = exp ™.

Théoréme 21.17.
(i) exp: R — R% est un isomorphisme de groupes de (R,+) dans (R%, x).
(ii) exp: R — R% est un homéomorphisme.

(ili) exp: R — R% est un C*®-difféomorphisme, i.e. exp et exp~ ! sont C*®.
Notation 21.18 (e). On pose e = exp(1).

Proposition 21.19. e £ Q.

Démonstration. On suppose par 'absurde qu'il existe (p,q) € ZxN* t.q.e = 120, L =

n=0nl —
g.Ona:

1 1 q n+ 2
N, < __n+t2
vnel, 0< Z k:' (n+1'z<n+2) n!(n+1)32

k=n+1
Donc : " "
1 p 1 n+2
neN, d —<=<) =+ ——0.
’ ! ! ! 2
=k q k! nln+1)
On pose, pour n € N, A, :n!Zzzoﬁ € N. Alors :
n! n+2
VvneN, A, <p - — < Ap+ ——.

En choisissant no e Nt.q. ng > qet (noj'lQ)Q < 1,1l vient A,, < p- %)! < Apy + 1. Clest

absurde car p - mo! e N, O
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Notation 21.20. Pour a € R’ et z € C, on pose :

a® =exp(zln(a)).

Avec cette notation, on a Vz € C, exp(z) = €”.

IIT Exponentielle des imaginaires purs

Notation 21.21. On pose U= {z € C, |z| = 1}.

Proposition 21.22.
(i) U est compact et connexe par arcs (car c¢’est la sphére unité de C).

(ii) (U, x) est un groupe.
Proposition 21.23. exp (iR) C U.

Définition 21.24 (7). On considére A= {0 € R4, cos (0) = 0}. Alors A posséde un plus
petit élément, noté 7.

Démonstration. cos est C°, et cos(0) = 1 > 0. En utilisant la proposition 3.14, montrer
que cos(2) < 0. En déduire avec le théoréme des valeurs intermédiaires que A # @. Et A
est minoré par 0 donc inf A existe. Or A est fermé car A = Ry Ncos™! ({0}), donc min A
existe. ]

Proposition 21.25.
(i) VO € R, € = cos(f) + isin(8),

ez =i,

o~
o T
o

Démonstration. (i) Revenir a la définition de cos et sin. (ii) Par définition de 7 et
d’apres le théoréme des valeurs intermédiaires, cos > 0 sur [0, g] Or sin’ = cos donc
sin / sur [0,%]. Et sin(0) = 0, donc sin (3) = 0. Or sin? (§) = cos® () +sin? (3) =1,
donc sin (§) =1, d’'ot e'2 = . O]

Théoréme 21.26. On considére :

R—TU

w'|9r—>6i9.

Alors ¢ est un morphisme de groupes surjectif et Ker p = 2nZ.

IV  Autour de 'argument

Lemme 21.27. L’application
‘R’; xU— C*
| (pz) o pz

est un isomorphisme de groupes.

Proposition 21.28. exp : C — C* est un morphisme de groupes surjectif et Kerexp =
2im.
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Vocabulaire 21.29 (Argument). z € C. On appelle argument de z tout § € R tel que
z = |z]e®.

Vocabulaire 21.30 (Détermination continue de 'argument). On appelle détermination
continue de argument tout couple (2, «) t.q. Q0 est un ouvert connexe par arcs de C* et
a € CY(Q,R) avec :

VzeQ, z =|z] et

Théoréme 21.31 (Théoreme du relevement angulaire). I intervalle de R.

Vo e CH(I,U), 3 € C* (I,R), Vt € I, o(t) = O,

109



s 22

Développements en Séries Entieres

Notation 22.1. Dans ce chapitre, on notera K =R ou C.
I Généralités

Définition 22.2 (Développement en série entiere). A C K, w € A, f € CA.

(i) On dit que f est développable en série entiere en w sur A tout entier lorsque :
o
JaecCN,Vze A, f(z) = Z an(z —w)™.
n=0
(ii) On dit que f est développable en série entiere autour de w lorsque :

WV eV(W),JaeCN, Ve ANV, f(2) =) an(z —w)™
n=0

Vocabulaire 22.3. A C K, w € fl, f € CA. On appelle développement en série entiére
de f autour de w toute série enticre 3 an(z — w)", avec a € CN, t.q. il existe r > 0 t.q.

Bo(w,r) C A et :
Vz € Bo(w,r), f(2) = Z an(z —w)™.
n=0

Exemple 22.4. Pour tout w € C, exp est développable en série entiére en w sur C tout
entier, et :

2
Proposition 22.5. (a,b) € ((CN) . On note Ry, = p(X-anz™), Ry = p(Xby2™). On
suppose que :

Ir € 10, min (R,, Ry)|, Yz € |—r, 7], Z anpx" = Z bz,
n=0 n=0

Alors a = b.
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Démonstration. Poser

[e.e] o0
Az e]|-rrir— Zanx” et B:xG]—r,r[r—)anx”.
n=0 n=0

Montrer que A et B sont C* et que :
A™M)(0)

n!

En déduire a = b. O

B™(0)

vneN, a, = '
n!

et vneN, b, =

Corollaire 22.6. A C K, w € A, f € CA. Si f admet un développement en série entiére
autour de w, alors il est unique.

2
Proposition 22.7. (a,b) € ((CN) . On note Ry, = p (X anz™), Ry = p(3_br2"). On
suppose que :
Vp € N, [wy| < min (R,, Ry)
Fw e (€7, qup 500
VpeN, Y0l o anwy = 307 bpwy
Alors a = b.

Proposition 22.8. A CK, w € A. On pose :

g= {f € CA, f est développable en série entiére en w sur A tout entier} ,

L= {f € CA, f est développable en série entiére autour de w} .

Alors :

(i) G et L sont des sous-espaces vectoriels de CA.
(i) {f‘;‘, feghcce(4 c).
(iii) L est stable par produit.

II Composition des développements en séries entieres

Proposition 22.9. a € CY. On note R = p (3 a,2") et on pose :
oo
frz€By(0,R) — Z anz".
n=0

Soit w € By(0,R); on note r = R — |w| € Ry. Alors f est développable en série enticre
autour de w sur By(w,r) tout entier.

Démonstration. Soit h € B,(0,7). Comme |w+h| < R :

flw+h)= Z%an(w + h)" = ;) > an (Z) whkpk,
n=| n=0 k=0
On définit :
N2 — C

U Z)w”*khk sik<n.

sik>n

an(
(n,k) — {0
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On a: .
> Juln k) =Y lan| (Jw| + [B)™ < 400,

(n,k)EN2 n=0

car [w| + [h| < R. Donc (u(n, k)), pyenz est sommable. Ainsi :

feti = T unh) = ¥ St =3 (S o)

(n,k)eN2 keNneN k=0
Donc f est développable en série entiere autour de w. O

Théoréme 22.10. Q, U ouverts de C, w € Q, f € U, g € CY. On suppose :
(i) f est développable en série entiére autour de w,
(ii) g est développable en série entiére autour de f(w).

Alors (g o f) est développable en série entiére autour de w.

Démonstration. Par translation, se ramener & w = f(w) = (g o f) (w) = 0. Soit (a,b) €
2
(C), (r, R) € (R)? t.q. Bo(0,7) C D et Bo(0,R) C U et :

Vz € Bo( Z anz" et YZ € B,(0,R), g(Z) = Z b, 2.

Quitte & diminuer r, on peut supposer f (B,(0,7)) C B,(0, R) (par continuité de f en 0).
Soit z € B,(0,7). Alors :

) 00 n 0o 00
=> bn (Z ak2k> =33 > bpay, a2
k=1 n=1k=n 1<i1,...,in<k
i1+ tin=k

On note (uy)ycp = (bnai1 . ‘-a%sz)(n k)e(N*)2, n<k Montrons que (ux)yen €St sommable.
741++7fn:k
Comme p (Y a,z") > 0 et p (X byz") > 0, il existe (a, ) € (Ry)?, (4,B) € (Ri)Q

Vn eN, |ap| < aA” et Vn e N, |b,| < BB".

Donc :

Sl =323 > Ibal-lanl---lai, | 12l

AEA n=1k=n 1<i1,...,in<k

oo [e.@]
<Y BB 3 (Al
n=1 k=n 1<i1,...,in<k
i1++in=k

Z (Z A|z])3) en supposant |z| < —
- A
= 7j=1

i (BaA|z| BaA|z|

< t
1— A7 +00 en supposan 1= A

<1
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Ainsi, si on pose p < min (r, %) t.q. Vo € [0, p], ?ﬁ"jﬂf < 1, alors pour z € B, (0, p), la

famille (uy)yc, est sommable. Donc :

00 k
\V/ZEBO(O,p),(gOf)(Z):Z Z Z bnail"'ain Zk'
k=1

n=11<i1,...,in<k

Donc (g o f) est développable en série entiere autour de 0. O

IIT Développements en séries entieres des fractions ration-
nelles

Proposition 22.11. Pour p € N, on considére f, : z € C\{1} — —2orr. Alors f, est

A=z)pF1 -
développable en série entiére autour de 0, et :

1 = (n+p)\ .,
VZEBO(0,1)7 (1_sz< >Z .

n=0 p
Démonstration. Noter que Vz € B,(0,1), i = > 2o ?". En déduire le résultat, soit
en utilisant la C-dérivation, soit par récurrence en utilisant des produits de Cauchy. [

Application 22.12. P € C[X]|\{0}. Alors la somme de Y P(n)z" est une fraction ra-
tionnelle, que l’on peut calculer explicitement.

Démonstration. Avant tout, p (> P(n)z") = 1. Soit d > deg P. Remarquer que ((X + k) -

est une base de Cy4[X]. Soit donc (ag, . . .,aq) € CH1 t.q. P =S¢ qap (X + k) --- (X +1).
On a, pour z € B,(0,1) :

[e%s) 0o d
Y Pm)t=Y (Zak<n+k>-~<n+ 1>> "
n=0

=0
d 00
— Y a Y (k) (1)

k=0 n=0
d 0o d
n+k apk!
~Sand (") -3
k=0 n=0 k i—o (1— Z)kﬂ

O

Théoréme 22.13. F € C(X)\C[X]. On pose Z I’ensemble des piles de F' et on suppose
0¢ Z. On pose :

7 = min |w| > 0.
weZ

Alors F est développable en série entiére en 0 sur B,(0,r) tout entier.

Démonstration. Par linéarité des développements en séries entiéres, il suffit de montrer

que tout polynéme et que toute fonction de la forme z —— (E=mE ouw € Z et jeN*,

sont développables en séries entieres en 0 sur B, (0, r) tout entier. O
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IV Cas des fonctions de la variable réelle

Proposition 22.14. a € CN. On note R = p (3. anz") et on pose :

fix€]-R,R[+— ) anz" €C.
n=0

Alors f est C* et

n
CLn+pﬂ§' .

VpeN, Vz € |-R, R, fP(x Z

De plus, la convergence est normale sur tout segment inclus dans |—R, R|.
Proposition 22.15. a € CN. On note R = p (Y a,2"™) et on pose :
[z e]-R,R] »—>Zanzc eC.
n=0

Alors Uapplication
o)
an—1
F: R,R —a"
x € |- [— Z p—

est 'unique primitive de f qui s’annule en 0.

Exemple 22.16. Soit a« € C. La fonction x €] — 1,1[— (1 4+ 2)* € C est développable
en série entiére en 0 sur | — 1,1[ tout entier. Et :

o

Ve el —1,1[, (14 x) Z

ala—1) (a—n—i—l)n
n! '

Démonstration. On pose ¢, : x €] — 1,1 (1 + 2)* € C. Montrer que :
Vo €] = 1,1, (1 + )¢, (2) = aa(z).

Poser h:z €] —1,1[— >0 %@‘”H)x” et montrer que h est solution de la méme

équation différentielle que ¢4, et que h(0) = ¢, (0), d’ott h = p,. O
Exemple 22.17. a € CN. On note R = p (3 a,2") et on pose :

)

frzxe]-R R — Zanx" e C.

n=0
Alors (expof) est développable en série entiére autour de 0.
Démonstration. Noter que :

(expof) = f-(expof).
On définit b € CN par by = (expof) (0) et
1 o
VneN, by = P kz;;bk(n — k4 1)an_pt1-
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11 faut d’abord montrer que p (> b,2™) > 0. Pour cela, on va utiliser la méthode des séries
magjorantes. Soit d’abord av € Ry et A € R% t.q. Vn € N, |a,| < aA™. Alors :

QZ\bkl

k)an—k| < A" k.

1 n—1
Vn € N* |b,| = —

Donc : )
o 1on] s [Ok] |bk|
Définir alors v € CN par 9 = |b°| et Vn € N*, v, = a > }_ yk. Montrer que Vn € N* ~,, =
a(14a)" o, et en dedulre :
ol =0 tay.
An
Donc |b,| = O ((A(a+ 1))"). Soit alors p = min (R, m) On pose :

S:ze] »—>an2

Montrer que S est solution de la méme équation différentielle que (expof), que S(0) =
(expof) (0), d’ou (expof)_, ,; = 5S- O

V Utilisation des formules de Taylor

Proposition 22.18. I intervalle de R, xy € 12, f € CL. On suppose que f est développable
en série entiére autour de o : il existe (a,b) € I, avec a < xg < b, et a € CN t.q.

YV €la, b, Z an (x — )"
Alors fljap est C* et
(n)
vneN, a, = 7‘}0 (:co).
n!

Vocabulaire 22.19 (Série de Taylor). I intervalle de R, zo € 1, f € C*°(I,C). On
appelle série de Taylor de [ en g la série de fonctions > % (x — x0)".

Proposition 22.20. I intervalle de R, xg € I, f € C® (I,C). Onnote R =p (Z %z”)
S’équivalent :

(i) f est développable en série entiére autour de xg.

(ii) R > 0 et il existe r €]0, R] t.q. Jxo — 20 +7r[ C I et :

Vo € |xg — ryxo + 7], Zf x—azo)n.

Exemple 22.21 (Résine C*). On considére :

A .
e =2 stx >0

0 siﬂzg().

Yvix eR— {
Alors ¢ est C*°, mais 1 n’est pas développable en série entiére autour de 0.
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0.8 ¢
0.6 +
0.4 1
0.2 ¢

Résine C*°

Démonstration. En reprenant la démonstration de 'exemple 2.9, montrer que ¢ est C*
avec Vn € N, ¢(")(0) = 0. En déduire que la série de Taylor de ¥ en 0 est identiquement
nulle, donc ¥ n’est pas développable en série entiére autour de 0. 0

Exemple 22.22. tan est développable en série entiere en 0 sur]—g, g[ tout entier.

Démonstration. On peut restreindre I'étude & [0, § | car tan est impaire. Pour n € N,
posonS :

H(n) : P, e RL[X], Vx € [0, g {, tan™ (z) = (P, o tan) (z).

Montrer par récurrence que #H(n) est vraie pour tout n € N. En particulier : Yn € N, Vz €

0,Z[, tan™(z) > 0. Ecrire alors la formule de Taylor avec reste intégral (proposition
2
2.14) :

T " tan®)(0) Tz —t)"
_ - o > (n+1)
YV € [0,2{,%161\1, tanx = E x —i—/o ] tan (t) dt.

!
per

Rp(x)

Comme les dérivées de tan sont toutes positives, on a :
T
Vx € [0, 2[, Vn e N, R,(z) < tanz.

Soit x € [0, fixé; soit y € |z, 5[ Alors, en utilisant la croissance de tan(™*+1) (car
tan("2) > 0 sur [0, Z[),ona:

1 .n
0< Ry(x) = / %(1 — )" tan™ Y (uz)z du

0 !
n+1 1

= $n! /0 (1 —w)" tan™* (uz) du
T n+1 yn+1 1
d — )" tan(™tD

< <y> o /0 (1 —u)" tan (uy) du
T n+1 n+1

= <> R,(y) < () tany — 0.
Yy Yy n—+oo

(k) SNRT N -
DoncVz € [0, 5[, tanz = Y32 tank! ©) yk Généraliser cette formule & |—%. 5 [ en utilisant
le fait que tan est impaire. ]
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VI Théoréme de convergence radiale d’Abel

Théoréme 22.23 (Théoreme de convergence radiale d’Abel). a € CN. On suppose que
> ayn converge. Alors p (> anz™) > 1, donc on définit a bon droit :

oo
frxe]-1,1[— Zanaﬁn
n=0
FEtona:

o
lim f = Z G-
= n=0

Démonstration. Pour n € N, on pose 7, = > j=,, ar. On commence par effectuer une
transformation d’Abel :

o0 (o)
Va € [0, 1], Z n — Tntl) —T0+Zrn<x”—xn_1>.
n=0 n=1

o(x)

Reste a montrer que lim;- ¢ = 0. Soit donc € > 0. Soit N € N t.q. Vn > N, |r,| < 5.
Alors :

oo
+ Z %(:U"_l—m”)

Sra e —a ).

Or x +— Y0 7, (2™ — 2™71) est continue (car polynomiale) et s’annule en 1. Donc il
existe n €]0, 1[ t.q. Ve € |1 —n, 1[, SN ry (2™ — x"‘l)‘ < §.DoncVz € |1 —n,1[, [p(z)| <
€. Donc lim;- ¢ = 0 et lim;- f = 7. O

vz € [0, 1],

i (o~ )

<4
Sgf

Corollaire 22.24. a € CN. On suppose que R = p (3. an2") € R et on définit :

(o]
f:z€B,(0,R) — Zanz” eC.
n=0
Soit w € C avec |w| = R. Si Y apw™ converge, alors :

liy )= 3o

z€[0,w[

2
Proposition 22.25. (a,b) € ((CN) . On note c le produit de Cauchy de a et b :

n
VneEN, cp=> arbp_r= > abj.
k=0 (i,4)EN?
i+j=n

On suppose que > an, > by et > ¢, sont convergentes. Alors :
oo o0 o
(Z an> <Z bn> = Z Cn-

117



CHAPITRE 22. DEVELOPPEMENTS EN SERIES ENTIERES

Démonstration. Passer par les séries entieres Y anz™, > b,z" et > ¢, 2" (dont les rayons
sont > 1), et utiliser la proposition 20.18 puis le théoréme 22.23. ]

Vocabulaire 22.26 (Procédé sommatoire). On appelle procédé sommatoire la donnée
de :

(i) E sous-espace vectoriel de CN t.q.

Va e CY, Zan converge = a € F,

(i) P e £(E,C) tq.

o
Va € CN, Zan converge =—> P(a) = Z .
n=0

Exemple 22.27. Deuzr exemples de procédés sommatoires :

(i) Procédé de Cesaro :

n
Ec={aeCN a converge au sens de Cesdro p ,
) )
k=0 neN

1n71 k
Po:a€ Eo— lim — a;.
¢ ¢ n—H—oo'rLkZ_:OJZO J

(ii) Procédé d’Abel :

o
EL= {a eCh, p (Z anz”) >1 et lim1 Z an,x" eriste dans (C} )
x—

z€[0,1[ =0

o
Py:ae E4+— lim Zanx".
rz—1
z€[0,1[ =0

VII Transmutation des o

Proposition 22.28. a € CN, b (R+)N. On suppose :
(1) p (X bn2") = 400,
(ii) b ne stationne pas en 0,
(iii) an, = o(by).
Alors p (> apz™) = +oo, donc on définit a bon droit :

oo oo
A::UER+»—>Z@”:U” et B:x€R+»—>anx”.
n=0 n=0

Alors :
A(z) = 0400 (B(2))

Démonstration. Montrer d’abord que VN € N, 2% = 0« (B(z)). En déduire le résultat.
O
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VIII Expression intégrale des coefficients

Proposition 22.29. a € CN. On suppose que R = p (3 a,z") > 0 et on définit :

f:2€B,(0,R) —> Zanz" eC.
n=0

Alors :

I 0\ —ind
Vn e N, Vr €10, R[, a, = / f(re )e dé.
0

2mrn

Démonstration. On fixen € Net r € |0, R[. On consideére g : 6 € [0, 27] — f (rew) e,
Noter que :

Vo € [0,2n], Zarpep"

Montrer que la convergence est uniforme, donc on peut intégrer sous le signe somme :

2 2 o0 2T
/ / (E aprle i(p— ")9) dé = E (aprp/ elp—n)0 dO)
0

p=0

Z (apr? - 2mopy) = 21" Gy,
p=0
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Groupes

I Rappels

I.1 Morphismes de groupes

Définition 23.1 (Morphisme de groupes). (G,-) et (H,o) deuz groupes. On dit que ¢ :
G — H est un morphisme de groupes lorsque

V(z,y) € G, ¢p(z-y) = ¢(x) o d(y).

Proposition 23.2. (G,-) et (H,o) deuz groupes. ¢ : G — H un morphisme de groupes.
G' et H' des sous-groupes de G et H respectivement. Alors :

(i) ¢ (G') est un sous-groupe de H.
(i) ¢~ (H') est un sous-groupe de G.

Définition 23.3 (Noyau). (G,-) et (H,o) deux groupes de neutres respectifs e et ep.
¢ : G — H un morphisme de groupes. On définit

Kerg = ¢~ ({en}) -
D’aprés la proposition 23.2, Ker ¢ est un sous-groupe de G.

Proposition 23.4. (G, ) et (H,o) deux groupes de neutres respectifs eq etep. ¢ : G — H
un morphisme de groupes.

Ker ¢ = {eq} <= ¢ est injective.

Vocabulaire 23.5. (G, ) et (H,o) deux groupes. ¢ : G — H un morphisme de groupes.
(i) ¢ est dit isomorphisme si ¢ est bijectif.
(ii) ¢ est dit endomorphisme si G = H.

(iii) ¢ est dit automorphisme si ¢ est un endomorphisme bijectif.

Vocabulaire 23.6. (G,-) et (H,o) deux groupes. On dit que G et H sont isomorphes, et
on note G ~ H, lorsqu’il existe un isomorphisme G — H.
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I.2 Théoréme de Lagrange

Théoréme 23.7 (Théoreme de Lagrange). (G, ) un groupe fini. H un sous-groupe de G.
Alors le cardinal de H divise le cardinal de G.

Démonstration. On définit sur G la relation Ry par :
Y(z,y) € G?, 2Ryy < zy ' € H.

Ry est une relation d’équivalence. On note G/Rp l'ensemble des classes d’équivalence.
On vérifie que chaque classe d’équivalence est en bijection avec H. Donc :

Gl= > hl= > I|HI=IH| |G/Rul.

v€G/Ru v€G/Ry

I.3 Groupes engendrés

Définition 23.8 (Groupe engendré par une partie). (G,-) un groupe. A C G. On appelle
groupe engendré par A, noté (A), le plus petit sous-groupe de G contenant A.

Proposition 23.9. (G, ) un groupe. A C G. Alors :
(Ay ={af' - a5, s€N, (a1,...,a5) € A®, (e1,...,65) € {—1,1}°}.

Corollaire 23.10. (G, ) un groupe. A C G. Si A est dénombrable, alors (A) est dénom-
brable.

Proposition 23.11. (G,-) un groupe. A C G. Si les éléments de A commutent deuz d
deuz, alors (A) est un sous-groupe commutatif de G.

Démonstration. Pour B C G,onnote y(B) = {x € G, Vb € B, xb = bx}. Il est clair que,
pour tout B C G, v(B) est un sous-groupe de G. On a ici A C y(A), donc (4) C y(A).
Autrement dit, A C v ({A)). Donc (A) C v ((4)), ce qui signifie que (A) est commutatif.

O

Vocabulaire 23.12 (Groupe monogene). (G,-) un groupe. On dit que G est monogene
lorsqu’il existe g € G t.q. G = (g). g est alors dit générateur de G. On dit de plus que G
est cyclique si G est monogéne fini.

II Groupes quotients

Définition 23.13 (Quotient). (G,-) un groupe commutatif. H un sous-groupe de G. On
définit sur G la relation Ry par :

Y(z,y) € G?, 2Ryy < zy ' € H.
Ry est une relation d’équivalence. Pour x € G, on note T la classe d’équivalence de x. Et
on définit :
G/H ={z, z € G}.

Proposition 23.14. (G,-) un groupe commutatif. H un sous-groupe de G. Il existe une
unique LCI* sur G/H t.q.

121



CHAPITRE 23. GROUPES

(i) (G/H,*) est un groupe,
. . |G—G/H .
(ii) L’application -~ est un morphisme de groupes.
T— T
Par la suite, G/H sera muni de *, que l’on notera simplement -.
Proposition 23.15. (G,-) et (H,o) deux groupes. ¢ : G — H un morphisme de groupes.
On suppose que G est commutatif. Alors :

o(G) ~ G/ Ker .

IIT Ordre d’un élément dans un groupe

Définition 23.16 (Ordre d’un élément). (G, -) un groupe, x € G. On définit [’ordre de x
par :
w(z) = |(z)| € NU{+o0}.

Proposition 23.17. (G,-) un groupe, x € G. On considére le morphisme de groupes
suivant :

7Z— G
@ : -
n—x
(i) Siw(x) = +o0, alors ¢ est injectif donc :
(x) ~ 7.
(if) Sim = w(x) < 400, alors Ker p = mZ donc :
(x) ~ Z/mZ.

Corollaire 23.18. Soit (G,-) un groupe monogéne.
(i) Si G est infini, alors G ~Z.
(ii) Sim = |G| € N, alors G ~ Z/mZ.
Proposition 23.19. (G,-) un groupe, x € G d’ordre fini. Alors :
VneZ, (z" =e <= w(z)|n).
Proposition 23.20. (G,-) un groupe, (x,y) € G*. On suppose :
(i) zy = yu,
(i) w(z) < 400 et w(y) < +oo.
Alors w(zy) < +o0 et :
w(zy) | (w(z)Vw(y)).
Proposition 23.21. (G,-) un groupe, (x,y) € G>. On suppose :
(i) 2y = yz,
(i) w(z) < 400 et w(y) < +o0,
(iii) w(z) Aw(y) = 1.
Alors w(zy) < +0o0 et :
w(zy) = (w(z) Vw(y)).
Proposition 23.22. Tout sous-groupe d’un groupe cyclique est cyclique.

Proposition 23.23. Soit (m,n) € (N*)2. Alors (Z/mZ) x (Z/nZ) est cyclique ssi mAn =
1.
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IV Groupe symétrique

IV.1 Universalité de G,
Proposition 23.24. 5S¢ X est un ensemble de cardinal n, alors Gx ~ &,,.

Proposition 23.25. (G,:) un groupe de cardinal n. Alors G se plonge dans &, i.e. il
existe un morphisme de groupes injectif de G dans &,,.

3 . IG—G .. |G—6¢
Démonstration. Pour g € GG, on pose § : . Alors I'application _ est
T —> gx gr—4
un morphisme de groupes injectif de G dans G¢, ce qui permet de conclure car G5 ~
G, O

IV.2 Cycles et transpositions

Théoréme 23.26. Toute permutation s’écrit de maniére unique a l’ordre prés comme
produit de cycles a supports disjoints.

Proposition 23.27. Soit c1,...,¢c, des cycles a supports disjoints de &, de longueurs
respectives {1, ..., ¢,. Alors :
P
w (Cl Cp) = \/ Ez‘.
i=1

Lemme 23.28. Tout cycle est produit (non unique) de transpositions.

Théoréme 23.29. Toute permutation est produit (non unique) de transpositions.

IV.3 Signature
Lemme 23.30. Le produit d’un nombre impair de transpositions n’est jamais égal a id.

Proposition 23.31. Soit 71,...,7p, T1,...,7, des transpositions de &, t.q. T1---7p =
7y Alorsp=q  [2].

Définition 23.32 (Signature). On définit ¢ : &,, — {—1,1} par, pour tout o € &,,
e(o) = (—1)? oup est un entier tel qu’il existe des transpositions Ti,...,Tp t.q. 0 =Ty -+ - Tp.

Proposition 23.33. ¢ : 6,, — {—1,1} est un morphisme de groupes, et ¢ est surjectif dés
que n = 2.

Définition 23.34 (Groupe alterné). On définit :
A, =Kere ={o € &, (o) =1}.

A, est un sous-groupe de &,, dit groupe alterné, et :
n!

Proposition 23.35. Les seuls morphismes de groupes &,, — C* sont 1 et ¢.

Démonstration. Soit ¢ : G, — C* un morphisme. Premiére étape : toutes les transpo-
sitions ont la méme image. Soit 7 et 7/ deux transpositions. Montrer qu’il existe o € &,,
t.q. 7" = oo~ !. En déduire ¢ (7') = ¢(7). Deuziéme étape : 'image d'une transposition
est —1 ou 1. Soit 7 une transposition. On a (7)? = 1 donc (1) € {—1,1}. Conclusion :
si I'image des transpositions est —1, alors ¢ = ¢, sinon ¢ = 1. O
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V Conjugaison dans un groupe

V.1 Généralités

Définition 23.36 (Conjugaison). (G,-) un groupe, (a,b) € G%. On dit que a et b sont
conjugués dans G lorsque :
g€ G, a=gbg '

“Etre conjugués” est une relation d’équivalence. Les classes d’équivalence sont appelées
classes de conjugaison.

Notation 23.37. Si (G,-) est un groupe, on note Aut(G) le groupe des automorphismes
de G (muni de o).

Proposition 23.38. (G, ) un groupe. Pour g € G, on pose :

G—G

T — grg

Pg - 1

g est un automorphisme de G, dit automorphisme intérieur. Et on définit :

G — Aut(G)

g— Qg

Alors ® est un morphisme de groupes, avec Ker ® = Z(G). On note de plus Int(G) = ®(G).

V.2 Conjugaison dans G,
Lemme 23.39. 0 € &, (a1 az -+ as) un cycle de &,,. Alors :

oco(arag - as)oo = (o(a1) o(ag) - o (as)).

Définition 23.40 (Type d’une permutation). o € &,,. Soit ¢y, ..., ¢, des cycles a supports
disjoints de &, de longueurs respectives {1, ...,L, avec b1 = --- > Ly et t.q. 0 = c1---Cp.
Le type de o est alors le p-uplet ({1, ...,¢p).

Proposition 23.41. Deuz permutations de &,, sont conjuguées ssi elles ont le méme type.

Lemme 23.42. Si ¢ € Aut (S,,) avec n # 6, alors l'image de toute transposition par ¥
est une transposition.

Démonstration. On remarque d’abord que I'image d’une classe de conjugaison par 1) est
une classe de conjugaison. De plus, 1) conserve l'ordre : Vo € &,,, w (¢0(0)) = w(o). Pour
i€ [1,]%]], on note :

C; = {0 € G, o est produit de i transpositions a supports disjoints} .
Les C; sont les classes de conjugaison de &,, contenant les permutations d’ordre 2. Donc il

existe j € [1,[%]] t-q- ¥ (C1) =C;. On a alors &,, = ¥ (&) =¥ ((C1)) = (¢ (C1)) = (C;),

donc j est impair (sinon on aurait &, = (C;) C %,). Or, on a :
n n!
Vie |1, |- Ci|l = ——+—.
'e |[ {2H‘ NGl = S 2
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Ici on a |C1| = |Cj, donc :

zjlzmz <n;j>(n—2)~--(n—j+1).

On suppose par 'absurde j > 1. Dans ce cas, j > 3 (car j est impair), donc n > 6 (car
j<%),dotn>7 (car n #6). Alors (n —2)---(n—j+1)| 27! donc (n — 2) est une
puissance de 2 supérieure a 4. Si j > 4, alors (n — 3) est aussi une puissance de 2, ce qui
est impossible. Donc j = 3, d’ou 24 = (n — 2)---(n — 5). C’est impossible pour n # 6.
Ainsi, j =1 et ¢ (C1) = C; : 'image de toute transposition est une transposition. Ol

Lemme 23.43. (a,b,c,d) € [1,n]*, avec a # b et ¢ # d. Alors les transpositions (ab) et
(cd) commutent ssi {a,b} N {c,d} n'est pas un singleton.

Proposition 23.44. Sin # 6, Aut (&,,) = Int (S,,).

Démonstration. Pour 7 € &,,, on notera ¢, : 0 € &, — 707! € &,. On peut de
plus supposer n > 3. Soit ¢ € Aut (S,). On sait que I'image de toute transposition par
1 est une transposition. Comme (12) et (13) ne commutent pas, leurs images par ¢ ne
commutent pas et on peut poser (ab) = 9 ((12)) et (ac) = ¥ ((13)), avec b # c. Soit
s € 6, t.q. s(a) = 1, s(b) = 2 et s(c) = 3. Quitte a remplacer ¥ par @g o 1, on peut
supposer :

p((12)=(12) et P((13))=(13).

Sin=3,onav =id € Int (&,,). On suppose donc n > 4. Soit i € [4,n]. (1i) ne commute
pas avec (12) donc ¢ ((14)) est de la forme (17) ou (2), pour j € [4,n]. De méme, (11)
ne commute pas avec (13) donc ¥ ((17)) est de la forme (15) ou (37). En déduire que
Y ((1i)) = (1j), pour j € [4,n]. Soit alors p € &, t.q.

Vi€ [2,n], ¢ ((14) = (1e(i)) .

Ainsi, ¢ et ¢, coincident sur {(114), i € [2,n]} qui engendre &, donc ¢ = ¢, € Int (S,,).
U
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Anneaux

I Généralités
Définition 24.1 (Anneau). Soit A un ensemble, + et x deux LCI sur A. On dit que
(A, 4, x) est un anneau lorsque :
(i) (A,+) est un groupe commutatif de neutre noté Oy.
(ii) x est associative et distributive par rapport d +.
(iii) x admet un neutre noté 1, dans A.
Si de plus x est commutative, A est dit anneau commutatif. Si 14 = 04, alors A = {0a}

et on dit que A est [’anneau nul.
Proposition 24.2 (Formule du multinéme). (A, +, X) un anneau, (x1,...,x,) € AP. On
suppose que T1,...,T, commutent deux d deus. Alors :
n!
* n __ k k
vneN,(l’l‘i“’_fL’p) = Z m.fllX"'Xxpp.
k1+-+kp=n P
Notation 24.3. (A, +, X) un anneau. On pose :
A*={ac A, FbeA axb=bxa=14}.
Proposition 24.4. (A, +, X) un anneau. Alors (A*, x) est un groupe.

Définition 24.5 (Anneau integre). (A,+, x) un anneau commutatif. On dit que A est
integre lorsque :
V(a,b) € A% a xb=04 = a =0y ou b=0,.

Définition 24.6 (Corps). Soit K un ensemble, + et x deuzx LCI sur K. On dit que
(K, +, x) est un corps lorsque :

(i) (K, 4, %) est un anneau commutatif non nul.

(if) K* = K\{0}.
Proposition 24.7. Tout corps est integre.
Définition 24.8 (Sous-anneau). (A, +, x) un anneau. On appelle sous-anneau de (A, +, X )
tout BC A t.q. :

(i) B est un sous-groupe de (A, +),
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(ii) B est stable par X,
(iii) 14 € B.
Proposition 24.9. (A, +, xX) un anneau. Si B est un sous-anneau de (A,+,x), alors

(B, +B2, X|Bz) est un anneau (mais la réciproque est fausse).

a 0
00

anneau, mais B n’est pas un sous-anneau de (My (R), 4+, x).

Exemple 24.10. On considére B = {( > , G € R} C My (R). Alors (B,+, x) est un

Proposition 24.11. (A, +, X) un anneau. Si B est un sous-anneau de (A, +, x), alors :
B*C A*nB.

Définition 24.12 (Morphisme d’anneaux ou de corps). (A, +, x) et (B, +, x) deuz an-
neaux (ou corps). On dit que ¢ : A — B est un morphisme d’anneaux (ou de corps)
lorsque :

(i) V(a,b) € A%, ¢(a+b) = d(a) + &(b),
(i) ¥(a,b) € A%, ¢(ad) = ¢(a)¢(b),
(i) ¢ (1a) = 1p.
Proposition 24.13. (K, +, x) un corps, (A, +, x) un anneau non nul. Si ¢ : K — A est

un morphisme d’anneauz, alors ¢ est injectif.

Démonstration. Soit € K\{0}. Alors ¢(x)¢ (z7!) = 14, donc ¢(x) # 0, donc = ¢
Ker ¢. Ainsi, Ker ¢ = {0}. O

II L’anneau Z/nZ

Définition 24.14 (Multiplication dans Z/nZ). On a construit le groupe commutatif
(Z/nZ,+) comme groupe quotient. On munit Z/nZ de x définie par :

" ‘(Z/nZ)Q — Z/nZ
| @y—T

7 — 7/nZ

Alors (Z/nZ,+, x) est un anneau et l’application est un morphisme d’an-

r——T
neauzr.

Proposition 24.15. (A, +, X) un anneau. L’ensemble Ay = (1a) (le sous-groupe engendré
par 15 dans (A, +)) est un sous-anneau de (A, 4+, X), dit anneau premier de A.
(i) Si Ag est infini, alors Ag ~ Z (en tant qu’anneau,).

(ii) Si [Ao| = n, alors Ag ~ Z/nZ (en tant qu’anneau).

Proposition 24.16. n € N*, m € Z. S’équivalent :
(i) mAn=1.
(ii) m engendre (Z/nZ,+).

(iii) m € (Z/nZ)".

Corollaire 24.17. (Z/nZ,+, X) est un corps ssi n est premier.
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Définition 24.18 (Indicatrice d’Euler). On définit :

CIN*— N*
7 n— |{m e [1,n], mAn=1}"

Proposition 24.19. n € N*.

(1) [(Z/nZ)"] = o(n).

(ii) Si (G, ) est un groupe cyclique de cardinal n, alors G admet ¢(n) générateurs.

Vocabulaire 24.20 (Fonctions multiplicatives). ¢ : N* — C*.
(i) On dit que 1) est multiplicative lorsque :

V(m,n) € ()2, m Am =1 = p(mn) = $(m)(n).
(ii) On dit que v est totalement multiplicative lorsque :
V(m,n) € (N*)?, ¥(mn) = ¥(m)i(n).

Lemme 24.21. (m,n) € (N*)2. On note s, : Z — Z./mZ et s, : Z — L/nZ les surjections
canoniques. Sim | n, alors il existe une unique application Sy, : Z/nZ — Z/mZ t.q.

Sm = Sn,m © Sn.
De plus, spm est un morphisme surjectif d’anneaux.

Théoréme 24.22 (Théoréme des restes chinois). (ny,...,ns) € (N*)*. Siny,...,ns sont
premiers entre eux deux d deuz, alors :

Z](ny--ng) L~ (Z/mZ) X --- X (Z/nsZ) .
Plus précisément, en notant N =nq ---ng, on pose :
T Z/NZ — (Z)nZ) x -+ X (Z/nsZ)
. B (SN,nl(’Y)v"'sz,ns(’Y))

Alors T est un morphisme d’anneauz, et T est un isomorphisme ssi nq,...,ns sont pre-
miers entre eur deux ¢ deuwx.

Corollaire 24.23. ¢ est multiplicative.

Démonstration. Soit (m,n) € (N*)? avec m An = 1. Alors p(mn) = |(Z/mnZ)*| =
(Z/mZ)* x (ZnZ)"| = |(Z/m2)"|- | @/nZ)*| = e(m)e(n). [

Corollaire 24.24.
Vn € N¥, —nH(l—)
peP,
Démonstration. Montrer que Vp € P, Va € N*, ¢ (p®) = p® — p®~L, puis conclure en
utilisant le fait que ¢ est multiplicative. O

(07

Proposition 24.25.

Vn e N, n= Z(p(d)
din
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Démonstration. Poser A = {%, ke [[l,n]]} et, pour d | n :
Ad:{mGA, JgeN, gAd=1et z = }

Montrer que A = | g, A4 et en déduire le résultat. O]

ISHES

Proposition 24.26. (G,-) un groupe. On suppose que, pour tout d € N*, G a au plus un
sous-groupe de cardinal d. Alors G est cyclique.

Démonstration. Pour d € N*, on pose B(d) = {z € G, w(z) = d}. OnaVd € N*,|B(d)| €
{0,(d)}. Donc :

n=IGl=||B@d|= > od) <) ¢d)=n
din B(zllgr;g din

Par conséquent 3- g, (d) = >y, #(d). Donc, pour tout d | n, B(d) # @. En particulier
B(d)#@
B(n) # @ donc G est cyclique. O

Proposition 24.27. (K, +, x) un corps. Alors tout sous-groupe fini de (K*, x) est cy-
clique.

Démonstration. Soit G un sous-groupe fini de (K*, x). On note n = |G|. Tout élément
de G est racine du polynéme X™ — 1, qui a au plus n racines, donc :

X"—1=]] (X —w).
weG

Ceci montre que, pour tout d € N*, (K*, x) admet au plus un sous-groupe de cardinal d
(ce sous-groupe étant ’ensemble des racines de X¢ —1). Ainsi, pour tout d € N*, G admet
au plus un sous-groupe de cardinal d. D’aprés la proposition 24.26, G est cyclique. O

Corollaire 24.28. p € P.
(Z/pZ)" = Z/(p — 1)Z.

IITI Caractéristique d’un corps

Définition 24.29 (Caractéristique). (K, +, x) un corps. On considére 1x comme élément
du groupe (K, +).

(i) Si 1k est d’ordre infini, on dit que K est de caractéristique nulle.

(ii) Si 1k est d’ordre fini, alors w (1g) est un nombre premier appelé caractéristique de

K et noté car K.

Définition 24.30 (Corps premier). (K, -+, X) un corps. On appelle corps premier de K,
noté Ko, le plus petit sous-corps de K (au sens de 'inclusion).

Proposition 24.31. (K, +, x) un corps.
(i) SicarK =0, alors Ky ~ Q.
(ii) SicarK = p, alors Ko ~ Z/pZ.
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Vocabulaire 24.32 (Nombre primaire). On dit que n € N* est un nombre primaire
lorsqu’il existe p € P et v € N* {.q. n = p”.

Proposition 24.33. Le cardinal d’un corps fini est un nombre primaire.

Démonstration. Soit (K, +, x) un corps fini. Munir K d’une structure de Ky-espace
vectoriel par restriction de x a Ky x K. Comme K est fini, il est de caractéristique finie,
et de dimension finie en tant que Kg-espace vectoriel. En notant p = carK et d = dim K,
on a alors |K| = p. O

Proposition 24.34. Si q est un nombre primaire, alors il existe un unique corps de
cardinal q (& isomorphisme pres), et ce corps est noté F,.

IV Idéaux

Définition 24.35 (Idéal). (A, +, x) un anneau commutatif. On appelle idéal de A tout
JCA tg

(i) J est un sous-groupe de (A,+),
(ii) J est absorbant, i.e. V(a,x) € A X J, ax € J.
Proposition 24.36. (A, +, X) un anneau commutatif. I un idéal de A. S’équivalent :
(i) I=A4A,
(i) 14 €7,
(iii) INA* # 2.
Proposition 24.37. Toute intersection d’idéauzx est un idéal.

Définition 24.38 (Idéal engendré par une partie). (A, +, x) un anneau commutatif, ) C
A. On notera () le plus petit idéal de A contenant Q.

Proposition 24.39. (A, +, x) un anneau commutatif.
(i) VQ e P(A), () ={a1w1 + - +asws, s €N, a € A®, w e O}
(i) Y(g1,---,9r) €A, (g1,---,9r) = 1A+ - + grA.

(iii) Vo € A, (z) = zA.

Définition 24.40 (Idéal principal). (A, 4+, X) un anneau commutatif. On dit que l’idéal
J C A est principal lorsque :
dz e A, T=(x).

Définition 24.41 (Anneau principal). On dit que l’anneau intégre (A, +, x) est principal

lorsque tout idéal de A est principal.

V  Corps des fractions d’un anneau integre

Notation 24.42. (K, +, x) un corps. Pour (z,y) € K x K*, on note % =zy~ L.

Définition 24.43 (Corps des fractions). (A,+, X) un anneau intégre. On munit A X
(A\{0}) d’une relation binaire R définie par :

Y ((a,b),(c,d) € (A x (A\{O})?, (a,b)R(c,d) <> ad = be.
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R est une relation d’équivalence; on note K l'ensemble des classes d’équivalence et s :
A x (A\{0}) — K la surjection canonique. Alors on peut munir K de + et x t.q.

s(a,b) + s (c,d) = s (ad + bc, bd)

2
¥ ((a,b), (c,d)) € (A x (A\{0}))?, {S(a’ b) x s (c,d) = s (ac, bd)

(K, +, x) est alors un corps, dit corps des fractions de A. Et l’application

A—K

I a+— s(a,lp)

est un morphisme injectif d’anneauz, ce qui permet d’identifier a € A a j(a) et de consi-
dérer que A C K.
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Polynomes

I Polynomes a coefficients dans un anneau commutatif

Notation 25.1. Dans toute cette section, (A, +, x) est un anneau commutatif.

Définition 25.2 (Polynémes). On définit :
A[X] = {a e AN, a stationne en 0}.
On munit A[X] de + et x définies par :

a+b=(ay+ bn)neN

V(a,b) € A[X]?, {
axb=(>r—0akbn—t)pen

Alors (A[X], 4+, X) est un anneau. Et Uapplication

A — A[X]

J: a+— (0po - @)

neN

est un morphisme injectif d’anneauz, ce qui permet d’identifier a € A a j(a) et de consi-
dérer que A C A[X].

Notation 25.3. On pose X = (dp1 - 1),,cn-
Proposition 25.4. P € A[X]\{0}. Alors il existe (ag, ...,aq) € AT, avec ag # 0, t.q.
d
P=> ax*
k=0
De plus, cette écriture est unique.

Définition 25.5 (Degré). P = Y% _,apx X* € A[X]\{0} avec ag # 0. On note deg P = d.
On définit de plus deg0 = —oo. Et on pose, pour m € N :

Ap[X] ={P € A[X], deg P < m}.
Proposition 25.6. Si A est intégre, alors :
Y(P,Q) € A[X]?, deg(PQ) = deg P + deg Q.
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Corollaire 25.7. Si A est intégre, alors A[X] est intégre.

Définition 25.8 (Racines d’un polynéme). P = Zi:o ap X" € A[X], w € A. On définit :
d
P(w) = Z apw® € A.
k=0

On dit que w est une racine de P lorsque P(w) = 0.

Proposition 25.9. P € A[X], w € A. Alors :
Pw)=0<= (X —w) | P.

Proposition 25.10. P € A[X]\{0}. Si A est intégre, alors P a au plus deg P racines.

IT Arithmétique dans K[X]

Notation 25.11. Dans ce chapitre, (K, +, x) est un corps.

Proposition 25.12. K[X] est principal, et tout idéal non nul de K[X] posséde un unique
générateur unitaire (i.e. de coefficient dominant égal a 1).

Démonstration. Soit J un idéal non nul de K[X]. Soit P € J\{0} unitaire tel que :

deg P = min deg@.
8P = i, deed

Montrons que J = (P). (D) Clair. (C) Soit A € J. On effectue la division euclidienne de
A par P :
A=BP+R, (B,R)€K[X]x Kqegp_1|X]-

Ona R=A—-BP € 7, or degR < deg P, donc par définition de P, R = 0. Ainsi,
A= BP e (P). O

Définition 25.13 (PGCD). (Ay,...,As) € K[X]*. Si3i € [1,s], Ai # 0, alors on appelle
PGCD de Ay,..., As, noté Ay A--- A\ Ag, Uunique générateur unitaire de (Ay, ..., As). Si
Ay =---=A,=0, alors on pose Ay A---NAg =0.

Proposition 25.14. (Ay,..., As) € K[X]®, D € K[X]. Alors :

D= /S\Ai<:>[VMeK[X], (Vi€ [L,s], M | A) < M | D].
=1

Proposition 25.15 (Egalité de Bézout). (A1, ..., As) € K[X]*. Alors il existe (Uy,...,Us) €
K[X]® t.q.

S UAi =\ A
i=1 i=1

Définition 25.16 (Polynémes premiers entre eux). (Pi,..., Ps) € K[X]*.
(i) S’équivalent :
(a) (P1,...,Ps) =K[X].
(b) Aiwi P = 1.
(¢) I(Uy,...,Us) e K[X]*, >0 U P = 1.
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(d) Ni={Q e K[X], Q[ P} =K.
Si ces conditions sont vérifices, on dit que Py, ..., Ps sont premiers entre eux dans
leur ensemble.

(ii) On dit que Py, ..., Ps sont premiers entre eux deux a deux lorsque :
V(i,j) € [1,s]% i #£j= P AP;j=1.

Proposition 25.17. (P1,...,Ps) € K[X]*, s > 2. Si P1,..., Ps sont premiers entre eux
deuz a deux, alors Py, ..., Ps sont premiers entre eux dans leur ensemble.
Lemme 25.18 (Lemme de Gauss). (4, B,C) € K[X]3.
(i) St A|BC et ANB =1, alors A | C.
(i) SiAANB=1,A|C et B|C, alors AB | C.
(iii) Si ANB=1et ANC =1, alors AN BC = 1.

Démonstration. (i) Soit (U, V) € K[X]? t.q. AU + BV =1, soit M € K[X] t.q. BC =
MA. Alors C = A(UC + VM), donc A | C. (ii) et (iii) Idem. O

IITI Polynomes irréductibles

Définition 25.19 (Polynéme irréductible). P € K[X]. On dit que P est irréductible
lorsque :

(i) degP > 1,
(ii) V(Q,R) € K[X]?, P = QR = Q € Ko[X] ou R € Ko[X].

Proposition 25.20. Tout polynome mnon constant s’écrit comme produit de polyndémes
irréductibles.

Proposition 25.21. (P,Q) € K[X]?. Si P est irréductible, alors P | Q ou PAQ = 1.

Corollaire 25.22. (P,Q) € K[X]2. Si P et Q sont irréductibles et distincts, alors PAQ =
1.

Théoréme 25.23. Tout polynéme non constant s’écrit de maniére unique comme produit
d’une constante et de polynomes irréductibles unitaires.

Proposition 25.24. (P, Q) € K[X]?. S’équivalent :
(i) PANQ=1.
(i) 3(U,V) € K[X]?, PU +QV = 1.

(iii) P et @ n'ont aucun diviseur irréductible en commun.

IV  Corps algébriquement clos

Définition 25.25 (Polynome scindé). P € K[X]|. On dit que P est scindé lorsque P est
produit d’une constante non nulle et de polynomes du premier degré.

Définition 25.26 (Corps algébriquement clos). S’équivalent :
(i) Tout polynome de K[X]|\{0} est scindé.
(ii) Tout polynome de K[X]\Ko[X] posséde une racine.
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(iii) Pour tout P € K[X]\Ko[X], P (K) =K.
(iv) Les polynomes irréductibles de K[X] sont exactement les polynomes de degré 1.

Si tel est le cas, on dit que K est algébriquement clos.
Théoréme 25.27 (Théoreme de d’Alembert-Gauss). C est algébriqguement clos.

Démonstration. Soit P € C[X]\Cy[X]. On suppose par 'absurde que P ne s’annule pas.
Premiére étape. Soit R € Ry t.q. Vz € C, |2| > R = |P(z)| > |P(0)|. Comme By (0, R)
est un compact, soit w € Bf(0, R) t.q. |P(w)| = min.cp,(o,r) [P(2)| (d’apres le théoréme
14.22). Alors :
|P(w)| = min |P(2)| > 0.
zeC

Deuziéme étape. On pose @ = P(F),ij)w). Alors Vz € C, |Q(2)| = 1 = Q(0). On pose ensuite :

1

D’apres le théoreme 22.10, f est développable en série entiére autour de 0 : il existe r > 0
et a € CN t.q.

Vz € B,(0,7), f(2) = i anz".
n=0

Soit p €]0,r[. D’apres la proposition 22.29, on a :

L= 10 =a0= = [T (o) an= 1 [T (5 (o)) a0

<o [Tl () a0 < L [T an=1

Par conséquent, dans ce qui précede, toutes les inégalités sont des égalités, d’ou on déduit :
Vz € B, (0,7), f(z) =1.

Donc Vz € B, (0,7), Q(z) =1, d’out @ = 1. C’est absurde, car () est non constant. O

Proposition 25.28. P = X¢ + Zz;é apX* € C[X]\C1[X] unitaire. On pose :

d—1
R=X"—>"|a| X*.
k=0

Alors :
(i) R posséde une unique racine r dans R .

(ii) Si z est une racine de P dans C, alors |z| < r.

Démonstration. On pose :

d—1
, . ||
go.a:ERJr»—ME—de_l_k e R.
k=0
(i) ¢ /7 et limg+ ¢ = —o0, limyop = 400, donc ¢ : RYT — R est une bijection

et s’annule en un unique point r. Le résultat est alors immédiat car Vo € R* | R(x) =
29 1p(x). (i) Soit z une racine de P dans C. On peut supposer z # 0. On a alors :

R = S P
ol =g 2| < Y — i
S k=0 12|
Donc ¢ (|z]) < 0= ¢(r). Comme ¢ /7 |z] < r. O
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V Radiographie des polynoémes
Notation 25.29. Dans cette section, I est un surcorps de K.
Proposition 25.30. P € K[X\Ko[X]. Soit A € K*, Py,..., Ps des irréductibles de K[X]
t.q.
P=AT[P.
i=1

Pour i€ [1,s]), soit Il;1,...,1L;,, des irréductibles de L[X] t.q.

Vi

P =] ;.

=1

Alors ’écriture

P:)\Hﬁﬂm

i=1j=1

est la décomposition en polyndmes irréductibles de P sur L[X].
Proposition 25.31. Les irréductibles unitaires de C[X] sont les (X —w), w € C.

Lemme 25.32. (P, Q) € K[X]?. Alors :
(3M € L[X], Q = PM) = (IM € K[X], Q = PM).

Autrement dit, si P | Q au sens de L[X], alors P | Q au sens de K[ X].

Proposition 25.33. Les irréductibles unitaires de R[X] sont :
(i) Les (X —a), a € R,
(ii) Les (X? —2bX +¢), (b,c) eR?, b? < c.

Démonstration. Il est clair que ces polynémes sont irréductibles sur R[X]. Réciproque-
ment, soit P un irréductible unitaire de R[X]. On peut supposer deg P > 2. Ainsi, P n’a
pas de racine dans R. Soit w une racine de P dans C (d’apres le théoréme 25.27). Comme

P € R[X], on a P(w) = P(w) = 0, donc @ est aussi racine de P. Ainsi, (X —w) | P
et (X @) | P. Orw ¢ R donc (X —w) A (X —@) = 1, d'oir (X2~ 2XR (w) + wf*) =
(X —w) (X —w) | P au sens de C[X]| donc au sens de R[X] (d’apres le lemme 25.32). Or
P est irréductible et unitaire, donc :

P=X2_2XRw)+ |w]*.

VI Polynémes a coefficients rationnels

VI.1 Polyn6mes cyclotomiques
Définition 25.34 (Polynomes cyclotomiques). Pour n € N*, on définit le n-iéme poly-
nome cyclotomique par :
2ikm
o, = H (X—e n )

ke[l,n]
kAn=1
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Proposition 25.35. Vn € N*, X" —1 =[]y, ®a-
Proposition 25.36. Vn € N*, ®,, € Z[X].

Démonstration. Par récurrence forte sur n, en utilisant la division euclidienne de (X" —1)
par [] 4, ®4 dans Z[X]. O
d<n

VI.2 Polyndmes a coefficients entiers

Notation 25.37. On définit la réduction modulo p : pour A = S7_,ax X" € Z[X], on
pose A=Y71_, ar X e F,[X], ot @y est la classe d’équivalence de ay, dans F).
ZIX] — Fp[X]

Proposition 25.38. L’application _ est un morphisme d’anneauz.
A— A

Définition 25.39 (Contenu). Soit P = S°7_,ax X" € Z[X]\{0}. On définit le contenu
de P par :

k=0

Vocabulaire 25.40 (Polynémes primitifs). P € Z[X]. Si C(P) =1, P est dit primitif.
Lemme 25.41. V(P, Q) € Z[X]?, C(PQ) = C(P)C(Q).

Démonstration. Ecrire P = C(P)P, Q=C (Q)Q, ot P et Q sont des polynémes primitifs
de Z[X]. On a alors PQ = C(P)C(Q)PQ. Supposer alors par I'absurde PQ non primitif.
Dans ce cas, il existe p € P t.q. p | C (]5@) Alors P x @ = ]5@ = Op,[x]- Or Fp est un

corps donc F,[X] est integre d’ou P = Op,[x] ou @ = Op,[x]- C’est une contradiction car
P et Q sont primitifs. Ainsi PQ est primitif et C(PQ) = C(P)C(Q). O

Proposition 25.42. P € Z[X]|\Zo[X]. Soit (Q1,...,Qs) € Q[X]* t.q.
P=0Q; Qs
Alors il existe (my,...,ms) € (Q*)° t.q.
P=(mQ1) - (msQs) et Viel[l,s], (miQ;) € Z[X].

Démonstration. Pour i € [1, s], soit d; un dénominateur commun a tous les coefficients
de Q; : d;Q; € Z[X]. On note alors n; = C (d;Q;), et Q; = %Qi (donc C (Qz> =1).On a

ainsi :

N1+ Ne A ~
P= o Qs
S
Or, avec le lemme 25.41, on obtient %7+ = C(P). Donc :

P=C(P)Q1---Qs et Vie[l,s], Qi€ Z[X].
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VII Dérivation formelle

VII.1 Généralités
Définition 25.43 (Dérivation formelle). On définit :

K[X] — K[X]
.| d d—1 )
Z ap Xt — Z(k‘ + Dapp X*
k=0 k=0

D

Pour P € K[X], on notera P' = D(P) et, pour k € N, P*) = Dk (P).

Proposition 25.44.
(i) D € £ (K[X]).
(i) ¥(P,Q) € K[X]?, D(PQ) = P-D(Q) + Q- D(P).

Proposition 25.45.
(i) SicarK =0, alors Ker D = Ko[X].
(ii) SicarK =p € P, alors Ker D = Vect (X", n € N).
Proposition 25.46 (Formule de Taylor formelle). P € K4[X], a € K. On suppose car K =

0. Alors :

i pk)(q
P:kzzjo k!( )(X—a)k.

VII.2 Multiplicité des racines
Définition 25.47 (Multiplicité d’une racine). P € K[X]\{0}, a € K, w € N.
(i) On dit que a est racine d’ordre w de P lorsque :

(X—a)“|Pet (X—a)“ P

(ii) On dit que a est racine d’ordre au moins w de P lorsque (X —a)® | P.

(iii) On dit que a est racine multiple de P lorsque a est racine d’ordre au moins 2 de P.

Proposition 25.48. P € K[X]\{0}, a € K, w € N. Alors a est racine d’ordre w de P ssi
P(a) = P'(a) = -+ = P¥(a) = 0 # P“T(a).

Définition 25.49 (Polynéme scindé). P € K[X]\{0}.

(i) On dit que P est scindé lorsque P est produit d’une constante non nulle et de poly-
nomes du premier degreé.

(ii) On dit que P est simplement scindé lorsque P est scindé et que toutes les racines
de P sont simples (i.e. d’ordre 1).

Proposition 25.50. P € K[X]\{0}. On suppose que K est algébriquement clos. Alors P
est simplement scindé ssi P A P' = 1.
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Proposition 25.51. Q € Q[X]|\Qo[X] unitaire. D’aprés le théoréme 25.27, Q est scindé
sur C : il existe (21,...,2s) € C* deur a deuz distincts, (my,...,ms) € (N*)® t.q.

Q=] —=)".
i=1

Alors :

s

[I1(X —=)eQlx].

=1

Démonstration. Montrer que Q A Q' = [[5_; (X — z)™ . Or Q A Q' € Q[X]. Donc
-1 (X—Zi):%EQ[X]' O

Corollaire 25.52. P € Q[X]. Si P est irréductible sur Q, alors les racines de P dans C
sont simples.
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Espaces Vectoriels

Notation 26.1. Dans ce chapitre, (K, +, x) est un corps.

I Généralités
Définition 26.2 (Espace vectoriel). E un ensemble, + une LCI sur E, - une LCEKXE —
E. On dit que (E,+,-) est un K-espace vectoriel lorsque :

(i) (E,+) est un groupe commutatz'f.

Alz+y)=A-xz+ Ay
(i) YO\, p) €K%, V(z,y) €E% { AN +p)-o=X-z+p -z
Axp)-z=X (- )
(iii) Vx € B, 1Ig -z = x.

Les éléments de E sont dits vecteurs, les éléments de K sont dits scalaires.

Définition 26.3 (Combinaison linéaire). E un K-espace vectoriel, v € ET. On appelle
combinaison linéaire des (u;);c; tout vecteur x € E t.q.

A € P(I), INEK, 2= Au,.
JjeJ

Définition 26.4 (Espace engendré). E un K-espace vectoriel, u € E!. L’ensemble des
combinaisons linéaires des (u;);c; est le plus petit sous-espace vectoriel de E contenant les
(u;);e- 1l est appelé espace engendré par les (u;);c; et noté Vect ((u;);c;)-

Définition 26.5 (Famille libre ou génératrice). E un K-espace vectoriel, u € EL.

(i) On dit que (u;),c; est libre lorsque :
jed
(ii) On dit que (u;);c; est génératrice lorsque :
E = Vect ((ui);eg) -

Définition 26.6 (Espace engendré par une partie, partie libre ou génératrice). E un
K-espace vectoriel, A C E.
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CHAPITRE 26. ESPACES VECTORIELS

(1) On note Vect (A) = Vect ((a),c.4)-

(ii) On dit que A est libre (resp. génératrice) lorsque (a), 4 est libre (resp. génératrice).

Remarque 26.7. E un K-espace vectoriel, u € E'. On note U = {u;, i € I}.
(i) (us);cr est génératrice ssi U est génératrice.

(i) (wi);ep est libre ssi U est libre et Uapplication i € I — u; € U est injective.

Définition 26.8 (Base). E un K-espace vectoriel, B C E, e € ET. On dit que B (resp.
(€i);c1) est une base de E lorsque B (resp. (€;);c1) est libre et génératrice.

Théoreme 26.9. E un K-espace vectoriel admettant une partie génératrice finie. Alors
E possede une base finie; de plus, toutes les bases de E ont le méme cardinal, appelé
dimension de F, et noté dim E.

Théoréme 26.10. E un K-espace vectoriel. Alors, en admettant l’axiome du choiz, F
posséde une base ; de plus, toutes les bases de E sont équipotentes.

Théoreme 26.11. F un K-espace vectoriel de dimension finie d. Alors :
E ~ K%

Théoréme 26.12 (Théoréme de la base incompléte). E un K-espace vectoriel de dimen-
sion finie, (£,G) € P(E)2. On suppose que £ est libre et G est génératrice. Alors il existe
Go C G t.q. £UGy est une base de E.

II Applications linaires

Théoréme 26.13 (Théoreéme du rang). E, F' deuzr K-espaces vectoriels, u € L(E, F). On
suppose que E est de dimension finie. Alors :

dim F = dim Ker v 4+ dim Im w.

De plus, si (e1,...,e,) est une base de E t.q. (e1,...,es) est une base de Keru, alors
(u(est1),-..,u(en)) est une base de Imw.

Remarque 26.14. On a un résultat analogue pour les groupes. Soit G, H deux groupes,
v : G — H un morphisme de groupes. St G est fini, alors :

|G| = [Ker | - |p(G)] .

Proposition 26.15. E un K-espace vectoriel. F,G deux sous-espaces vectoriels de dimen-
sion finie de E. Alors :

dim (F 4+ G) +dim (FNG) =dim F + dim G.
Démonstration. Appliquer le théoréeme 26.13 & 'application linéaire

_F><G—>F+G
| (fig9)— f+g
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Proposition 26.16. E, F deux K-espaces vectoriels. On suppose que E est de dimension
finie d et on pose (ey,...,eq) une base de E. Alors :

V(uy,...,uq) € F4, 31f € L(E,F), Yi e [1,d], f (&) = u;.

En particulier : '
L(E,F)~ FdmE

Proposition 26.17. E, F, G trois K-espaces vectoriels de dimension finie. p € L(E, F),
v € L(E,G). S’équivalent :
(i) 36 € GF,yp=60¢.
(ii) 3d € L(F,G), v =d o .
(iii) Ker ¢ C Ker .
Proposition 26.18. E., F,G trois K-espaces vectoriels de dimension finie. f € L(E,G),
g € L(F,G). S’équivalent :
(i) Ir € L(E,F), f=gorT.
(ii) Im f C Im g.

Proposition 26.19. E, F deux K-espaces vectoriels de dimension finie. u € E°, v € F*.
On pose :

Ay = {()\1,...,/\5) €K, > i _0},

i=1
M’U = {(Mla" : 7”8) € st Z,U”LU’L = O} .
i=1
S’équivalent :
(i) Ix € L(E,F), Vi€ [1,s], x (ui) = v;.
(ii) Ay C M,.

IIT Sommes directes

III.1 Sous-espaces supplémentaires
Définition 26.20 (Somme directe). E un K-espace vectoriel, F,G deuzx sous-espaces vec-
toriels de E. S’équivalent :
(i) FNnG ={0}.
(ii) Ve e (F+G), 3 (f,9) e FxG,z=f+g.
FxG—F+dG

(iii) L’application linéaire est un isomorphisme.
(fr9)— f+yg

On dit alors que F et G sont en somme directe, et l'espace '+ G est noté FF & G.

Vocabulaire 26.21 (Sous-espaces supplémentaires). E un K-espace vectoriel, F,G deuz
sous-espaces vectoriels de E. St E = F® G, alors on dit que F' et G sont supplémentaires,
ou que G est un supplémentaire de F'.

Proposition 26.22. F un K-espace vectoriel de dimension finie, F, G deuzx sous-espaces
vectoriels de E. Deux des trois propriétés suivantes impliquent la troisiéme :
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(i) F+G=E.
(i) FNG = {0}.
(iii) dim F'+ dim G = dim E.
Si ces conditions sont satisfaites, alors E = F & G.

Proposition 26.23. E un K-espace vectoriel de dimension finie. Alors tout sous-espace
vectoriel de E admet un supplémentaire.

III.2 Projections et projecteurs

Définition 26.24 (Projecteur). p € L(E) est dit projecteur de E lorsque pop = p.

Définition 26.25 (Projection). E un K-espace vectoriel, F' et G deuz sous-espaces vec-
toriels de E t.q. E=F ® G. On a alorsVe € E, (zp,zq) € F X G, v =zp + 2. On
appelle projection sur F' parallélement a G Uapplication

F— F

TEG ! .
TH—— T

Proposition 26.26. E un K-espace vectoriel, F' et G deux sous-espaces vectoriels de FE
t.gq E=F&G. Alors :

(i) mrq € L(E,F) C L(E),
(ii) Kermpg =G et Immpg = F,

(iii) mpq est un projecteur.

Proposition 26.27. E un K-espace vectoriel. p € L(E) un projecteur. Alors :

(i) E=Kerp®Imp,

(11) P = TImpKerp-
Proposition 26.28. E un K-espace vectoriel, F,G, G’ trois sous-espaces vectoriels de E.
Alors :

FoG=FoG = G=G".

Démonstration. Se placer dans F &G et poser p = mgr | € L (G,G") etp = TGP €
L (G',G). Montrer que pop’ = idg et p'op = idg. Donc p et p’ sont des isomorphismes. [

I11.3 Sommes directes d’un nombre quelconque de sous-espaces vecto-
riels

Définition 26.29 (Somme directe de n sous-espaces vectoriels). E un K-espace vectoriel,
Fi, ..., F, n sous-espaces vectoriels de E. On dit que F1,...,F, sont en somme directe
lorsque :

V.TGZFi, Hl(fl,...,fn)Gle---XFn,$:Zfi.

i=1 i=1
L’espace Y"1 | F; est alors noté @, F;.

Proposition 26.30. E un K-espace vectoriel, Fy, ..., F, n sous-espaces vectoriels de E.
Si Fy, ..., F, sont en somme directe, alors :

V(i,j) € [1,n]?, i # j = Fin F; = {0}.
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Proposition 26.31. E un K-espace vectoriel, Fi,..., F,

dimension finie de E. Fy, ..., F, sont en somme directe ssi

i=1 =1

Proposition 26.32. E, F' deuzr K-espaces vectoriels, Eq, ..
de E t.q. E = @] E;. Alors :
n

L(E,F)~]][L(Ei,F).
=1

Proposition 26.33. E, F' deux K-espaces vectoriels, Fi, ..
de F t.q. F =@, F;. Alors :

L(E,F) :éE(E,F,-).

=1

n sous-espaces vectoriels de

., By m sous-espaces vectoriels

., F, n sous-espaces vectoriels

Définition 26.34 (Somme directe quelconque). E un K-espace vectoriel, (F;);c; une
famille de sous-espaces vectoriels de E. On dit que les (F;);c; sont en somme directe
lorsque toute sous-famille finie de (F;);c; est en somme directe. On note alors :

be= U DE-

iel JePe(I) jeJ
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Matrices

I Calcul matriciel
Notation 27.1. Dans toute cette section, (A,+, X) est un anneau.
Définition 27.2 (Matrice). (n,p) € (N*)2. On définit :

M, (A) = AlLnIx[Lp]

Les éléments de M, , (A) sont appelés matrices n x p. Soit M € M, , (A).
(i) Pour (i,7) € [1,n] x [1,p], on note M;; = M(3,j). On note alors :

My -+ My,
M= (Mijh<icn = | & "
<5<
Isisp My - My,
My,
(ii) Pour j € [1,p], on note €;(M) = : € My, 1 (A). On note alors :
M,
M=[e(M) - g, (M)].
(iii) Pouri € [1,n], on note £;(M) = (Mil Mip) € My, (A). On note alors :
£1(M)
M = :
Ln (M)

On définit de plus M, (A) = M, ,, (A).
Définition 27.3 (Produit matriciel). M € M, , (A), N € M, ,(A). On définit :

p
MN = (Z Mikaj> € My, (A).
k=1 1<i<n

9

,_.
VAV/AS
Sl

NN
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Définition 27.4 (Matrices élémentaires). (u,v) € [1,n] x [1,p]. On définit :

E" = (0pu0jv)1<i<n € My p (A) .

1<g<p

Proposition 27.5. On se place dans M, (A). Alors :
V(a,b,a,B) € [[1,n]]4, E®EYS = 5, EP.
Application 27.6. Si A est commutatif, alors :
Z (M, (A)) ={\l,, A€ A}.
Démonstration. (D) Clair. (C) Soit M € Z (M, (A)). Alors :
Y(i,j) € [1,n]?, MEY = E" M.

En particulier :

. q 2 pL fp— 1y _ (il _
¥(i,5) € [1,n]?, i # j = My = (ME )i1 = (B M)ﬂ =0.
De méme :
; . i1\ _ (il _
Vi e [L,n], My = (ME )il — (E M)i1 — My,

Donc M = Mlljn- ]
Proposition 27.7. -

VM € My (A), M= Y MjEY.

1<i<n
1<y<p

II Représentations en tous genres

Notation 27.8. Dans ce chapitre, (K, 4+, x) est un corps.

Définition 27.9 (Matrice d'un vecteur). E un K-espace vectoriel de dimension n, B =

(e1,...,en) une base de E. Pour x =Y 1 x,e; € E, on définit :
I
Mp(z)=1| | € My, (K).
T,

Remarque 27.10. On identifiera M, 1 (K) a K.

Proposition 27.11. E un K-espace vectoriel de dimension n, B une base de E. Alors
Uapplication Mp : E — K™ est un isomorphisme de K-espaces vectoriels.

Définition 27.12 (Matrice d’une application linéaire). F, F' deuz K-espaces vectoriels de
dimensions respectives p,n, B = (e1,...,e,) une base de E, B = (e1,...,e,) une base de
F. Pour f € L(E,F), on définit :

Mpa(f) = [Ms(f(er) - Mg (f(ep)] € My (K).

Proposition 27.13. E, F deuzx K-espaces vectoriels de dimensions respectives p,n, B une
base de E, B une base de F.
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(i) L’application Mpg : L(E,F) = My, (K) est un isomorphisme de K-espaces vecto-
riels.

(ii) Vf € L(E, F), Vo € B, Mg (f(x)) = Mpp(f) x Mp().

Proposition 27.14. E, F,G trois K-espaces vectoriels de dimension finie et de bases
respectives Bg, Br, Bg. Alors :

vf € ‘C(EvF)a v.g € ‘C(Fa G)7 MBE,BG (g o f) = MBF,BG (g) X MBE,BF (f) .

Notation 27.15. E un K-espace vectoriel de dimension finie, B une base de E. Pour

f € L(E), on notera Mp(f) = Mpg(f).

Proposition 27.16. F un K-espace vectoriel de dimension n, B une base de E. Alors
Vapplication Mp : L(E) — M, (K) est un isomorphisme de K-algébres.

Application 27.17. E un K-espace vectoriel de dimension finie. Alors :

7 (L(E)) = {\idg, A € K}.

IIT Changement de base

Définition 27.18 (Matrice de passage). E un K-espace vectoriel de dimension n. B =
(e1,...,en), B=1(e1,...,en) deux bases de E. On pose :

P = [./\/llg (1) -+ Mp (En)} = Mg g (idg) € M, (K).

P est dite matrice de passage de B a 8. On dit que B est [’ancienne base et 5 la nouvelle
base.

Proposition 27.19. E un K-espace vectoriel de dimension finie. B, 5 deux bases de F.
On note P la matrice de passage de B a 3. Alors :

Vo e E, Mpg(x) = PMg(x).

Proposition 27.20. E., F deux K-espaces vectoriels de dimension finie, B, B’ deuz bases
de E, 3,8 deuzx bases de F. On note P la matrice de passage de B a B’ et I la matrice
de passage de 3 a 3. Alors :

Vf € L(E), Mg (f) =T" x Ms(f) x P.

IV Rangs

Définition 27.21 (Rang d’une application linéaire, d’'un systéme de vecteurs). E, F' deuz
K-espaces vectoriels de dimension finie.

(i) Pour f € L(E,F), on définit rg f = dimIm f.

(ii) Pour (vi,...,vs) € E®, on définit rg (v1,...,vs) = dim Vect (v1,...,vs).
Proposition 27.22. E, F,G trois K-espaces vectoriels de dimension finie, ¢ € L(E, F),
v e L(F,G).

rg (¥ 0 ) < min (189, rg ) .
Proposition 27.23. E, F, G trois K-espaces vectoriels de dimension finie, p € L(E, F),
Ve L(F,G).
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(i) Si ¢ est surjective, alors rg (1 o) =rg.
(ii) Si v est injective, alors rg (1 o v) =1rg .

Définition 27.24 (Rang d’une matrice). Pour A € M, ,, (K), on définit :
rg A =1g (€1(A4),...,(A4)).

Proposition 27.25. E, F deuxr K-espaces vectoriels de dimension finie et de bases res-
pectives B, 3. Alors :

Vf € E(E¢F)7 rgf =1TIg (MB,ﬁ (f)) .
Proposition 27.26. A € M, , (K), r € N. Alors :

rgA:r<:>E|(P,Q)€GLn(K)XGLP(K)’A:Plg 8] @

Définition 27.27 (Matrices équivalentes). (A4, B) € M, ,, (K)?. S’équivalent :
(i) 3(P,Q) € GL, (K) x GL, (K), A= PBQ.
(ii) rg A =rg B.

Si tel est le cas, on dit que A et B sont équivalentes.

Corollaire 27.28. A € M, , (K). Alors :
rg A =rg'A.
Corollaire 27.29. A € M, , (K). Alors :
rg A =1g(C1(A),...,C(A4)) =rg(£1(A),...,Ln(A)).
Proposition 27.30. L un surcorps de K. A € M, , (K). Alors :
rgy (A) = rgg(A),
ot rgy (A) (resp. rgg(A)) désigne le rang de A comme élément de M, , (L) (resp. M, ,, (K)).
Corollaire 27.31. L un surcorps de K. A € M, ,, (K), B € M, 1 (K). On pose :

Fx ={X €M, (K), AX = B},
S ={X €M,; (L), AX = B}.

Alors Sk # @ ssi S, # O.

V Déterminants

V.1 Applications n-linéaires

Définition 27.32 (Application bilinéaire alternée ou antisymétrique). E, F deuxr K-
espaces vectoriels. f : E*> — F une forme bilinéaire.

(i) f est dite alternée lorsque
Ve € E, f(z,x) =0.

(ii) f est dite antisymétrique lorsque
\V/(.'Ij‘,y) S E27 f(xay) = _f(y7x)
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Proposition 27.33. E, F deuz K-espaces vectoriels. f : E*> — F une forme bilinéaire.
(i) f est alternée = f est antisymétrique.

(ii) SicarK # 2, alors [ est alternée <= f est antisymétrique.
Définition 27.34 (Application n-linéaire alternée). E, F deuz K-espaces vectoriels. f :
E™ — F une forme n-linéaire. On dit que f est alternée lorsque :

Y(z1,...,2,) € E", (H(i,j) e[1,n]? i#jet z; = xj)

:>f(:c1,...,xn):0.

Proposition 27.35. F, F deur K-espaces vectoriels. f : E™ — F une forme n-linéaire
alternée. Alors :

V(z1,...,xy) € E", VYo € &y, f (:U(,(l), .. .,xg(n)> =ce(o)f(x1,...,Tpn).
Notation 27.36. E un K-espace vectoriel de dimension n. On pose :
ANE)={f:E" =K, f estn-linéaire et alternée} .

Proposition 27.37. E un K-espace vectoriel de dimension finie. Alors A(E) est un K-
espace vectoriel.

Proposition 27.38. E un K-espace vectoriel de dimensionn. f € A(E), B= (e1,...,ep)
une base de E. (x1,...,x,) € E". Pour j € [1,n], on pose (aij,...,an;) € K" t.q.
xj =Y i aje;. Alors :

[z, .. xn) = (Z e(J)HaU(j)j) fler, ... en).
j=1

O’GGn

Corollaire 27.39. E un K-espace vectoriel de dimension finie. B une base de E. On
considére :

'|A(E) — K
f—f(B)

Alors ® est un isomorphisme de K-espaces vectoriels.

V.2 Déterminant d’une famille de vecteurs

Définition 27.40 (Déterminant d’une famille de vecteurs). E un K-espace vectoriel de
dimension n. B une base de E. On définit detg € A(E) comme l'unique forme n-linéaire
alternée sur E t.q. detg (B) = 1.

Proposition 27.41. E un K-espace vectoriel de dimension n. B = (e1,...,e,) une base
de E. (z1,...,2n) € E". Pour j € [1,n], on pose (aij,...,an;) € K* t.q. x; = > i1 a;je;.
Alors :

det (1,....2) = 3 (o) [T ao;-
j=1

0’6671,

Proposition 27.42. E un K-espace vectoriel de dimension finie. B, B’ deuzx bases de E.
Alors :

(i) detp = detg (B') - detp.

149



CHAPITRE 27. MATRICES

(ii) detg (B') = (detp (B)) .

Proposition 27.43. E un K-espace vectoriel de dimension n. B une base de E. (uy, ..., u,) €
E"™. Alors la famille (uy,...,u,) est libre ssi

dBet (U1, ..., up) #0.
Proposition 27.44. FE un K-espace vectoriel de dimension n. B une base de E. Alors
Uapplication detg : E™ — K est polynomiale.
Corollaire 27.45. E un K-espace vectoriel de dimension n. On pose :
V={(u1,...,un) € E", (u1,...,up) est liée}.
Alors V' est une variété algébrique de E™.

Proposition 27.46. E un K-espace vectoriel de dimension finie. f € L(E). Si B et B’
sont deux bases de E, alors :

dgt f(B)= dBe/tf (B').

V.3 Déterminant d’une application linéaire

Définition 27.47 (Déterminant d’une application linéaire). E un K-espace vectoriel de
dimension finie. B une base de E. On définit :

L(EF) —K

det : f'—>d§tf(l3)'

det ne dépend pas de B.

Proposition 27.48. E un K-espace vectoriel de dimension n. Alors :
(i) Y(f,9) € L(E)?, det(go f) = (det g) (det f).
(ii) Vf € L(E), YA € K, det (Af) = A" det f.

(iii) Vf € L(FE), det f #0 <= f € GL(E).

Proposition 27.49. E un K-espace vectoriel de dimension finie. Alors det : GL(E) — K*
est un morphisme de groupes.

Définition 27.50 (SL(E)). E un K-espace vectoriel de dimension finie. On définit :
SL(E) =Kerdet = {f € GL(E), det f =1}.
SL(E) est un sous-groupe de GL(E).

V.4 Déterminant d’une matrice
Définition 27.51 (Déterminant d’une matrice). Pour A € M, (K), on pose :
det A = dcet (C1(A),..., ¢, (A)),

ot C est la base canonique de M, 1 (K).

Proposition 27.52.

VAEM, (K), det A= 3" (o) [] As(;-
0’6671, .7:1

Proposition 27.53. FE un K-espace vectoriel de dimension finie. B une base de E. Alors :

Vf € L(E), det f = det Mg(f).
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VI Mineurs

Définition 27.54 (Mineurs). A € M, ,, (K). Soit I = {i1,...,i}, J ={j1,...,Js}, avec
1< < <ip,<netl<j < - <Jjs <n. On définit :

Arg = (Aigj)1<k<r € My (K).

1<l<s

Si |I| = |J| = k, on note de plus prj(A) = det Ary. On dit que prj(A) est un mineur
d’ordre k de A.

Lemme 27.55. A € M, , (K). r € [1,min(n,p)[. St tous les mineurs d’ordre r de A sont
nuls, alors tous les mineurs d’ordre (r + 1) de A sont nuls.

Théoréme 27.56 (Théoreme des mineurs). A € M, , (K). On pose :
R(A) = max {k € [0, min(n,p)], A posséde un mineur non nul d’ordre k} ,
en considérant que tout déterminant d’ordre 0 est égal a 1. Alors :
rg A = R(A).
Application 27.57. Pour r € N, on pose :
Q(r)={M eM,, (R), rgM >r}.
Alors Q(r) est un ouvert de M, , (R).

VII Produit par blocs

Notation 27.58 (Matrices blocs). Pour (i,7) € [1,a] x [1,b], soit Aj; € My,p, (K). On

note alors
A - Ap

A=| 1 . 1| €My (K),
Aal Aab

\ b
oun = Z?:l ng, p= Zj:l Dj-

Proposition 27.59. Soit A = (A;;) € M, , (K) et B = (B;j) € M4 (K) deuz matrices
écrites sous forme de blocs.

A -+ Aw| [Bu - Bie
Agr - Awl LBy -+ B
S 1 ABr o Yoy AigBre
S AwBri o S0y AukBre
Proposition 27.60. Soit A = (A;;) € M, , (K) une matrice triangulaire par blocs :
A A - Ap
A 0 Ao
A1y
0 0 A
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Alors :

t
det A = H det A;;.
=1

VIII Décomposition LU des matrices carrées inversibles

Notation 27.61. On définit :

1 0 0
_ o L21
A, (K)=<XLeGL,(K), L= . ,
()
Lnl Ln,nfl 1
Un Ui - Uy
T, (K) = U e GL, (K), U= | °
: : Unfl,n
0O --- 0 Upn

Proposition 27.62. A, (K) et T, (K) sont des sous-groupes de G L, (K).

Vocabulaire 27.63 (Décomposition LU). A € M, (K). On dit que A posséde une décom-
position LU lorsque :

(L,U) € Ay (K) x Ty (K), A= LU.

Définition 27.64 (Mineurs principaux). A € M, (K). Pouri € [1,n], on définit u;(A) =
o (A)- pa(A), .., un(A) sont appelés mineurs principaux de A.

Lemme 27.65. A € M, (K). Si A posséde une décomposition LU, alors elle est unique.

Lemme 27.66. A ¢ M, (K). Si A posséde une décomposition LU, alors les mineurs
principaux de A sont tous non nuls.

Théoréme 27.67. A € M, (K). Si les mineurs principauz de A sont tous non nuls, alors :
(i) A e GL,(K).

(ii) A posséde une unique décomposition LU.

Démonstration. (i) Appliquer le théoreme 27.56. (ii) Par récurrence sur n. Le résultat est
vrai pour n = 1. Supposons le acquis pour n € N* et montrons le pour (n+1). Soit donc A €
M, 41 (K) t.q. les mineurs principaux de A sont tous non nuls. On pose A’ = A1l [1,0]-
Les mineurs principaux de A’ sont tous non nuls, donc il existe (L', U’) € A, (K) x T, (K)

/
t.q. A = L'U’. Soit B € M, (K), C € M, ; (K) et w € K t.q. A = [A g] Montrer

B
A cl | ' ol|lv e
B w| |BU' 1||o0 z
N——
A L U

avec z = w — BA'"*C. Reste & prouver que z # 0. En effet, A € GL,(K) et L € A,(K) C
GL,(K), donc U € GL,(K) et z # 0. Ainsi, U € T,,(K), et la récurrence se propage. [

alors que :
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e 2.3

Dualité

Notation 28.1. Dans tout le chapitre, (K, +, x) est un corps et (E,+,-) est un K-espace
vectoriel.

I Hyperplans

I.1 Notion de codimension
Proposition 28.2. F, G, G’ trois sous-espaces vectoriels de E. Alors :
FOG=FoG =G~G".
Démonstration. Voir la proposition 26.28. O

Corollaire 28.3. F un sous-espace vectoriel de E. ST F admet un supplémentaire de
dimension finie § dans E, alors tous les supplémentaires de F sont de dimension finie J.

Définition 28.4 (Codimension). F' un sous-espace vectoriel de E. Si F' admet un supplé-
mentaire G de dimension finie, on appelle codimension de F, notée codim F', la dimension

de G.

Proposition 28.5. F un sous-espace vectoriel de E. Si E est de dimension finie, alors :

codim F' = dim £ — dim F.

1.2 Hyperplans

Notation 28.6. On note G(E) l’ensemble des sous-espaces vectoriels de E.

Définition 28.7 (Hyperplan). H un sous-espace vectoriel de E. S’équivalent :
(i) codim H = 1.
(ii) Ju € E\{0}, E = H & Vect(u).

(iii) H est un élément mazimal de l’espace ordonné (G(E)\{E}, C).

Si ces propriétés sont vérifiées, on dit que H est un hyperplan de E.

Proposition 28.8. H un hyperplan de E. Alors :

Vu € E\H, E = H @ Vect(u).
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Lemme 28.9. H un hyperplan de E, F' un sous-espace vectoriel de E. Alors I C H ou
F N H est un hyperplan de F.

Lemme 28.10. H un hyperplan de E, F un sous-espace vectoriel de E de codimension
finie. Alors F C H ou codim (FNH) =1+ codim F.

Proposition 28.11. Hy,..., Hs s hyperplans de E. Alors :
S
codim (ﬂ HZ> < s.
i=1
Démonstration. Par récurrence sur s en utilisant le lemme 28.10. O

Proposition 28.12. F' un sous-espace vectoriel de E de codimension s. Alors il existe s
hyperplans Hy,...,Hg t.q.

II Formes linéaires

Définition 28.13 (Formes linéaires). On note :
E*=L(E,K).

Les éléments de E* sont appelés formes linéaires.

Proposition 28.14. On suppose que E est de dimension finie n, et on pose B une base
de E. Alors Uapplication Mp : E* — My, (K) est un isomorphisme.

Corollaire 28.15. Si E est de dimension finie, alors :
dim E* = dim E.

Proposition 28.16. H un sous-espace vectoriel de E. S’équivalent :
(i) H est un hyperplan de E.
(ii) Jp € E*\{0}, H = Ker ¢.

Corollaire 28.17. ¢ € E*\{0}, a € K. Alors o' ({a}) est un hyperplan affine de direc-
tion Ker ¢.

Lemme 28.18. ¢ € E*\{0}. Alors :
{¢p € E*, Keryp = Kerp} = {Ap, A € K*}.

Démonstration. (D) Clair. (C) Soit ¢ € E* t.q. Keriyp = Kery. Soit u € E\ Ker .
Montrer que ¢ = %gp. O

—

Notation 28.19. On note 7 (E) l’ensemble des hyperplans de E et Z(E) ’ensemble des
droites vectorielles de E.

e | H(E) — D (EY) L
Proposition 28.20. L’application y est une bijection.
Hv+— {¢y € E*, Kery) D H}
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Théoréme 28.21 (Théoréme fondamental de la dualité). (¥, ¢1,...,0,) € (E*)PT.
S’équivalent :

(i) ¥ € Vect (¢1,...,9p).

(ii) Kerey D NE_; Ker ;.

Démonstration. (i) = (ii) Clair. (ii) = (i) Récurrence sur p. H(p) : Pour tout K-
espace vectoriel E et pour tout (¢, ¢1,...,¢p) € (E*)PT Kery D MNe_; Kerp; = ¢ €
Vect (@1, ..., ¢p). H(1) est vraie d’apres le lemme 28.18. Soit p € N* t.q. H(p) soit vraie.
Soit (¢, 01,...,¢p+1) € (E*)p"s_2 t.q. Kervy D ﬂfill Ker ¢;. On pose H = Ker ¢, 1. Pour
¥ € E*, on notera J = Yig € H*. On a alors :

p
Kery D ﬂ Ker ¢;.
i=1

D’apres H(p), on dispose de (A1,...,Ap) € KP t.q. 1[1 =3P  XNipi. On note § = ¢ —
SP XNipi. On a Kerd D H = Kerpy1. D’apres H(1), il existe \pr1 € K t.q. § =
Ap+1Pp+1, Aot ¢ = Zfill Xigi € Vect (1, ..., ¢pt+1). Donc H(p + 1) est vraie et la récur-

rence se propage. O
Théoréme 28.22. (¢1,...,¢,) € (E*)P. Alors :
p
rg (1, ..., ¢p) = codim (ﬂ Kergoi> .
i=1

Démonstration. Soit F un supplémentaire de (}_, Ker ¢; dans E (F existe car codim ((N?_; Ker ¢;) <
p d’apres la proposition 28.11). En notant ¢ = Vect (¢1, ..., ¢p), poser :

‘QB — F*

= Y

Montrer que « est un isomorphisme et en déduire rg(¢1,...,pp) = din® = dim F* =
dim F' = codim (NY_; ¢;). O

III Bases duales et préduales
Proposition 28.23. Si E est de dimension finie, alors :
dim F* = dim E.
Notation 28.24. On note E** = (E*)*.
Proposition 28.25. On suppose que E est de dimension finie. On consideére :

E — E*
v . EFr—K
x —
@ — p(z)

Alors U est un isomorphisme d’espaces vectoriels.
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Définition 28.26 (Base duale). On suppose que E est de dimension d. On considére
B = (e1,...,eq) une base de E. On pose B* = (e},...,e}) € (B t.q.

V(l,j) S Hl,dﬂQ, 6:(6]‘) = (5”

Alors B* est une base de E*, dite base duale de B.

Démonstration. rg(ej,...,e}) = codim (ﬂf-l:l Ker ef) =d. O
Proposition 28.27. On suppose que E est de dimension d. On considére (ey, ..., eq) une
base de E. J

Vo e E, x:Ze;‘(w)-ei. (i)

i=1

d
VoeE* p=) ple)-ef. (i)

i=1

Définition 28.28 (Base préduale). On suppose que E est de dimension finie. On considére
B une base de E*. Alors il existe une unique base B de E t.q. B* = (8. La base B est dite
base préduale de (5.

Proposition 28.29. On suppose que E est de dimension finie. On considére B une base
de E. Alors :
Vi € E*, Mg (p) = (Mg (¢))-

IV Systemes de formes linéaires

Proposition 28.30. On suppose que E est de dimension finie d. On considére (¢1, ..., pp) €
(E*)?, et on pose :
E — KP

v (p1(2), ..., pp(x))
Ona®e L(E,KP). Et :
(i) (¢1,...,pp) est libre <= ® est surjectif.
(ii) (¢1,...,pp) est génératrice <= O est injectif.

Remarque 28.31. On reprend les hypothéses de la proposition 28.30. On pose B =

(e1,...,eq) une base de E et C la base canonique de KP. On a alors :
e1(e1) -+ @1 (ea)
Mpc (P) = : - :
epler) -+ oplea)
Donc :

P
codim (ﬂ Ker gpi> = codimKer ® =rg® =rg Mpc (P)
i=1

=18 (Mpc (®) =rg(p1,...,0p) -

Ceci fournit ainsi une autre démonstration du théoréme 28.22, en ajoutant I’hypothése que
FE est de dimension finie.
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V Systemes linéaires

Notation 28.32. Pour A € M, (K), B € M,,1 (K), on note ¥4 p le systéme linéaire
AX =B et :
yA,B = {X GMI,J (K), AX :B}.

Vocabulaire 28.33 (Rang d’un systeme linéaire). Pour A € M, , (K), B € M,,; (K), on
appelle rang du systéme linéaire X4 g le rang de A.

Lemme 28.34. Pour A € M, (K), Z40 est un sous-espace vectoriel de KP, et :
codim %4 9 = rg A.

Proposition 28.35. A € M,,, (K), B € M, 1 (K). Alors Y4 p = @ ou L4 p est un
espace affine de direction S5 et de dimension (p —rg A).
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e 29

Algebres

Notation 29.1. Dans ce chapitre, (K, +, x) est un corps.

I Généralités
Définition 29.2 (Algebre). A un ensemble, + et x deux LCI sur A, - une LCEK x A —
A. On dit que (A, +,-, X) est une K-algebre lorsque :
(i) (A, +,-) est un K-espace vectoriel,
(ii) (A, 4+, %) est un anneau,
(iii) VA, zy) e Kx A, (A-2) xy =2 x (A-y).

Si de plus x est commutative, A est dite algebre commutative.

Exemple 29.3.
(i) (K[X],+,-, x) est une K-algébre.
(i) (£

(iii) (Mg (K),+,-, X) est une K-algébre, pour d € N*.

(iv) (L, 4, x, x) est une K-algébre, pour L. surcorps de K.

(E),+,-,0) est une K-algébre, pour E K-espace vectoriel.

Définition 29.4 (Sous-algebre). (A, +,-, x) une K-algébre. On appelle sous-algebre de
(A, +,-, X) tout B C A t.q.

(i) B est un sous-espace vectoriel de (A, +,-),

(ii) B est un sous-anneau de (A, +, X).

Lemme 29.5. (A, +, -, x) une K-algébre. Une intersection quelconque de sous-algébres de
(A, +,-, X) est une sous-algébre de (A, +, -, X).

Définition 29.6 (Sous-algebre engendrée par une partie). (A, +, -, x) une K-algébre. U C
A. Alors l’ensemble des sous-algébres de (A,+,-, X) contenant U posséde un plus petit
élément, noté (U).

Proposition 29.7. (A, +,-, xX) une K-algébre. U C A. Alors :
(U) = Vect ({x1 - zp, n €N, (z1,...,2,) €U"}).

Définition 29.8 (Morphisme d’algebres). (A, +,-, %), (B,+,-, xX) deuz K-algébres. On
appelle morphisme d’algebres toute application ¢ : A — B t.q.
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(i) ¢ est linéaire,

(ii) ¢ est un morphisme d’anneauz.

Proposition 29.9. L’image directe (resp. réciproque) d’une sous-algébre par un mor-
phisme d’algébres est une sous-algébre.

IT Polynémes et algebres

Notation 29.10. Dans la suite du chapitre, (A,+,-, X) est une K-algébre.

Lemme 29.11. a € A. Alors il existe un unique morphisme de K-algébres ¢, : K[X] — A
t.q.
va(X) = a.

On a alors :
n n
Y (po, ... pn) €K' g (Zkak> =" pra”.
k=0 k=0

Notation 29.12.
(i) Pour P € K[X] et a € A, on pose P(a) = pq(P).
(ii) Pour a € A, on pose :

Kla] = Imp, = {P(a), P € K[ X]}.

Proposition 29.13. a € A.
(i) Kla] = (a).

(ii) L’algébre Kla] est commutative.

IIT Polynéme minimal

Définition 29.14 (Idéal annulateur). Pour a € A, on pose :
Jo = Kerp, = {P € K[X], P(a) =0}.

Ja est un idéal de K[ X], appelé idéal annulateur de a.

Définition 29.15 (Polynoéme minimal). a € A. Si J, # {0}, on note p, € K[X], dit
polynéme minimal de a, l'unique générateur unitaire de J,.
Proposition 29.16. a € A.

(i) Si Jo = {0}, alors ¢, : K[X] — Kla] est un isomorphisme. Ainsi, en tant que
K-espace vectoriel, A est de dimension infinie.

(ii) Si Jo # {0}, alors en notant d = deg pq, on a dimKla] = d, et (1,(1, e ,ad_l) est
une base de Kla].
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IV Algébriques et transcendants

Notation 29.17. Dans cette section, I est un surcorps de K.

Définition 29.18 (Algébriques et transcendants). a € L. On considére J, = {P € K[X], P(a) = 0}.
(i) SiJa = {0}, on dit que a est transcendant sur K.
(ii) Si Ja # {0}, on dit que a est algébrique sur K.

Proposition 29.19. a € L. S’équivalent :
(i) a est transcendant sur K.

(ii) (a"),en est une famille libre du K-espace vectoriel L.
(iii) VP € K[X]\{0}, P(a) # 0.

Proposition 29.20. Il existe des réels transcendants sur Q.

Démonstration. Montrer que ’ensemble des algébriques sur Q est dénombrable, alors
que R n’est pas dénombrable (voir proposition 6.22). 0

Proposition 29.21. a € L. 57 a est algébrique sur K, alors p, est un irréductible de
K[X].
Proposition 29.22. a € L. S’équivalent :
(i) a est algébrique sur K.
(i) (a™),en est une famille liée du K-espace vectoriel L.
(iif)
)

(iv

K[a] est de dimension finie (comme K-espace vectoriel).
K[a] est un sous-corps de L.

Démonstration. (i) < (ii) < (iii) Conséquence de la proposition 29.16. (iii) = (iv) K]a]
est un sous-anneau de L, il suffit donc de montrer que K[a|* = K]a]\{0}. Soit b € K[a]\{0}.

On considere :
K[a] — K]a]

0y :
T — bx

0y est K-linéaire et injective. Or K]a] est de dimension finie, donc 6, est un isomorphisme.
En particulier, 3x € Kla|, bx = 1. Donc b € K[a]*. (iv) = (i) Si a = 0, alors a est bien
algébrique. Sinon, comme K[a] est un corps, a~! € Kla]. Soit donc P € K[X] t.q. P(a) =
a~L. Vérifier alors que (XP — 1) (a) = 0, avec (XP — 1) # 0. Donc a est algébrique. [
Lemme 29.23. Soit & un L-espace vectoriel. Alors :

dimg £ = dimg L - dimyp, &/,
y compris si les dimensions sont infinies, avec la convention 0 x (+00) = 0.
Théoreme 29.24. On considére :

A={a€cl, a est algébrique sur K} .

Alors A est un sous-corps de L.
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Démonstration. Soit (a,b) € A2. Montrer que (K[a]) [b] est de dimension finie comme
K-espace vectoriel. Or :

K C Kla+b] C (K[a])[0)] et K CKlaxb] C (Kla])[b].

Donc K[a +b] et K[a x b] sont de dimension finie, donc (a + b) et (a x b) sont algébriques.
Ainsi, 2 est stable par + et x. De plus, 2l est stable par passage a I'inverse et contient 1.
C’est donc un corps. ]

Proposition 29.25. On note A = {a € C, a est algébrique sur Q}. Alors :
(i) A est un sous-corps de C.
(ii) 2A est dénombrable.

(iii) A est algébriqguement clos.

Démonstration. (iii) Soit P = ¢_ ar X* € A[X]\Ao[X]. On pose Ko = Q, puis, pour
n € [0,d] :
Kn—‘rl = Kn [an] .

Par récurrence sur n, on montre que K,, est un corps et qu’il est de dimension finie comme
Q-espace vectoriel. On considére alors w € C une racine de P (d’apres le théoreme 25.27).
w est algébrique sur K1 (car P(w) =0 et P € (Kgy1) [X]). Donc :

dimg Q[w] < dimg Ky [w] = dimg Kgyq - dimg,,, , Kgp1[w] < +o0.

Donc w € 2. Ainsi, P admet une racine dans 2. Donc 2l est algébriquement clos. O

V Adjonction de racines

Vocabulaire 29.26 (Corps de rupture, corps de décomposition).

(i) P € K[X] irréductible. On appelle corps de rupture de P tout surcorps L de K tel
que P posséde une racine sur L.

(ii) P € K[X]. On appelle corps de décomposition de P tout surcorps L de K tel que P
est scindé dans L] X].

Proposition 29.27. P € K[X] irréductible. Alors P admet un corps de rupture.

Démonstration. Poser L = K[X]/ (P), ou (P) est 'idéal engendré par P dans K[X].
Montrer que LL est un surcorps de K et que P (Y) = 0 dans L. O

Proposition 29.28. P € K[X]. Alors P admet un corps de décomposition.

Démonstration. Par récurrence sur le degré. Ol
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Polynomes d’Endomorphismes

Notation 30.1. Dans tout le chapitre, (K, +, x) est un corps et (E,+,-) est un K-espace
vectoriel.

I Lemme des noyaux

Lemme 30.2 (Lemme des noyaux). f € L(FE).
(1) (P, ) € K[X])2. Si PLA Py, =1, alors :

Ker (P Ps) (f) = Ker P1(f) @ Ker Pa(f).

(ii) (Pr,...,P,) € K[X]|". Si P1,..., P, sont premiers entre eux deux d deuz, alors :

Ker KH B-) <f>] ~ PKer Rf).
=1 =1

Démonstration. (i) En appliquant 1’égalité de Bézout, obtenir l'existence de (U,V) €
K[X]? t.q. UP; + VP, = 1. En déduire :

Vo € Ker(PLP2)(f), [U(f) o Pi(f)] (x) + [V (f) o Pa(f)] (z) = .

1 2

Montrer que z1 € Ker Po(f), x2 € Ker P;(f) et en déduire que Ker (P P) (f) = Ker P (f)+
Ker Py(f). Montrer ensuite que Ker P;(f) N Ker P»(f) = {0}. (ii) Par récurrence. O

II Valeurs propres d’un endomorphisme

Définition 30.3 (Eléments propres d’un endomorphisme). f € L(E). Pour X € K, on
pose :

E)\(f) = Ker (f - )\ZdE) .
(i) St Ex(f) # {0}, on dit que A est une valeur propre de f.

(ii) Siz € Ex(f)\{0}, on dit que = est un vecteur propre de f associé a la valeur propre
A
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(iii) E\(f) est le sous-espace propre de f associé d \.

On note de plus Sp(f) l'ensemble des valeurs propres de f.
Proposition 30.4. f € L(E). Alors les (Ex(f)) ek sont en somme directe.

Corollaire 30.5. f € L(FE). On suppose que E est de dimension finie. Alors f a au plus
(dim E) valeurs propres distinctes.

Proposition 30.6. f € L(F). Si (u1,...,us) € (E\{0})® est un systéme de vecteurs
propres de f associés a des valeurs propres distinctes, alors (u1,...,us) est libre.

IIT Suites a récurrence linéaire

Vocabulaire 30.7 (Suite & récurrence linéaire). u € KN. On dit que u est une suite a

récurrence linéaire lorsqu’il existe d € N* et (Bo, ..., Ba—1) € K¢ t.q.
d—1
Vn €N, Uupiq = Z BrUntk-
k=0

Proposition 30.8. (B, ...,Bq—1) € K. On pose :

d—1
&= {u eKN, VneN, upq = Zﬁkun+k} .
k=0

& — K? . . .
est un isomorphisme. Ainsi :

Alors application
ur— (ug,...,Ug—1)

dim & = d.
Notation 30.9.
(i) Pour P = X%+ Y471 pp. X% € K[X] unitaire, on pose :

d—1
E(P) = {u € KN, Vn € N, upiq+ Zpkun+k = 0} .
k=0

KN — kN

(ii) On pose o : | .
U+ (un-‘rl)nEN

Proposition 30.10. 0 € L (KN) et o est surjectif. De plus :
VP e K[X], £(P) = Ker P(0).

Lemme 30.11. P € K[X]|. Si Pi,...,Ps sont des irréductibles de K[X] deuzr a deux
distincts, et (aq,...,a5) € (N*)® t.q. P = P{" --- P® alors :

E(P) =P (P).
=1

Lemme 30.12. a € N*, A € K. On suppose car K = 0.
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(i) Si A =0, alors :
E(XY) = {u e KN, u stationne en 0 d partir du rang a} .
(ii) St A #0, alors :
(X =N = {(R(n)A")en» R € Ko [X]}

Théoréme 30.13. P € K[X]|. On suppose carK = 0. Soit \i,...,\s des éléments de
K\{0} deux d deuzx distincts, (a1,...,as) € (N*) t.q.

P=(X—=X)" (X = Xs).
Alors, pour v € KN :
u e g(P) <~ H(Ql, R ,QS) S Kal—l[X} X - X Kas—l[X]a
Vn eN, u, = ZQz(n))\?
i=1
Autrement dit, ((nj)\?)neN) 1<ics est une base de E(P).

0<y<ay

IV  Matrices semblables
Notation 30.14. Dans toute la suite de ce chapitre, on suppose que E est de dimension
finie.

Définition 30.15 (Matrices semblables). (A, B) € M, (K)?. On dit que B est semblable
a A lorsque :
3P € GL,(K), A= PBP™L.

On note alors A ~ B. Et =~ est une relation d’équivalence.

Proposition 30.16. (A, B) € M, (K)>. Si A et B sont semblables, alors A et B sont
équivalentes.

Proposition 30.17. On définit :
GL, (K) — Aut (M, (K))
D M, (K) — M, (K)
Pr— pp: 1
M +— PMP

ot Aut (M, (K)) est le groupe des automorphismes d’algébres de M, (K).
(i) Pour (A,B) € M, (K)?, on a A~ B <= 3P € GL, (K), A = pp(B).
(ii) ® est un morphisme de groupes.

(iii) Ker ® = {\,,, A € K*}.

Proposition 30.18. (A4, B) € M, (K)?, avec n = dim E. Alors A ~ B ssi il existe B, B’
bases de E et f € L(E) t.q. A= Mp(f) et B=Mp(f).

Proposition 30.19. (A4, B) € M, (K)?, TI € K[X]. Alors

A~ B =1I(A) =~ II(B).
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CHAPITRE 30. POLYNOMES D’ENDOMORPHISMES

V Trace

Définition 30.20 (Trace d’une matrice). On définit :

M, (K) — K
tr: n .
i=1
Proposition 30.21.
(i) tr € £(M, (K),K).
(ii) ¥ (A, B) € M, (K)?, tr (AB) = tr (BA).
(iii) V (4, B) e M, (K)*, A~ B= tr A = tr B.

Proposition 30.22. On définit :

M, (K) — £ (M, (K),K)
M, (K) — K
A tr (AB)

T:
Br—— 7

Alors T est un isomorphisme.
Définition 30.23 (Trace d’un endomorphisme). B une base de E. On définit :

L(E) — K

" ’ [ tr (Ms(f)”

tr ne dépend pas de B.
Proposition 30.24.

(i) tr € L(L(E),K).

(i) V(f,9) € L(E)?, tr(fog)=tr(go f).
Proposition 30.25. On définit :

L(E) — L(L(E),K)
U y L(E) — K
gr— :
g fr—tr(fog)

Alors U est un isomorphisme.

V1 Valeurs propres d’une matrice

Définition 30.26 (Eléments propres d’une matrice). A € M, (K), A € K.
(i) Si3X e M, 1 (K)\{0}, AX = XX, on dit que X est une valeur propre de A.
(i) St X € M, 1 (K)\{0} avec AX = XX, on dit que X est un vecteur propre de A

associé a la valeur propre \.

On note de plus Sp(A) l’ensemble des valeurs propres de A.

Proposition 30.27. A € M, (K), A € K, IT € K[X]. Si X est valeur propre de A, alors
II(X\) est valeur propre de I1(A).
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Proposition 30.28. f € L(E). Soit B une base de E. Alors les valeurs propres de f
sont les valeurs propres de Mg(f). De plus, Mp envoie les vecteurs propres de f sur les
vecteurs propres de Mpg(f).

Corollaire 30.29. (A, B) € M, (K)?. Si A ~ B, alors A et B ont les mémes valeurs
propres.

Proposition 30.30. A € M, (K). Alors A a au plus n valeurs propres.

VII Polynoéme caractéristique

Définition 30.31 (Polynéme caractéristique d’une matrice). A € M, (K). On pose :
xa = det (A — X1I,) € K[X],

ot (A— X1I,) est vu comme élément de M, (K(X)). xa est appelé polyndéme caractéris-
tique de A.

Proposition 30.32. A € M, (K). Alors deg x4 = n, et on connail certains coefficients
de x4 :
xa = (=1)" [X" = (tr A) X" 4 (<1)" (det A)]

Proposition 30.33. (A4, B) € M, (K)%.
Ar B = x4 =XxB-

Définition 30.34 (Polynoéme caractéristique d’'un endomorphisme). B une base de E.
Pour f € L(E), on définit :

Xf = XMg(f)-
X ne dépend pas de B.

Proposition 30.35. f € L(E), A € K. Alors :
A est valeur propre de f <= X\ est racine de x;.

Corollaire 30.36. f € L(FE). Alors f a au plus (dim E) valeurs propres distinctes.

VIII Endomorphismes cycliques
Notation 30.37. f € L(E), u € E. On note :

K[f]-u={e(u), ¢ € K[f]} = {(P(f)) (u), P € K[X]}.
Proposition 30.38. f € L(E), u € E. Alors :
(i) KI[f] - u = Vect (f*(u), k €N),
(ii) K[f] - u est le plus petit sous-espace vectoriel de E contenant u et stable par f.
Notation 30.39. f € L(F), u € E. On note :
Jju =A{P € K[X], (P(f)) (u) = 0} .

Jfu est un idéal non nul de K[X]. Son unique générateur unitaire est noté fiy,,.
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CHAPITRE 30. POLYNOMES D’ENDOMORPHISMES

Proposition 30.40. f € L(E), u € E.
(1) ppu | pg-
(ii) (u,f(u), . .,f5_1(u)) est une base de K[f]-u, ot 6 = deg sy
(i) dim (K[f] - u) = deg i f,q-
Définition 30.41 (Endomorphisme cyclique). f € L(E). S’équivalent :
(i) ue E, E=K[f] - u.
(ii) Ju € E, (u, fu),... ,fdfl(u)> est libre, ot d = dim E.
Si ces propriétés sont vérifiées, on dit que (E, f) est cyclique.

Lemme 30.42. On considére :

0 0 —a
) )
M=1op e M, (K),
. . 0 —Up—92
0O --- 0 1 —ap—1
avec (ag,...,an—1) € K". M est dite matrice de Frobenius. Et on a :
n—1
i = (=1)" (X” +> aka> .

k=0

Lemme 30.43. f € L(E). Si (E, f) est cyclique, alors :

xf(f)=0.

Démonstration. Soit v € E t.q. B = (u,f(u),...,fd_l(u)) est une base de E, ou
d = dim E. On pose (ag, .. .,aq_1) € K¢ t.q.

d—1
)+ apfFu) = 0.
k=0

Montrer alors que Mp(f) est une matrice de Frobenius, et en déduire avec le lemme 30.42
que :

Xf= (—1)¢ (Xd—l—cilaka) .

k=0
On a ainsi (x¢(f)) (u) = 0. Soit alors v € E. Comme E = K[f] - u, il existe II € K[X] tel
que v = (II(f)) (u). En déduire alors que (xf(f)) (v) = 0, puis que xf(f) = 0. O

IX Théoreme de Cayley-Hamilton

Lemme 30.44. f € L(E). Soit F un sous-espace vectoriel de E stable par f. On note
f € L(F) lendomorphisme induit par f sur F. Alors :

X7l Xy
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CHAPITRE 30. POLYNOMES D’ENDOMORPHISMES

Démonstration. Soit G un supplémentaire de F' dans E. Soit S et Sg des bases res-
pectives de F' et GG. En notant 5 = Sp U B¢, on a :

Malf) = [Mﬂg (1) g] .

Ainsi Xf = X7 XB- U
Théoréme 30.45 (Théoreme de Cayley-Hamilton). f € L(E). Alors :

xf(f)=0.

Démonstration. Soit u € E\{0}. On pose F' = K[f]-u. F est stable par f; on pose donc
f € L(F') 'endomorphisme induit par f sur F. Alors (F, f) est cyclique, donc d’apres

le lemme 30.43, on a X}“(f) = 0. Or d’apres le lemme 30.44, il existe R € K[X] t.q.
Xf= Rx}; Ainsi

() () = (B (F) oxz (7)) ) =0.
Donc Vu € E, (x¢(f)) (u) = 0. O

Corollaire 30.46. f € L(E). Alors :

prl Xy
En particulier, degpuy < dim E.

Corollaire 30.47. A € M, (K). Alors :
(i) xa(A)=0.
(i) pa | xa-

(iii) degpua < n.

Application 30.48. f € L(E). On suppose que f est nilpotent et on note v = min {k’ €N, fk = 0}.
Alors v < dim F.

Démonstration. Remarquer que py = XV, et appliquer le fait que degpuy < dim E. [
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Réduction des Endomorphismes

Notation 31.1. Dans tout le chapitre, (K, +, x) est un corps et (E,+,-) est un K-espace
vectoriel de dimension finie n.

I Matrices diagonales

Définition 31.2 (Matrices diagonales). Pour (A1,...,\,) € K", on note :

M O - 0

. 0 . T

diag (A1,..., An) = | e M, (K).
A {
0 - 0 M\,

On note de plus :
D, (K) = {diag (M,..., A\n), (A,...,\n) € K"}
Les éléments de ©,(K) sont dits matrices diagonales.

Proposition 31.3.

(i) Dp(K) est une sous-algébre de M, (K).

(ii) Pour i € [1,n], Uapplication est un morphisme d’algébres.
(iii) Pour tout (A1,...,A\n) € K" et P € K[X], on a :

P (diag (A1,..., An)) = diag (P (A1),..., P ().

(iv) Pour tout (A,...,An) € K", on a :
Xdiag()\h...,)\n) = H ()\7, - X) .
i=1

II Diagonalisation

I1.1 Diagonalisation des endomorphismes

Définition 31.4 (Endomorphisme diagonalisable). f € L(FE). S’équivalent :
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CHAPITRE 31. REDUCTION DES ENDOMORPHISMES

(i) 1l existe une base de E constituée de vecteurs propres de f.
(ii) Il existe B base de E t.q. Mg(f) € D,(K).

(iii) S% A1,...,As sont les valeurs propres distinctes de f, alors :
S
E=@EN ()
i=1

Si ces propriétés sont vérifiées, on dit que f est diagonalisable.

Proposition 31.5. f € L(FE). On suppose que f est diagonalisable et on note 5 une base
de E t.q. Mg(f) =diag(A1,...,An), ot (A1,...,\p) € K. Alors :

n

xs =] (N —X).

i=1
En particulier, A1, ..., Ay sont les valeurs propres de f.

Proposition 31.6. f € L(FE).
(i) f diagonalisable = x5 scindé.
(i) f diagonalisable <= x s simplement scindé.

Proposition 31.7. f € L(FE). S’équivalent :
(i) f est diagonalisable.

(ii) Il existe A1, ..., As deuz & deuz distincts, (w1, . ..,ws) € (N*)® tels que x5 = [1i—1 (A — X)™"
et Vi € [1,s], dim Ey,(f) > w;.

(iii) Il existe M1, ..., As deux d deux distincts, (w1, ...,ws) € (N*)® tels que x5 = [Ti—; (N — X)*"
et Vi € [[1, S]], dlmE)\l(f) = Wj.

(iv) Il existe i, ..., \s deux d deux distincts, (w1, ... ,ws) € (N*) tels que x ¢ = [[;—; (i — X)™*
et O (f — M\iid) = 0.
(v) f annule un polynome simplement scindé.
(vi) py est simplement scindé.
Proposition 31.8. f € L(FE), F sous-espace vectoriel de E stable par f. On suppose que
f est diagonalisable. Alors :
(i) L’nduit de f sur F est diagonalisable.

(ii) F posséde un supplémentaire stable par f.

Démonstration. (i) Comme f est diagonalisable, soit P un polynéme simplement scindé
annulant f. En notant f 'induit de f sur F', montrer que P (f) = 0, donc f est diagonali-

sable. (ii) Soit S = (e1,...,&s) une base de F'. Soit B une base de E constituée de vecteurs
propres de f (car f est diagonalisable). On compléte Sr en une base 8 = (e1,...,&,) de
FE avec des vecteurs de B. On considéere alors :

G = Vect (€541, --,6n) -

Alors = F ® G et G est stable par f. O
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I1.2 Diagonalisation des matrices

Définition 31.9 (Matrice diagonalisable). A € M, (K). On dit que A est diagonalisable
lorsque A est semblable d une matrice diagonale.

Proposition 31.10. f € L(E). B base de E. Alors f est diagonalisable ssi Mp(f) est
diagonalisable.
Proposition 31.11. A € M, (K).

(i) A diagonalisable = x 4 scindé.

(ii) A diagonalisable <= x 4 simplement scindé.

Proposition 31.12. A € M, (K). S’équivalent :
(i) A est diagonalisable.

(i) Il existe A1, ..., s deuz a deuz distincts, (w1, . ..,ws) € (N*)* tels que x4 = [I5_1 (A — X))
et Vi € [1,s], rg (A —wil,) < n —w;.

(iii) Il existe A1, ..., \s deuz a deuz distincts, (w1, ... ,ws) € (N*)° tels que x4 = [17_1 (i — X)*"
et Vi € [1,s], rg (A —wil,) =n — w;.

(iv) Il existe \1, ..., \s deux a deuz distincts, (w1, ... ,ws) € (N*)* tels que x4 = [[1_1 (Ni — X)*"
et TI5_; (A—NI,)=0.

(v) A annule un polynéme simplement scindé.

(Vi) pa est simplement scindé.

IIT Applications de la diagonalisation

Proposition 31.13. f € L(FE). On suppose que f est diagonalisable, et on note A, ..., A
les valeurs propres distinctes de f. Pour i € [1,s], on pose p; la projection sur Ey,(f)

parallelement & @1<j<n Ex;(f). Alors :
J#

(i) Vi e [1,s], pi € K[f].
(ii) K[f] = Vect (p1,...,ps).

Démonstration. (i) Soit i € [1, s]. Poser II; = [Ti<j<n i%;‘z, et montrer que p; = IL;(f).

J#
(ii) Soit @ € K[X]. Montrer que :

O

Lemme 31.14. (f,g) € L(E)%. Si fog= go f, alors chaque sous-espace propre de f est
stable par g.

Définition 31.15 (Commutant d’un endomorphisme). Pour f € L(E), on note :
I'(f) ={9 € L(E), gof=fog}.

Proposition 31.16. f € L(E). Alors :

(i) K[/ <),
(ii) I'(f) est une sous-algébre de L(E).

171



CHAPITRE 31. REDUCTION DES ENDOMORPHISMES

Lemme 31.17. f € L(FE). On suppose que f est diagonalisable, et on pose Ai,..., s
deuz a deux distincts, (w1, ... ,ws) € (N*)? tels que :

s

xr =[] = Xx)~

i=1
Alors :

dimI'(f) = iw?
i=1

Démonstration. Montrer :

S

L(f)={g € L(E), Vi [1,s], g(Ex(f)) C Ex, ()} =~ [ L (Bx(S)-

=1
Done dim I(f) = Y5, dim £ (Ex, (f)) = i (dim By, (1)) = Sy . =

Proposition 31.18. f € L(FE). On suppose que f est diagonalisable. S’équivalent :
(i) xf est simplement scindé.
(i) xr = py-

(iii) dimK[f] = dim E.

(iv) dimT'(f) = dim E.

(v) K[f] =T(f)-

Proposition 31.19. f € L(F), Il € K[X]\Ko[X]. On suppose que x; est simplement

scindé, et on écrit :
n

xr =[N —X),

=1

ot A, ..., A\, sont deuzr a deux distincts. Alors :
{p € L(B), TI(y) = f}| = mn ({2

Démonstration. Soit B une base de F diagonalisant f (car x; est simplement scindé).
Soit p € L(F) t.q. II(¢) = f. Alors ¢ commute avec f, donc Mp(p) commute avec Mg(f).
En déduire que Mp(p) € D,(K). Donc ¢ = diag (i1, ..., i), avec (g1, ..., pn) € K" Et
Vi € [1,n], p; € IT71 ({\;}). L'inclusion réciproque étant claire, on a :

Ms ({p € L(E), T(p) = f})
= {diag (1, fn) (a1, ) €T (A} X o x T (A1)}
O

Proposition 31.20. f € L(FE). On suppose que | est diagonalisable, et on note A1, ..., As
les valeurs propres distinctes de f. Alors les sous-espaces vectoriels de E stables par f sont
les @i, Gi, ou G; est un sous-espace vectoriel de Ey,(f), pouri € [1, s].

172



CHAPITRE 31. REDUCTION DES ENDOMORPHISMES

IV Matrices triangulaires

Définition 31.21 (Matrice triangulaire). A € M, (K). A est dite triangulaire supérieure
(resp. inférieure) lorsque V(i,7) € [[1,71]]?7 i>j = Ay =0 (resp. V(i,j) € [1,n]? i <
j = Ai; =0). On note T; (K) (resp. T, (K)) l’'ensemble des matrices triangulaires supé-
rieures (resp. inférieures).
Proposition 31.22.

(i) T2 (K) est une sous-algébre de M, (K).

(ii) T5(K) = Vect (EY, 1 <i<j < n).

. 1

(iii) dim ¥ (K) = %

(iv) VA € T5(K) N GL,(K), A~! € T3 (K).

Proposition 31.23. On pose :

o --- 0 1

o e T (K) — T (K
p=|" O carm o ap:| " ()1.

0 .o . M v+— PMP~

1 0 -0

Alors ®p est un isomorphisme d’algébres.

V Trigonalisation

V.1 Généralités

Définition 31.24 (Endomorphisme trigonalisable). f € L(F). S’équivalent :
(i) Il existe T base de E t.q. Mg+(f) € T3 (K).
(ii) 1l existe B~ base de E t.q. Mg-(f) € T, (K).
Si ces propriétés sont vérifiées, on dit que f est trigonalisable.
Définition 31.25 (Matrice trigonalisable). A € M, (K). S’équivalent :
(i) A est semblable a une matrice triangulaire supérieure.
(ii) A est semblable a une matrice triangulaire inférieure.

Si ces propriétés sont vérifiées, on dit que A est trigonalisable.

Proposition 31.26. f € L(FE). B base de E. Alors f est trigonalisable ssi Mp(f) est
trigonalisable.

V.2 Drapeaux

Définition 31.27 (Drapeau). On appelle drapeau de E toute suite F = (E;)gcc, de
sous-espaces vectoriels de E t.q.

{0}=EyCE,C---CE, 1CE,=E.
Proposition 31.28. .7 = (E;);c, un drapeau de E. Alors :
Vi € [0,n], dim E; = 1.
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Proposition 31.29. .7 = (E;)y¢;c, une suite de sous-espaces vectoriels de E. Alors &
est un drapeau de E ssi il existe une base B = (ey,...,e,) de E t.q.

Vi € [0,n], E; = Vect (e1,...,€;).
Si tel est le cas, on dit que B est une base adaptée a %.

Vocabulaire 31.30 (Drapeau stable par un endomorphisme). # = (E;)y<;,, un drapeau
de E. f € L(E). On dit que F est stable par f lorsque :

Vi e [0,n], f(E;) C E;.

Proposition 31.31. f € L(E). Alors f est trigonalisable ssi il existe un drapeau de E
stable par f.

VI Polynémes scindés et trigonalisation

VI.1 Endomorphismes transposés
Définition 31.32 (Endomorphisme transposé). f € L(E). On définit :
o BT — EF
pr—pof’

On a'f € L(E*).
Proposition 31.33. f € L(E), B base de E, dont on note B* la base duale. Alors :

M- ('f) = (Ms(f)).

Lemme 31.34. f € L(E). On suppose que f annule un polynome scindé. Alors il existe
un hyperplan de E stable par f.
Démonstration. Soit IT € K[X] scindé annulant f. Pour ¢ € E*\{0}, on a :
f (Kery) C Keryp <= Ker (¢po f) D Keryp
<~ JNeK, pof=Ap
— MK, f(p)=\p
<= @ est un vecteur propre de tf .

Montrer que II (*f) = {II(f)) = 0. En déduire que ’f admet un vecteur propre ¢ € E*\{0}
(pour cela, écrire I1 = []5_; (X — (;) et montrer qu'il existe i € [1,s] t.q. ('f — (id) ¢
GL (E*)). Ainsi, Ker ¢ est un hyperplan stable par f. O

V1.2 Endomorphismes trigonalisables et polyndmes scindés

Lemme 31.35. f € L(FE). Si f est trigonalisable, alors f annule un polynome scindé.

Démonstration. Soit B = (e, ...,e,) une base de F t.q.
Al Mg e Mg
0o . - :
Mp(H)=| . e T8 (K).
: T e Mp—1n
0O --- 0 h
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Pour i € [0,n], on note E; = Vect (eq,...,e;). Et on considere :
n
I=]](X—=X)=(=1)"x;.
i=1
Montrer que Vi € [1,n], (f — A\iid) (E;) C E;_1, en déduire que II(f) = 0. O

Remarque 31.36. La démonstration du lemme 31.35 redémontre le théoréme de Cayley-
Hamilton (théoréme 30.45) dans le cas particulier des endomorphismes trigonalisables.

Théoréme 31.37. f € L(E). Alors f est trigonalisable ssi f annule un polynéome scindé.

Démonstration (Premiere méthode). (=) Voir lemme 31.35. (<) On procede par ré-
currence sur dim E. Le résultat est vrai lorsque dim EF = 1. Soit n > 2 t.q. le résultat est
vrai dans tout espace de dimension (n — 1). Soit F un K-espace vectoriel de dimension n,
soit f € L£(F) annulant un polynoéme scindé II = [[;_; (X — ¢;) € K[X]. Premiére étape.
Montrer qu’il existe i € [1,n] t.q. (f — (iid) € GL(E) et en déduire que (; est une valeur
propre de f. Soit e; un vecteur propre associé a ¢;. Deuziéme étape. On compléte (e1) en
une base B = (e1,¢€9,...,&,) de E. Alors :

Ma(f) = [% fﬂ ,

ouY € My -1 (K) et A € M,,_; (K). Montrer que II(A) = 0. Ainsi, selon la version
matricielle de 'hypothese de récurrence, A est trigonalisable. Soit donc P € GL,—1(K) et
T e (K)tq A= PTP~L Alors :

1 ol Y|l[1 o G YP .
lo P1] lo A] lo P]_ lo T] € Tn(K).
—

p-1 Mpz(f) P
Donc f est trigonalisable et la récurrence se propage. Ol
Démonstration (Deuxieme méthode). Par récurrence sur dim E avec le lemme 31.34. O

Corollaire 31.38. Si K est algébriquement clos, alors tout endomorphisme de L(E) est
trigonalisable.

Corollaire 31.39. A € M, (K). Alors xa(A) = 0.

Démonstration. Soit L un corps de décomposition de p4 (qui existe d’apres la propo-
sition 29.28). Alors pu4 est scindé sur L et uga(A) = 0. Donc en considérant A comme
élément de M, (L), A est trigonalisable. Or, d’apres la remarque 31.36, le théoréeme de
Cayley-Hamilton est vrai pour les matrices trigonalisables. Donc x 4(A) = 0 (dans L., donc
dans K). O
Corollaire 31.40. f € L(E). S’équivalent :

(i) f est trigonalisable.

(i) xr est scindé.

(ili) py est scindé.
Corollaire 31.41. f € L(E), F sous-espace vectoriel de E stable par f. Si f est trigo-
nalisable, alors U'induit de f sur F est trigonalisable.
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Compléments sur la Réduction

Notation 32.1. Dans tout le chapitre, (K, +, x) est un corps et (E,+,-) est un K-espace
vectoriel de dimension finie n.

I RetC

Lemme 32.2. (A, B) € M, (R)%. $’équivalent :
(i) A= B au sens de M, (R), i.e. 3P € GL,(R), A= PBP™!.
(ii) A~ B au sens de M, (C), i.e. 3P € GL,(C), A= PBP~!.

Démonstration. (i) = (ii) Clair (car GL,(R) C GL,(C)). (ii) = (i) Soit P € GL,(C)
t.q. A= PBP~!. Soit (Q,R) € M, (R)2 t.q. P=@Q 4+ iR. Alors :

VteR, A(Q+1tR) = (Q+tR)B

On pose IT = det (Q + X R) € R[X]. On a II(i) # 0 donc IT € R[X]\{0}. Soit donc ¢y € R
t.q. I (tg) # 0. Alors (Q + toR) € GL,(R) et :

A=(Q+tR)B(Q+tR)".

Application 32.3. Soit A € M, (R) t.q. A2+ I, =0. Alors :
(i) A n’a pas de valeur propre réelle.

(ii) n est pair.

mﬂAzE:()."':,MR:<O_v.
Lo 1 0

Démonstration. (i) On a s | (X2 + 1) donc toute valeur propre de A est racine de
(X2 + 1), qui n’a pas de racine réelle. (ii) x4 n’a pas de racine réelle donc n = deg x4 est
pair. (iii) A annule (X + ) (X — i) donc A est C-diagonalisable, de valeurs propres i et
—i. Donc il existe s € [0,n] t.q.



CHAPITRE 32. COMPLEMENTS SUR LA REDUCTION

Onai(2s—n)=trDs =trA€Rdoncs=5et A= D, . Or ReM, (R)et R2+1, =0,
donc selon le raisonnement précédent, R ~ D,, /2- Donc A ~ R au sens de M, (C) donc au

sens de M, (R) (d’apres le lemme 32.2). O

Proposition 32.4. f € L(FE). On suppose que E est un R-espace vectoriel de dimension
finie. Alors il existe un sous-espace vectoriel de E stable par f et de dimension 1 ou 2.

Démonstration. On cherche z € E\{0} t.q. f?(z) € Vect(z, f(z)). Autrement dit, on
cherche P € Ry[X] t.q. Ker P(f) # {0}. Or, on a degus > 1. Soit donc P un facteur
irréductible de py : il existe @ € R[X] t.q. uy = PQ. Si P(f) était inversible, Q annulerait
[ avec 0 < deg @ < deg s : c’est impossible. Donc Ker P(f) # {0} et deg P € {1,2} car
P est un irréductible de R[X]. O

II Codiagonalisation

Définition 32.5 (Endomorphismes codiagonalisables). A C L(FE). On dit que les élé-
ments de A sont codiagonalisables lorsqu’il existe B base de E t.q.

Vfe A Mg(f) € Dp(K).

Théoréme 32.6. A C L(E). Alors les éléments de A sont codiagonalisables ssi les deux
conditions suivantes sont vérifiées :

(i) Vf e A, f est diagonalisable,
(ii) V(f.g) € A% fog=gof.

Démonstration. (=) Clair (deux matrices diagonales commutent). (<=) On procede par
récurrence sur dim E. Le résultat est vrai lorsque dim £ = 1. Soit n > 2 t.q. le résultat
est vrai dans tout espace de dimension < n. Soit F un K-espace vectoriel de dimension
n et soit A C L(E) vérifiant (i) et (ii). Premier cas : A C Vect (id). Alors toute base
convient. Second cas : A ¢ Vect (id). Soit alors h € A\ Vect (id). h est diagonalisable ; soit
A1, ..., As ses valeurs propres distinctes. Pour i € [1,s] et g € A, E),(h) est stable par g
car go h = hog; on note donc g; I'induit de g sur Ey,(h). On pose de plus :

On a dim F), (h) < dim E (car h ¢ Vect (id)), donc par hypothese de récurrence, il existe
Bi base de Ejy,(h) codiagonalisant les éléments de A;. Poser alors § = 1 U--- U fs et
montrer que 3 codiagonalise les éléments de A. O

Application 32.7. A € M, (K), B € M, ,, (K), C € M, (K). Alors :

e A 0] ]A 0
HA N BC = B c|l o o

Démonstration. On suppose que paApc = 1. Pour P € M, ,, (K), on considere M (P) =
I, O

I, O -1 _ .
[P Ip].OnaM(P)EGLn+p(K)etM(P) =|_p Ip}.Et.

M(P) [g g] M(P)™ = [PA—3P+B g]
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11 suffit donc de trouver P € M, ,, (K) t.q. PA—CP = —B. On considére donc ’endomor-
phisme :

P My, (K) — M, (K)
’ P—s PA—CP’

On va montrer que ¢ est un isomorphisme. Soit P € Ker ®. Alors PA = CP. On en
déduit alors VII € K[X], PII(A) = II(C)P. En particulier, Puc(A) = 0. Or pa A pc =
1 donc il existe (U, V) € K[X]? t.q. Upa + Vuc = 1. Donc V(A)uc(A) = I,, d'ou
pc(A) € GL,(K), donc P = 0. Ainsi, Ker® = {0} donc ® est injective donc bijective,
donc 3P € M, , (K), PA— CP = —B. O

III Sous-espaces caractéristiques

Définition 32.8 (Sous-espaces caractéristiques). f € L(E). Pour A € Sp(f), on note :

Fy(f) = |J Ker ((f - xid)")

keN*
= Ker ((f = xid)"™*)
= Ker ((f — Xid)*),

ou w est lordre de multiplicité de X comme racine de xy. On dit que F\(f) est le sous-
espace caractéristique de f associé a .

Proposition 32.9. f € L(FE). On suppose que f est trigonalisable. Alors :

(1) E=@nrespip) A,
(if) YA € Sp(f), {0} & Ex(f) € Fa(/),
(iii) f est diagonalisable <=V € Sp(f), Ex(f) = F)(f).

Proposition 32.10. f € L(E). On suppose que f est trigonalisable. Soit X\ € Sp(f).
Alors F)\(f) est stable par f, et Uinduit f de f sur Fx\(f) est de la forme :

f=\id+ v,
ouv € L(F\(f)) est un endomorphisme nilpotent.

Proposition 32.11. f € L(E). On suppose que f est trigonalisable :

S

Xf = H ()‘Z _X)wi )
i=1
0l Ai,..., s sont deux a deux distincts, (w1, ...,ws) € (N*)°. Alors :

Vi € [1,s], dim Fy,(f) = w;.

Démonstration. Pour i € [1, s], V'induit f; de f sur F),(f) est de la forme f; = \jid +v;,
ou v; € L(F),(f)) est nilpotent (selon la proposition 32.10). Donc x,, = (—X)dim B ()
don g, = (A — X)) A

S S

[T =X) =xp = [Tos, = [T 0 = )80
i=1 i=1 =1

Il vient Vi € [1,s], dim Fy,(f) = wj. O
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Proposition 32.12. f € L(FE). On suppose que f est trigonalisable, de valeurs propres
AL, -5 As. Pouri € [1, 8], on note p; la projection sur Fy, (f) parallelement a @1<j<n F; (f)-
J#i
Alors :
Vi e II]-?S]]a Di € K[f]

Démonstration. On écrit x5 = [[i_; (A — X)“", avec (wi,...,ws) € (N*)". Soit ¢ €

[1, s]. Soit (U, V) € K[X]? t.q.

UX -2 +V [ X=x) =1
1<jsn

JF
Poser II; =1 — U (X — \;)*" et montrer que p; = IL;(f). O

Proposition 32.13. f € L(E), A € Sp(f). S’équivalent :
(i) Ex(f) = Fx(f)-
(ii) Ex(f) posséde un supplémentaire stable par f.
(iii) L’ordre de multiplicité de A comme racine de piy est égal da 1.

Démonstration. (iii) = (ii) Si A est racine simple de py, alors il existe @ € K[X] t.q.
pr = (X —X)Q avec Q(\) # 0. D’apres le lemme des noyaux, on a :

B = Ker uy(f) = Ker (X = A) () @ Ker Q(f) = Ea(f) & Ker Q(f).

Donc Ker Q(f) est un supplémentaire de Ey(f) stable par f. (ii) = (i) On suppose que
E\(f) posséde un supplémentaire G stable par f. Comme E\(f) C F)(f), il suffit de
prouver que F\(f) C E\(f). Soit donc = € F)\(f). Il existe (y,z) € E\(f) x G t.q.
x =y + z. De plus, en notant n = dim F, on a :

0=(f = Xid)" (z) = (f = Md)" (y) + (f = Xid)" (2) = (f — Xid)" (2).

Or A n’est pas valeur propre de l'induit fg de f sur G car G N E\(f) = {0}. Ainsi,
z =0, donc x =y € E\(f). (i) = (ii) On suppose que Ex(f) = Fx(f). Soit w € N* et
H e K[X] t.q. xy = (X — X\)* H avec H(\) # 0. Selon le lemme des noyaux et le théoréeme
de Cayley-Hamilton, on a :

E = Ker x;(f) = Ker (X — \)* (f)) @ Ker H(f)
— F\(f) @ Ker H(f) = Ex(f) ® Ker H(f).

Donc Ker H(f) est un supplémentaire de E)(f) stable par f. (ii) = (iii) On suppose que

E\\(f) posséde un supplémentaire G stable par f. En notant f et fg les induits respectifs
de fsur Ex(f) et G,ona GNE\(f) = {0} donc A n’est pas valeur propre de fg donc pas
racine de piy,,. Or :

| pgpge = (X =X pye-
Donc A est racine simple de piy. O

IV Réduction en dimension 2 dans R ou C

Proposition 32.14. A € My (C). Alors A est semblable d une et une seule des matrices
sutvantes :
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<n<32)wmm66%x¢m
(i) (3 g) Aec,

(iif) (g i)  A€C.

Proposition 32.15. A € My (R). Alors A est semblable a une et une seule des matrices
suivantes :

(D(éﬂ)AxMGR%A¢m
(i) (é 2) AER,
(iif) <g i) L AER,

(iv) (Z _b> , (a,b) € R x R%..

a

V  Topologie de M, (K)

V.1 Densité de GL,(K) et applications
Proposition 32.16. On suppose que K = R ou C. Alors GL,(K) est dense dans M, (K).
Démonstration. Soit A € M, (K). Sp(A) est fini, soit donc ¢ € (K\ Sp(A)" t.q. t, ——

p——+oo

0. Alors A —t,l, ——— Act ¥p €N, (A~ t,l,) € GLy (K). 0
p (o.¢]

Lemme 32.17. (A4,B) € M, (K)%. Si A € GL,(K), alors AB ~ BA. En particulier,
XAB = XBA-
Proposition 32.18. (A4, B) € M, (K)?. Alors :

XAB = XBA-

Démonstration. Premiére étape : K = R ou C. Utiliser la densité de GL,(K) dans
M, (K), le lemme 32.17, et la continuité de la fonction :

M, (K) — K, [X]
M'—>XM .

Deuziéme étape : K est infini. On pose (o, .. .,d,) € £ (K,[X],K)"™ t.q.

VP e Ky[X], P=)6,(P)X".
k=0

Pour p € [0,n], on pose ensuite d, = 0, 0 =, puis :

K—K

T t—dy ((A—tly) B) — dp (B (A —tly)) '
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La fonction 7, est polynomiale car d, est polynomiale. Et, d’apres le lemme 32.17, on
a Vt € K\ Sp(A4), = vp(t) = 0. Puisque K\ Sp(A) est infini, il vient 7, = 0. D’ou Vp €
[0,n], v»(0) = 0, donc xap = xBa. Troisiéme étape : K est fini. On plonge K dans un
surcorps L infini (par exemple : L = K(X)), et on calcule les polynémes caractéristiques
dans M, (L). O

V.2 Topologie des classes de similitude
Notation 32.19. Pour A € M, (C), on note :
Q(4) = {PAP™', P € GL,(C)}.
Lemme 32.20. A € M, (C). Alors :
Q(A)ND,(C) # 2.

Démonstration. Comme C est algébriquement clos, A est trigonalisable (c.f. corollaire
31.38) ; soit donc T € 2(A) N Z; (C). On pose :

D =diag(1,2,...,n) € ©,(C).

Montrer :
Ty 0 -+ 0
_ AR 0 :
DPTD™ = (1p @) (=) Ty), .. ———
5 Jj 1<z§n p——+o00 : . .. 0
1<j<n . : :
0 0 Thn

Proposition 32.21. A € M,, (C). Alors :
Q(A) est fermé <= A est diagonalisable.

Démonstration. (=) Conséquence du lemme 32.20. («<=) On suppose A diagonalisable

et on écrit :
S

XA = HO‘Z _X)wiv
i=1
avec Ai,...,\s deux a deux distincts, (wi,...,ws) € (N*)®. Soit alors B € Q(A)N t.q.
BPTLEM'”((C) On a:
P 00

XL = pggloo XB, = XA-

De plus, en notant IT =T[7_; (X — \;), on a :

(L) = lim II(B,)=0.

p——+00
Ainsi, L est diagonalisable, de valeurs propres Aj,...,As. Donc L € Q(A). O
Proposition 32.22. A € M, (C). Alors :

Q(A) est borné <= A € Vect (1) .
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VI Systemes dynamiques de matrices ou d’endomorphismes

Proposition 32.23. A € M, (K). On suppose car K = 0 et on note IT = X‘M—Zi;é ap Xk e
K[X] un polynéme annulateur de A. Alors, pour tout (i,j) € [1,n]?, la suite ((Ap)ij) N

P
est a récurrence linéaire :

el (477) 13 oy (45F) o
Y k=0 K

Le théoréeme 30.13 fournit donc la forme de l'expression de (Ap)ij en fonction de p.

Proposition 32.24. A € M, (C). Alors :

(i) A —— 0= VX e M, ; (C), APX —— 0.
p—r—+o00 p—+o00

(i) (AP),en converge <= VX € M, 1 (C), (APX),cy converge.
(iil) (AP),en est bornée <= VX € M, 1 (C), (APX), o est bornée.

Proposition 32.25. A € M, (C). Alors :

AP ——— 0 <= Sp(4) C B,(0,1).

p—+00

Démonstration. (=) Soit A € Sp(A4), soit X € M, ; (C) un vecteur propre associé.
Alors :
MNX =APX ——— 0.

p—r+o00
En déduire (par exemple en choisissant ¢ € [1,n] t.q. X; # 0) que AP = 0. Donc
p—+00
A € B,(0,1). (<) Soit E un C-espace vectoriel de dimension n, de base B. Soit f € L(E)
t.q. Mp(f) = A. C étant algébriquement clos, on écrit :

S

Xf = H ()‘Z _X)Wiv
=1

ol A1, ..., As sont deux & deux distincts et (wy,...,ws) € (N*)°. En utilisant la proposition
32.10, montrer que :
D
Comme E = @;_; F\,(f), il vient Vz € E, fP(x) —— 0. En déduire que f» —— 0,
p—>+00 p—+00
ie. AP —— 0. O
p——+o00

Proposition 32.26. f € L(FE). On suppose que E est un C-espace vectoriel. S’équivalent :

(1) (fP)pen est bornée.

(i) Sp(f) € Bf(0,1) et VA € Sp(f) NU, Fx(f) = Ex(f)-
Démonstration. (i) = (ii) Soit A € Sp(f). On vérifie aisément que [A| < 1. Si A € U,
soit fy l'induit de f sur F)\(f). On sait qu’il existe vy € L (F)) nilpotent t.q.

= Aid + vy.

On suppose par 'absurde que E\(f) € F)\(f). Autrement dit, vy # 0, d’ott :

2
Kervy C Kervy.
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Or :

Vo € Kervi\ Kervy, || f2(z)| = Az + pva(2)||
> —
> pllna(@)l — lall > +oo,

ou ||-|| est une norme sur Fy(f). C’est absurde. (ii) = (i) Soit § une base de E adaptée a
la somme @ycgp(p) Fa(f). Alors :

M; O 0
0
Mp(f) = ,
0
0 0 M,

ou M; = A\il,, + N;, avec w; € N* et N; € M, (C) nilpotente. On a de plus :
Vi € [[1,8]], N€EU= M, = )\i[wi-

En déduire avec la proposition 32.25 que ((Mg(f))"), ey est bornée, i.e. (f7),cy est bornée.
O

Proposition 32.27. f € L(E). On suppose que E est un C-espace vectoriel. S équivalent :

(1) (fP)pen converge.
(i) Sp(f) € Bo(0,1) U {1} et F1(f) = Ex(f)-

VII Commutant d’une matrice
Définition 32.28 (Commutant d’une matrice). Pour A € M, (K), on note :
T(A) = {M € M, (K), AM = MA}.

Proposition 32.29. A € M, (K). Alors :
(i) K[A] c I'(A),
(ii) T'(A) est une sous-algébre de M, (K).

Lemme 32.30. VA € T (K), dimI'(4) > n.
Démonstration. Soit A € T; (K). Montrer que :

T (K) — K

ra) n %;(K) = [ Kergij, ol : M s (AM), — (MA),."
ij ij

1<i<j<n

Ainsi :

dimI'(4) > dim ([(A) N T;(K)) =dim [ () Kergpy;
1<i<j<n
= dim T (K) —rg (ij, 1 <i<j<n)
< n(n+1) n(n—1)

- 2 2
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Lemme 32.31. VA € M, (K), A trigonalisable = dimI'(A) > n.

Démonstration. Soit A € M, (K) trigonalisable. Soit P € GL,(K) t.q. PAP~! € T3 (K).
On considere 'automorphisme d’algebres :

M, (K) — M, (K)

Pp : .
" M —s PMP?
Ona:
dimI'(4) = dim ®p (I'(4)) = dimI' (®p(A)) > n,
d’apres le lemme 32.30 car ®p(A) € T35 (K). O

Proposition 32.32.
VA e M, (K), dimI'(A4) > n.

Démonstration. Soit L un corps de décomposition de 114 (qui existe d’apres la proposi-
tion 29.28). Alors 14 est scindé sur L et p4(A) = 0. Donc en considérant A comme élément
de M, (L), A est trigonalisable. D’apres le lemme 32.31, dimI',(A) > n. Montrer alors
que I'g (A) et T',(A) sont les espaces de solutions d’un méme systeme linéaire & coefficients
dans K, & n? équations et n? inconnues. Le rang de ce systéme linéaire est invariant par
changement du corps de base, d’ou dimI'g(A) = dimI'r,(A) > n. O

VIII Décomposition de Dunford

Théoréme 32.33 (Décomposition de Dunford). f € L(E). On suppose que f est trigo-
nalisable. Alors il existe un unique couple (d,v) € L(E)? t.q.

(i) f=d+v,

(ii) d est diagonalisable,
(iii) v est nilpotent,
(iv) dov=vod.

Une telle décomposition est appelée décomposition de Dunford.

Démonstration. Fxistence. On note \q,..., s les valeurs propres distinctes de f. Pour

i € [1,s], on note p; la projection sur F,(f) parallelement a @i<j<n Fx;(f). On pose
J#

alors :

d=> Xipi et v=f—d
=1

D’aprés la proposition 32.12, on a (d, v) € K[f]?, donc dov = vod. d est bien diagonalisable
(car @j_; Ey,(d) = @i, F),(f) = E). Et v induit un nilpotent sur chaque F),(f), donc v
est nilpotent. Unicité. Soit (d',v') € L(E)? une décomposition de Dunford de f (on note
toujours (d,v) la décomposition de Dunford donnée dans la preuve de 'existence). On a :

d—d =1 —vu.

Or, d commute avec f, donc avec tout polynéme en f, donc avec d. Ainsi, d’apres le
théoréme 32.6, d et d’ sont codiagonalisables. Donc (d — d') est diagonalisable. De plus,
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~ , .. 2
V' commute avec v (méme argument que précédemment). Ainsi, en notant (w,w’) € (N*)

/
t.q. Y =1 =0,0ona:

! w / !
e =3 (5 o
k —_——

k=0

0
w+w’ /
w+tw k nw' +w—k
+ Z < X > v (=) =0.
k=w+1 0
Donc d — d' = v/ — v est diagonalisable et nilpotent, donc nul. H

IX Matrices nilpotentes
Notation 32.34. On note :
Nn(K) ={A eM, (K), A est nilpotente} .

Proposition 32.35. A € M, (K). S’équivalent :
(i) A e M (K).
(i) xa = (=X)".
(iii) Jv € N*, g = XV.
Remarque 32.36. A € M, (K). Si K est algébriquement clos, alors A € N, (K) <
Sp(4) = {0}
Proposition 32.37. (4, B) € M,, (K)?. Si A~ B, alors A € A,(K) < B e 4,(K).

Notation 32.38. Pour v € N*, on pose :

0 1 0 0
0 O 1
Ju = (div1,5)1<i<v = 0l € M(K)
<gsv
0 1
0 0 O

Proposition 32.39. A € 4,(K). S’équivalent :
(i) A= J,.
(i) An~t#£0.
(i) rgA=n—1.
Lemme 32.40. V (1, k) € (N*)?, rg J¥ = max (v — k,0).

Théoréme 32.41 (Théoreme de classification des matrices nilpotentes). A € 4, (K).

Alors il existe une unique suite vy = --- 2 vs > 1 t.q.
J, 0 0
A= 0
0
0 0o J,
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Exponentielle et Systemes Différentiels
Lincéaires

Notation 33.1. Dans tout le chapitre, (A, +, -, X) est une K-algébre de dimension n, avec
K=R ouC.

I Normes d’algebre

Définition 33.2 (Norme d’algebre). Soit v une norme sur A. On dit que v est une norme
d’algebre lorsque :

(i) »(1) =1,
(ii) V(a,b) € A2, v(ab) < v(a)v(b).

Théoréeme 33.3. Il existe des normes d’algébre sur A.
Démonstration. Pour a € A, on consideére :

A— A

Vg .
T — ax

On aVa € A, ¢, € L(A) = L¢(A). Soit alors ||-|| une norme quelconque sur A. On note
||l la norme d’opérateur sur £(.A) subordonnée a ||-||, et on pose :

A— R+
a— [lealll

Montrer que v est une norme d’algebre sur A. O

Proposition 33.4. Soit v une norme d’algébre sur A. Alors :
B,(1,1) C A",
ot A* est 'ensemble des éléments inversibles de A.

Démonstration. Soit h € B,(0,1). Montrer que la série Y hP converge absolument et

que :
(o ¢]

(1—h)> W =1.

p=0
Donc (1 —h) € A*. O
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LINEAIRES

II Exponentielle sur une algebre de dimension finie

Définition 33.5 (Exponentielle). On définit :
A— A

exp : a?f .

Démonstration. Soit v une norme d’algebre sur A. Pour a € A, montrer que la série
D
> ‘;—, converge absolument donc converge. Ol

Proposition 33.6. exp € C° (A, A).

Proposition 33.7. Si (B,+,-, x) est une K-algébre de dimension finie et ¢ : A — B est
un morphisme d’algébres, alors :

@ o expy = expg 0.
Exemple 33.8.

9 a —b\\ ,[cosb —sinb
V(a,b)éR,exp((b a>>_6 (sinb cosb>'

Démonstration. Considérer le morphisme d’algebres :

X R(z) -5(2)) -

D’apres la proposition 33.7, on a :

exp (P (a + b)) = ® (exp (a +ib)) = P (cosb + isinb).

Proposition 33.9.
Y(a,b) € A%, ab = ba = exp(a + b) = exp(a) exp(b).
Démonstration. Soit (a,b) € A? t.q. ab = ba. Pour N € N, poser :

swte) = (i W) (k)= 2 G

|
0<p,q<N p
Z a+b Z (ap bq)
o)
k=0 (p,q)GN2 P
ptq<N

Soit alors v une norme d’algebre sur A. Montrer :

v (Sn(a,b) —Tn(a, b)) =v | > <ap ' bql)

|
0<p,q<N P

p+q>N
v(ia)? v(b)?
S < @y <'>)
p: q:
0<p,g<N
p+q>N

= Sn (v(a),v(b)) — Tn (v(a),v(b))

L @) () _ grla)te) _ g
N—+oc0
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Ainsi exp(a) exp(b) — exp(a + b) = limy_, o0 (Sn(a,b) — Tn(a,b)) = 0. O

Corollaire 33.10. exp(A) C A*.
Proposition 33.11. Soit a € A. On considére :

R — A*

Tt exp(ta)

Alors :
(i) g est un morphisme de groupes.
(ii) 1, est CO.
(iil) 4 est dérivable, et 1, = ah, = Pa.
(iv) ¥a(R)  Ka].

Démonstration. (iv) K[a] est un sous-espace vectoriel de A, qui est de dimension finie,
donc K]a] est fermé (c.f. proposition 15.32). Et pour tout t € R, ¢ (t) = limp— 100 > p—g (tg,) €
Kla] = K[a]. O

Proposition 33.12. Soita € A annulant un polynome simplement scindé I1 = [[;_; (X — \;) €
K[X], avec A1, ..., s deuz d deux distincts. Soit P € Ks_1[X] t.q.

Vi e [1,s], P(\)=e.

Alors :
exp(a) = P(a).

Démonstration. On consideére :

A — L(A)
0y A— A .

b— oy :
T — bx

® est un morphisme injectif d’algebres. Donc II (®(a)) = @ (II(a)) = 0. Ainsi, ®(a) annule
un polyndéme simplement scindé, donc ®(a) est diagonalisable. Soit donc § une base de A
t.q.

M,B ((I)((I)) = diag (Mb L) /Ln) )

avec {pi, © € [1,n]} C {\;, i € [1,s]}. Ainsi :

My (@ (exp(a))) = exp (M (®(a))) = exp (diag (s, - 1)
= diag (e, ..., ef') = diag (P (11) ..., P (1n))
= P (diag (u1, ..., pn)) = P (Mg (®(a)))
= Mg (@ (P(a)))-

Ainsi exp(a) = P(a). O
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IIT Exponentielles de matrices et d’endomorphismes

Notation 33.13. Dans la suite du chapitre, (E,+,-) est un K-espace vectoriel de dimen-
ston n, avec K =R ou C.

Proposition 33.14. B une base de E, f € L(E). Alors :
Mz (exp(f)) = exp (Mz(f)) -
Proposition 33.15. (4, B) € M, (K)2. Si A= PBP~', avec P € GL,(K), alors :
exp(A) = Pexp(B)P~L.
Proposition 33.16. Soit T € T3 (K). Alors :
Vi € [1,n], (exp(T));; = e,
Proposition 33.17. VA € M, (R), det (exp(4)) > 0.

Démonstration. (detoexp) : M, (R) — R* est une application continue, et M, (R) est
connexe par arcs, donc (det o exp) (M, (R)) est un intervalle de R*. Comme (det o exp) (0) =
1, (detoexp) (M, (R)) C R%. O

Proposition 33.18. A € M, (K). Alors :
det (exp(A)) = e 4.

Démonstration. Dans M, (C), A est trigonalisable. Soit donc P € GL,(C), T € %5 (C)
t.q. A= PTP~'. Montrer alors :

det (exp(A)) = det (exp(T)) = e T = 4,
O

Proposition 33.19. f € L(E). Soit F un sous-espace vectoriel de E stable par f. On
note fr Uinduit de f sur F. Alors F est stable par exp(f) et :

Vo € F, exprp)(f) - @ = expg(ry (fF) - .
Proposition 33.20. VA € M, (K), exp (‘A) = {(exp(A)).

IV Systemes différentiels linéaires homogenes a coefficients
constants

IV.1 Rappels sur la dérivée

Proposition 33.21. E, F deux R-espaces vectoriels de dimension finie. f : R — F,
ANe L(E,F), to € R. Si f est dérivable en to, alors Ao f est dérivable en ty, et :

(Ao f) (to) = A(f' (o)) -

Proposition 33.22. E, F,G trois R-espaces vectoriels de dimension finie. f : R — F,
g:R—F, B: ExF — G bilinéaire, to € R. Si f et g sont dérivables en tg, alors la
fonction p:t € R— B(f(t),9(t)) € G est dérivable en tg, et :

P’ (to) = B (f' (to) g (to)) + B (f (to), 9 (to)) -
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IV.2 Systemes différentiels linéaires homogenes a coefficients constants

Notation 33.23. Dans la suite du chapitre, (E,+,-) est un K-espace vectoriel de dimen-
sion n, avec K =R ou C.

Vocabulaire 33.24 (Systeme différentiel linéaire homogene a coefficients constants). f €
L(E). On note & 'équation x’' = f oz, d’inconnue x € ER dérivable. On note :

Sy ={x € B dérivable, ¥t € R, 2'(t) = f (z (1)) } .
Proposition 33.25. f € L(E). Alors ./t est un sous-espace vectoriel de C*° (R, E).

Vocabulaire 33.26 (Probleme de Cauchy). f € L(E), to € R, g € E. On appelle
probleme de Cauchy le systéme :

d’inconnue = € ER dérivable.

Théoréme 33.27. f € L(E), to € R, xg € E. Alors le probléme de Cauchy €4, 2, admet
une unique solution donnée par :

R—F
t— exp ((t—to) f) - ao

Proposition 33.28. f € L(E), ty € R. Alors Uapplication
| — E
oz (t)
est un isomorphisme d’espaces vectoriels. En particulier :
S~ F.

Proposition 33.29. A € M, (K), ty € R, Xy € M, 1 (K). Alors le probléme de Cauchy
Cato,x, (en identifiant My, 1 (K) a K* et M, (K) a £ (K")) admet une unique solution

donnée par :
R — M, (K)

‘ t'—)@Xp((t—to)A)Xg.

Proposition 33.30. (A4, R) € M, (K)>. On suppose que A= PRP~', avec P € GLy(K).
Alors :
Sy = PSR.

IV.3 Systemes dynamiques

Proposition 33.31. On suppose ici que K = C. Soit f € L(E). S’équivalent :

(ii) VA € Sp(f), R(A) < 0.

Si ces propriétés sont vérifiées, alors pour toute norme ||-|| sur E :
Vo € S5, Vr € |0,— max R(\)|, |[z(t)]| =0 e . *
f ] e <>[ o)l = o100 (™) (+)
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Démonstration. (i) = (ii) Soit A € Sp(f), soit u € Ex(f)\{0}. On pose :

R—FE
x: )
t— ey
Alors z € ;. Donc x(t) —— 0. Ainsi ) = ’ —— 0. Donc £(A) < 0. (ii) = (i)
t—+o00 t—+o00
On note R = —maxegp(s) R(A) > 0. On pose Fi,. .., Fs les sous-espaces caractéristiques
de f. Pour i € [1, s], on munit F; d’une norme ||- || on note f; 'induit de f sur F; et on
pose \; € K et v; € L (F;) nilpotent t.q. f; = A\jid+ v;. On définit de plus ||-||, sur E par :
S
\V/(xl,...7$5)€F1X“'XFS, 1;.7?1 —1II<].a<)§H$ZH

Soit alors « € 4. En notant x9 = 2(0), on a :
Vit € R, z(t) = exp(tf) - xo

On pose (21,...,x5) € F1 X -+ X Fg t.q. 9 = >_5_; x;. Pour i € [1,s], on a :

lexp (tfi) - @ill; = llexp (tNiid + tv;) - x|, = \6”1' - ||exp (tvi) - @il
k) k(w :1:1)
_ RN\ Z —Rt k
— otR() 1;_0: - Z e 0

%

= O+ (e*Rtt"> .
Ainsi :

= max |lexp (tf;) - zil|; = O4o00 (e_Rtt") .

o (t)
<i<n

T

o0

Donc Vr € 10, R[, ||z(t)]|,, = 0400 (¢7"") (on obtient (x) par équivalence des normes). [
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Intégrales sur un Intervalle Quelconque

Notation 34.1. Dans ce chapitre, on notera K =R ou C.

I Intégrales convergentes

Définition 34.2 (Intégrale impropre). a € R, w € R\{a}. f € C},, ([a,w[,K). On dit que
Uintégrale impropre [ f converge lorsque x — [ f a une limite dans K quand x — w.

On pose alors :
[ f=1m [ 1
a z€la,w[”?

Proposition 34.3. a € R, w € R\{a}. On pose :

¢ ([a,w[,K) = {f € Cgm ([a,w[,K), /awf converge} :

Alors :
(i) €([a,w[,K) est un sous-espace vectoriel de CJ,, ([a,w[,K).

(ii) L’application [ : € ([a,w],K) = K est une forme linéaire positive.

Proposition 34.4 (Principe de localisation). ¢ € R, w € R\{a}, b € [a,w[. f €
Com (la,w[,K). Alors [ f converge ssi [’ f converge. Si tel est le cas, on a :

[o=fre ]

Notation 34.5. a € R, w € R\{a}. f € C},, ([a,w[,K). Si [” f converge, on définit :

/ Fe _/ 7.
Proposition 34.6. a € R, w € R\{a}. f € C°([a,w[,Ry). Si [ f =0, alors f = 0.

Définition 34.7 (Intégrale doublement impropre). (u,v) € R, u # v, a € |u,vl.
fe Cgm (Ju,v[,K). On dit que lintégrale doublement impropre [ f converge lorsque
les intégrales impropres [ f et [ f convergent. Dans ce cas, on définit :

[e=[1+][r
1
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Exemple 34.8. Pour tout a € R, ’intégrale doublement impropre f0+°° t* dt diverge.

Définition 34.9 (Intégrale sur un intervalle quelconque). I intervalle non trivial de R.
fe Cgm (I,K). On dit que [; f converge lorsque I est un segment ou l’intégrale impropre
correspondant & [; f converge.

Proposition 34.10. [ intervalle non trivial de R. On pose :

¢ (I,K) = {f € Cgm (I,K), /f converge}.
I
Alors :

(i) €(I,K) est un sous-espace vectoriel de Cgm (I,K).
(ii) L’application [, : € (I,K) — K est une forme linéaire positive.

II Intégrales de fonctions positives

Proposition 34.11. a € R, w € R\{a}. f € Cp,, ([a,w[,Ry). S’équivalent :
(i) [0 f converge.
(i) IM e Ry, Vz € [a,w], [ f < M.

Remarque 34.12. En vertu du principe de localisation, la proposition 34.11 reste vraie
en supposant seulement que f € Cgm ([a,w[,R) et f > 0 au voisinage de w.

Proposition 34.13. a € R, w € R\{a}. (f,9) € Cp,, (la,w[,R)?. On suppose que :
(1) 3 € [a,w[, fipw =0 et gpo = 0.
(i) f(z) = Oy~ (9(2)).

Alors [ g converge => [ f converge.

Corollaire 34.14. a € R, w € R\{a}. (f,9) € C,, (la,w[,R)*. On suppose que :
(1) 3 € [a,w[, fipw =0 et gpo = 0.
(i) £(x) ~ g(a).

Alors [0 f et [7 g sont de méme nature.

Notation 34.15. a € R, w € R\{a}. f € C;?m (la,w[,Ry). Comme la fonction x — [ f
croit, il existe L € R t.q. f; f—— L. On notera f;’ f=1L.
T—wW—

Proposition 34.16 (Intégrales de Bertrand). («, ) € R2. Alors :

“+o0 dt 11
converge <= (a, 8) > (1,1).
/2 e ge <= (a, B) > (1,1)

Définition 34.17 (Fonction gamma). On définit :
+o00
F:xeRi»—>/ t" et dt € R.
0

Proposition 34.18.

(i) Ve e Ry, I'(z 4+ 1) = 2T'(x).
(ii) Vn e N*, I'(n) = (n — 1)L.
(iii) I' est convexe sur R .
)

(iv) T € C° (R*,R).
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IIT Intégrales absolument convergentes

Définition 34.19 (Intégrale absolument convergente). I intervalle non trivial de R. f €
Con (I,K). On dit que [} f est absolument convergente lorsque [;|f| converge.

Proposition 34.20. I intervalle non trivial de R. f € Cy,, (I,K). Si [} f converge abso-
lument, alors [; f converge.

Démonstration. On se place dans le cas ou [ = [a,w[, —00 < a < w < +oo. Il suffit de
prouver que :

n—-+o0o

Vu € [a,w[ (un — w) = (/ " f) converge.
a neN

Il suffit donc de prouver que :

n—-+oo

Vu € [a,w[ Kun -——»w) et u f] = (/un f> . converge.
a ne

Soit donc u € |a, [N t.q. un T) w et u . On peut supposer ug = a, et on a ainsi
n o
VneN, [ f =35 f,r  f Or:

Vn € N, Z

Z/u“m [

Donc }° [/ | f converge absolument donc converge, d’ott ([,™ f), cy converge. O

Vocabulaire 34.21 (Intégrale semi-convergente). I intervalle non trivial de R. f €
Cgm (I,K). Si [; f est convergente mais pas absolument convergente, on dit que [; f est
semi-convergente.

Proposition 34.22. I intervalle non trivial de R. f € C,, (I,K). S’équivalent :
(i) [; f converge absolument.

(i) IM € Ry, V(a,b) € 1%, [P|f < M

IV Intégration des relations de Landau

Proposition 34.23. a € R, w € R\{a}. f € C), ([a,w[,K), g € C),, (la,w[,R). On
suppose que g = 0 au voisinage de w et f(x) = o,- (g(x)).

(i) Si [Y g converge, alors [ f converge et :

[ree([5)
[ren ([5)

Remarque 34.24. La proposition 34.23 reste valable en remplacant o par O ou ~.

(i) Si [7 g diverge, alors :

Application 34.25.

2

+oo 2 e’
/ e U dt ~
z +oo 2z
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Démonstration. On pose f: ¢t € Ry —s e € R. f est C0 et f(t) = Oy (t%) donc

JoF° f converge. Et on a :

400 o0 1
42 o L 2
Vxe]Rq,/x e dt—/x ( 2t>d<e )
[ e /+°° " dt
N 2t | . 212

efo +o00 67t2
= — — dt.
2x /m 2t2
42

e _ —t2 —t2 +o0 ¢t _ +oo —¢2 ) N .
Or S =040 (€ et e > 0 donc dt = 0400 ([, €™ dt), d'out le résul-

T 2t2
tat. ]

V Espace des fonctions intégrables

Définition 34.26 (Fonction intégrable). I intervalle non trivial de R. f € C°(I,K). On
dit que f est intégrable lorsque [; f converge absolument.

Définition 34.27. I intervalle non trivial de R. On définit :
(i) €(I,K) = {f €CS (1K), J; f converge},
(i) A'(I,K) = {f € Cp (I,K), f est intégmble},
(iii) L' (I,K) = A'(I,K)NC® (I,K).
Proposition 34.28. [ intervalle non trivial de R.
(i) L' (I,K) c A'(I,K) C €(I,K) c C),, (I,K).
(i) & (I,K), A'(I,K) et L' (I,K) sont des sous-espaces vectoriels de Cgm (I1,K).
(iii) L’application [; : €(I,K) = K est une forme linéaire positive.

Définition 34.29 (Norme de la convergence en moyenne). I intervalle non trivial de R.
On définit :
LYNI,K) — R,

g [

|l est une norme sur L' (I,K), dite norme de la convergence en moyenne.

[RIFE

Exemple 34.30. [ intervalle non trivial de R. w € I. On définit :

Li(I,K) — K
fr—=flw)

w:‘

Alors 6, est linéaire, mais pas continue (au sens de ||-||;).

Exemple 34.31. I intervalle non trivial de R. f € L* (I, K)Y, ¢ € L' (I,K). Alors :

n—-+0o

(fnﬁw);&»(fn%e).
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Exemple 34.32. I intervalle non trivial de R. g € Cgm (I,K) bornée. On définit :
LY(I,K) — K

D, : fH/Ifg

Alors @4 est linéaire et continue (au sens de ||-||;).

Vocabulaire 34.33 (Fonction & support compact). f € C°(R,K). On dit que f est a
support compact lorsque :

dAM eRy, Ve eR, |z| > M = f(x) =0.

Proposition 34.34. On note 2A (R, K) l’ensemble des fonctions continues a support com-
pact R — K. Alors A(R,K) est dense dans L' (R,K) (au sens de |||, ).

Démonstration. Pour n € N, on définit :

R—K
' 1 si |z
z— {0 si |x|

n+1—|z| sinon
Pour f € L' (R,K), montrer que Vn € N, (fg,) € 2 (R,K) et que

If— fanll i O

Application 34.35. f € L' (R,K). Pour n € N*, on définit :
1
gpn:tER>—>f(t—l—n) e K.

Alors |len = flly 7= 0-

VI Rappels sur les espaces préhilbertiens

Définition 34.36 (Produit scalaire). E un R-espace vectoriel. On appelle produit scalaire
sur E toute application ¢ : B> — R t.q.

(i) ¢ est symétrique,
(ii) ¢ est bilinéaire,
(iii) Vx € E\{0}, ¢(z,x) > 0.

On dit alors que (E, ) est un espace préhilbertien. Si de plus E est de dimension finie,
on dit que (E,p) est un espace euclidien.

Notation 34.37. Si (E,(-|-)) est un espace préhilbertien, on définit :
E— R+
1] - :
x+— /(x| x)
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Proposition 34.38 (Inégalité de Cauchy-Schwarz). (E,(-|-)) un espace préhilbertien.
Alors :

V(z,y) € B, [(z | y)| < 2]l - Iyl -

Démonstration (Premiére méthode). Soit (x,%) € E?. On peut supposer = # 0 et y # 0.
On considere alors :

frteRe— |tz +y)* =z +2t (| y) + |yl

f est une fonction polynomiale de degré 2, et f > 0. Ainsi, en notant A le discriminant
de f,ona A <0.Or:
2 2 2
A=4(z|y)” =4l [yl

O
Démonstration (Deuxiéme méthode). En se plagant dans Vect (x,y), on se raméne au
cas ou F est de dimension 2. O
Corollaire 34.39. (E, (- | -)) un espace préhilbertien. Alors ||-|| = /(- | -) est une norme.

Proposition 34.40. (E, (- | -)) un espace préhilbertien. Alors :
() ¥ (2.9) € B, (x| )] = llz] - |lyll = = et y sont lics
(i) V(z,y) € E?, (x| y) = ||z|| - |ly|| <= = et y sont positivement liés.

VII Espace des fonctions a carré intégrable

Définition 34.41. I intervalle non trivial de R. On définit :
(i) LP (I,K) = {f € C°(I,K), fP est intégrable}, pour p € [1,+o0].
(ii) L>(I,K) = {f € C°(I,K), f est bornée}.

En particulier, L? (I,K) est l’espace des fonctions & carré intégrable.

Proposition 34.42. I intervalle non trivial de R. Alors :
(i) Pour p € [1,+oc[, LP (I,K) est un sous-espace vectoriel de C° (I,KK).
(i) L® (I,K) est un sous-espace vectoriel de C° (I,K).

Proposition 34.43. I intervalle non trivial de R. Si I est borné, alors :
L>®(I,K) c L*(I,K) c L (I,K).

Notation 34.44. I intervalle non trivial de R. On munit L? (I,R) d’un produit scalaire
(-] ) défini par :
V(f.9) € LX(LR)*, (f | g) = /fg

Définition 34.45 (Norme de la convergence en moyenne quadratique). I intervalle non
trivial de R. On définit :

L*(I,R) — R,
I, : — fur=yuin

[l est une norme sur L* (I,R), dite norme de la convergence en moyenne quadratique.
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Proposition 34.46 (Inégalité de Cauchy-Schwarz et généralisations). I intervalle non
trivial de R. Alors :

() ¥ (f9) € L2(LR), |y fal < \/Ji 12\ fr o
(ii)) V(f,9) € C’gm (I,R)z, 12, g% intégrables = |f; fal < \/ﬁ NI

(iii) Soit w € CY,, (I,R). On pose :
W (I,R) = {f € CY'(I,R), wf? est intégmble} .

Alors 25 (I,R) est un sous-espace vectoriel de C° (I, R) et :

/waglé\//lwf”\//lwgz-

V(f.9) € W(L,R)?,
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Intégrales : Suites, Séries et Parametres

Notation 35.1. Dans ce chapitre, I est un intervalle non trivial de R et K =R ou C.

I Théoreme de convergence dominée

Proposition 35.2. f € Cgm (I,K)N, IS Cgm (I,K). On suppose que :
(i) fn —— £ sur tout compact,
n—-+o0o

(i) IM € A*(I,Ry), Vn €N, Vt € I, |fu(t)] < M(2).
Alors :

(i) Vn €N, f, € AL (I,K) et £ € A'(I,K),

(i) f; fn P Iit,

(i) f7|fn — 4| P 0.

Démonstration. (i) Cela vient du fait que M est intégrable et que :

Vn e N, VeI, |fo()| < M) et Vtel, [((t)= lim |f.(t)] < M(@).

n—-4o0o

Cette démonstration de (i) reste valable en supposant seulement f, %) ¢. (ii) Soit
n o0

e > 0. Soit S un segment inclus dans I t.q. [;M —e < [¢M < [; M. On note 6(5) =
sup S—inf S.Ona || f, — {||oc ——— 0;soit donc N € Nt.q. Vn = N, ||fn — l]|o0 < 7577
S n—s+too §  1+4(S)

Alors :
[ = [ < [ inl+ [ 1o+ 1m0
I I IS 1\S s

<2 M+ f—tly
I\S

Lt

1+0(5)

Vn > N,

< 2e +0(95) < 3e.

(iii) 11 suffit d’appliquer ce qui préceéde en remplagant f, par |f, — |, £ par 0 et M par
2M. O

Théoréme 35.3 (Théoréeme de convergence dominée). f € Cgm (I,K)N, ¢ € Cgm (I,K).
On suppose que :
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(i) fn m l,

(ii) 3IM € AL (I,R}), Vn e N, Vt € I, | fo(t)] < M(t).
L’hypothése (ii) est appelée hypotheése de domination. Alors :

(i) VneN, f, € AL (I,K) et £ € A (I,K),

(i) f;fa e, Iit,

(i) Jf7fn =1 P 0.

Exemple 35.4. Le théoréme est faux sans U’hypothése de domination : on pose, pour

n €N, f, € C°(0,1],R) affine par morceaur de subdivision adaptée (O,%,%,l) t.q.
. 1

fn (0) = fp (2) =fn()=0cet f, (%) =n. Alors fp Ti;) 0 mais Vn € N, [§ fn=1.

n n

Application 35.5.

= (1t
In2 = Z
n=1 n

Démonstration. Pour n € N, on définit S, : t € [0,1] — S0 _o(=1)FtF et ¢ : t €

[0,1[+— 2. On a:
1
In2 = dt:/ ®.
o 1+t [0,1]

1+t-
Or S, —%——) ©; ¢ et chaque Sy, sont C%, et Vn € N, Vt € [0,1], |Sn(t)] < 1 (d’aprés le
n—-—+0oo

critere spécifique des séries alternées, c.f. proposition 3.14). Comme 1 est intégrable sur
[0, 1], on peut appliquer le théoréme de convergence dominée :

1112—/ = lim S. —iﬂ
o [071[80_n~>+oo no )

[0,1] n=1 N
O
Application 35.6. La fonction gamma est définie par :
+o0o
vz € R, [(z) :/ et 4t
0
On a
L@ = tim (e (1- D) )
Vw€R+,T(x)—ngrfoo ; t - . i

xT

.n!
Ve e R, I'(z) = lim now

w2 1) (@ 7). (1)

Démonstration. (i) Soit z € R%. On pose f, : t € RY +— Lo, (¢) - 1771 (1 — " e Ry
et ¢ 1t € RY — t*" e € Ry. Montrer que f, —%——) petVn eN, f, <. Avec le
n—-+00

théoréme de convergence dominée, on a :

I'(z) = /R ¢ = lim fn=lim o1 (1 - t) dt.

* n—-+0o * n—+0oo
T R + 0 n

(ii) Pour n € N et z € R, on note I,(z) = fol u® (1 — )™ du. Montrer d’abord que
Jot*=1 (1= )" dt = n®I,(z). En intégrant par parties, montrer que :

Yn e N*, Vo € RY, I(z) = —In_1(z + 1),
X

et en déduire le résultat. O
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II Théoreme d’interversion sommes-intégrales

Théoréme 35.7 (Théoreme d’interversion sommes-intégrales). u € Cgm (LKY, 5 e
Com (1,K). On suppose que :

(i) vVt el, S(t) = Z’?LO:O un(t);
(ii) Vn €N, u, € A' (I,K),

(iii) 3 [} |un| converge.
Alors :

(i) SeA'(I,K),

(i) [ 8 =020 Jrun,
(i) [r S < XnZo Ji lunl-

Application 35.8. On définit :
+o0 9
fixeR+— / e cos(zt) dt.
0

Alors f est développable en série entiére en O sur R tout entier.

Démonstration. Justifier d’abord la définition de f. On fixe ensuite x € R et on définit
_1\n,.2n
un:tE]R+l—>( V2™ p2ne—t* Op a

(2n)!
fla) = /+°° <§:u (t)) at
0 n=0 " ‘

Chaque u, est intégrable, et la fonction S : ¢t € Ry — > 0% qun(t) = e~
continue. De plus :

YN €N, é(/om ln (2)] dt) - /0+oo <§: (i’;!tzne—ﬂ) dt

n=0

 cos(wt) est

+oo 5
g/ e ch(at) dt.
0

Donc Y ( 0+°° |un (2)] dt) converge. D’apres le théoréme d’interversion sommes-intégrales,

@) = /Om <n§2un(t)> =3 (/Om un(t) dt)

n=0

S

n=0

O]

Théoréme 35.9 (Théoréme de convergence monotone). f € Cgm LRON, ¢ e Cgm (I,Ry).
On suppose que :

(1> Vn € Nv fTL € Al (I?R“‘)?
(ii) n € N, fn+1 2 fn;
(i) fu —"— L.
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=

Démonstration. La suite ([; fy), oy croit donc f 7 fn ——— u € Ry. Montrons que
n——+0o

p=[;0.(<)OnaVn €N, [; fn < [;€donc pu < [;£. (=) Soit (a,b) € I?, avec a < b. On a
fnlap] 4>€|[ab les fr[a,p) sontC et { est Cg -Deplus, Vn € N, 0 < faap) < {jlay]

n—-+00
et {45 est intégrable. Par convergence dominée :

/ oo n—s+o00

Or Vn € N, ff fn < p, donc f £ < p. Alnsi :

b
/E = sup / {< .
I (a,b)el? Ja

a<b

Alors, au sens de Ry :

IIT Continuité d’une intégrale a parametre

Notation 35.10. Dans la suite, (A, d) est un espace métrique.
Notation 35.11. K : A x I —» K.

I —K
(i) Pour A € A, on définit K (A,-) : :
t— K(\t)
A—K
(ii) Pourt € I, on définit K (-,1) : .
A— K(A\t)

Proposition 35.12. K : A x I — K. On suppose :

(i) VAe A, K(\,-) eC), (1,K),

(i) Vt e I, K (-,t) € C° (A, K),

(iii) IM € AY(I,Ry), V(A t) € Ax I, |K(\t)| < M(t).
On définit alors a bon droit :

A — K

(O .
M%/K@ﬂ&
I

Alors :
® e C’(AK).

Démonstration. Justifier d’abord YA € A, K (\,-) € A! (I, K). Montrons maintenant la
continuité de ®. Soit A\g € A, pn € AN t.q. un, —+> Ao. Pour n € N, soit v, = K (tn,-);
n—-+0oo

soit de plus w = K ()\g,-). Alors v, —j_——) w, les v, et w sont C;?m et Vn € N, Vt €
n—-+00

I, |vn(t)| < M(t). Ainsi, par convergence dominée :

@W@ZA%——% w=®(Xo).

n—-4o0o I
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Application 35.13. I € C° (R* ,R).

Démonstration. Soit 0 < a < b < +00. On va montrer que I'|, 5 est continue. Pour

cela, on définit :

\ la,b] x R, — R4
' (z,t) — t* e

Montrer que :
V(@,1) € [a,0] X RY, |y (2, 8) < et (107t 47

En déduire la continuité de I'|j, 4 & l'aide de la proposition 35.12. Ainsi, la restriction de
I' & tout segment est continue, donc I' est continue. 0

IV  Dérivation d’une intégrale a parametre

Notation 35.14. Dans la suite, A est un intervalle non trivial de R.

Notation 35.15. K : A x I — K. Pour (\,t) € A x I et p € N tels que K (-,t) est p fois

dérivable en X\, on pose :
oPK

ONP
Proposition 35.16. K : A x [ — K. On suppose :
(i) VA €A, l’intégmle J;y K(\,t) dt est convergente,
(ii) L applzcatzon 8/\ : A x I — K est bien définie et continue,
(iii) IM € AL (I,Ry), V(A1) P (1) < M(1).

On définit alors a bon droit :

(\t) = (K (1) (\).

A— K
D

)\»—>/K()\,t) dt
I
Alors @ est de classe C! et :

0K

!/
VAEA, ¥ (V)= [ S5

(A1) dt.

Démonstration. Soit Ay € A. On définit :
AxI—K
) KO —K(Mo,t) .
o O KOH-KLoD g A £ Ag -
9K (o, t) si A= Ao

A—K
On définit de plus ¥ : N /1/} ) de Alors, pour A € A, 9 (),-) est C°, pour ¢ € I,

P (-, t) est CY. Soit (A, £) € A x I. Si A # Ao, on a :

[ or
Jo ax (it dﬂ’

p ] = PR <
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Et [¢ (Mo, t)| = %—I/\(()\g,t)‘ < M(t). Ainsi, d’aprés la proposition 35.12, ¥ est CY. En
particulier :

e o) _ Y
)\li}H/\lo )\_—)\O = )\li)H)}o )\ ()\) =V ()\0) = ; m ()\0, t) dt
A#No A#Ao

Proposition 35.17. K : A x I — K, p € N. On suppose :
(i) VA € A, lintégrale [; K (A, t) dt est convergente,
(ii) Vj € [1,p], %];\If A x I — K est bien définie et continue,
(i) vj € [1,p], 3M; € AL (I, Ry), V(A ) € A x I, |2 (0, 0)] < My (1),

On définit alors a bon droit :

A— K
o : .
/\'—>/K()\,t)dt

I

Alors ® est de classe CP et :

. J K
Vi e [1,p], VA € A, dU) (\) = 0K (A, t) dt.
1 ON

Application 35.18. ' € C* (R%,R) et :

—+00
Wp €N, Vo € RS, T®)(z) = / (Int)? et dt.
0
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e 30

Equations Différentielles Linéaires

Notation 36.1. Dans ce chapitre, I est un intervalle non trivial de R et (E, ||| ) est un
K-espace vectoriel normé de dimension finie, avec K = R ou C. De plus, L(E) est muni
de la norme d’opérateur |||-|| subordonnée d ||-|| -

I Equations différentielles linéaires d’ordre 1

I.1 Existence et unicité de la solution du probléeme de Cauchy

Vocabulaire 36.2 (Probléme de Cauchy). A € C°(I,L(E)), B € C°(I,E), ty € I,
Yy € E. On appelle probleme de Cauchy le systeme :

Y' = A(t)-Y + B(t)

€ :
A7B7t01YO {Y (to) _ }/b

d’inconnue Y € E! dérivable. Ainsi, Y € ET est solution de CA,B,to,Y, SSi les trois condi-
tions suivantes sont vérifiées :

(i) Y est dérivable,
(il) Vt e I, Y'(t) = A(t) - Y (t) + B(t),
(if) Y (to) = Yo.
Lemme 36.3. A< C°(I,L(E)),BcC’(I,E),toc1,Yy € E. SoitY € E'. S’équivalent :
(i) Y est solution de €a.Bt,,vy-
(i) Y €CO(I,E) et :
t

Viel, Y(t)=Yo+ | (A(u)-Y(u)+ B(u)) du.

to

Lemme 36.4. A € C'(I,L(E)), B € C°(I,E), to € I, Yy € E. Alors le probléme de
Cauchy € a,B,1y,v, admet au moins une solution.

Démonstration. On pose :

C°(I,E) — C°(I,E)
I — F

Y — t
t— Yo+ [ (Au)-Y(u)+ B(u) du

to
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1l suffit de montrer que ® admet un point fixe. On définit une suite Z € C° (I, E)" par :

I — F

: t  VneEN, Zy=(Z,).
s Yo e n 1 (Zn)

0

Premiére étape : (Zy),cy converge uniformément sur tout compact. Soit en effet K un
compact de I. On pose a = min (K U {tp}) et b = max (K U {tp}). Comme K C [a,b], il
suffit de montrer que (Z,),,cy converge uniformément sur [a, b]. On munit C° ([a,b] , E) de
||.H[g%]. On note M = sup,ciq y [|[A()||. Pour n € N, on note Zn = n|la,p) - Puis on définit

U € C%([a,b] ,E)N par Uy = Zo et Vn € N*, U, = Zy — Zp—1. Ainsi :
VneN, Z,=> U
k=0

On cherche a établir la convergence normale de Y U,. Montrer par récurrence sur n que :

|t —to|" !

(n—1)! "

n—1
< |]U1\\[o%] ML Ib(:ﬂl), . Donc > U,, converge normalement
a, :

Vn €N, vt e L [Un(O)llp < [Tl 0q 277"

Ainsi, Vn € N*, HUnH[oob]

donc uniformément. Donc ( Z,, y converge uniformément. Ainsi, en notant Y : t € I ——
ne

limy, s yo0 Zn(t) € E, on a :

Z, —— Y sur tout compact.
n—-+00

Deuzieme étape : Y est solution de €4 B t,,v,- En effet, Y € C° (I, E). Reste & montrer que
®(Y)=Y.Soittel. Ona:

@) 0 - @2 @s = [ A0 (¥ (w) - Zuw) du

E

< |t —tol - ( sup IHA(U)II> Y = Znl| oo

u€lto,t] [to,t]
P 0.
Ainsi :
Vie L @)1= lim_(@(Z)(1) = im_ Zua(l) = Y(0)
Donc Y = ®(Y) et Y est solution de €45 +,.v;- O

Proposition 36.5. A € C°(I,L(E)), B€C’(I,E), to € I, Yy € E. Alors le probléme de
Cauchy € a.B,1y,v, admet une unique solution.

Démonstration. Ezistence. Voir lemme 36.4. Unicité. Soit Y, Z deux solutions de €4 B +,.,v; -
Onpose D=Y —Z.0Ona:

Vtel, D(t) = tA(u) - D(u) du.

Soit t € I. On note M = supycp, 4 [[A(u)[|. Montrer par récurrence sur n que :
— t0|n

¥n € N, Yu € [t0.1]. | D(u)][ < D] o, M"- Ju .

[to,t

En déduire que D = 0. O
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I.2 Autre point de vue : espace des solutions sans condition initiale

Notation 36.6. A € C°(I,L(E)), B €C’(I,E). On note &a p Uéquation Y' = A(t)-Y +
B(t), d’inconnue Y € E! dérivable. On note . 'ensemble des solutions de &a .
Proposition 36.7. A€ C°(I,L(E)), B€C°(I,E).
(1) Fao est un sous-espace vectoriel de C* (I, E).
(ii) Sao > F.
(iii) LA, est un espace affine de direction 4.

II Equations différentielles linéaires d’ordre n

Notation 36.8. (Ag,...,A,-1) € C°(I,L(E))", B € C°(I,E). On note &a,....A, 1.B
l’équation :

n—1
Y =5 4,00 - v® 4 B(1),
k=0

d’inconnue Y € E' n fois dérivable. On note L Ao,....An_1,B lensemble des solutions de
EAgyesAn—1,B-

Théoréme 36.9 (Théoréme de Cauchy-Lipschitz linéaire). (Ao, ..., 4,_1) € C°(I,L(E))",
B eC(I,E). Alors :

V(to,Yo, ... ,Yn—l) el x En, Y e on,--- Ap_1,B>

)

vk e [0,n], Y () = V}.

Démonstration. On va se ramener a une équation différentielle linéaire du premier ordre
dans E™. On définit :

I — L(E")
E" — E"
A: ,
t— n-l
(Z(), ey Zn—l) — <Z1, RN Zn—l; (Z Ak(t) . Zk)>
k=0
I — E" ) ) .
et B : . On note # l’ensemble des solutions de ’équation Z' =

t+— (0,...,0,B(t))
A(t) - Z + B(t) dans E™. Alors 'application
v on»---yAnﬂ,B — %
' Y s (Y, Y’ ... ,Y“H))
est une bijection, ce qui permet de conclure a ’aide de la proposition 36.5. 0

Remarque 36.10. Si E =K, alors la fonction A de la démonstration ci-dessus corres-
pond d une matrice de Frobenius :

0 1 0 0
Ve VZERY, A®)-Z=| - . . . o |2
0 0 1
Ao(t) An_2<t) An_1<t)
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IIT Reésolution des équations d’ordre 1

Notation 36.11. Dans toute la suite, on notera n = dim E. On munit de plus E d’une
base B = (e1,...,ep).

ITI.1 Wronskien

Vocabulaire 36.12 (Systéme fondamental de solutions). A € C°(I,L(E)). On appelle
systéme fondamental de solutions de I’équation &4 toute base de S .

Définition 36.13 (Wronskien). A € C° (I, L(E)). (Y1,...,Y,) € 4 o- On appelle wrons-
kien de (Y1,...,Y,) la fonction :
I —K
W £ det (Vi (1), Ya(t))

Proposition 36.14. A € C°(I,L(E)). (Y1,...,Yn) € 4 o- On note w le wronskien de
(Y1,...,Y,). S’équivalent :

(i) (Y1,...,Yy) est un systéme fondamental de solutions de &4 .
(ii) Vt € I, w(t) # 0.
(iii) 3t € I, w(t) # 0.
Démonstration. C’est une conséquence du fait que, pour tout ¢ € I, 'application ) :
Sao— E
Y — Y(¢)

Lemme 36.15. f € L(E).

est un isomorphisme. O

n
ngﬁ (61, - ,ei_l,f(ei) s €igly e ,en) =tr f.
i=1

Proposition 36.16. A € C°(I,L(E)). (Y1,...,Y,) € S Ho- On note w le wronskien de
(Y1,...,Yy). Alors w est dérivable et :

Vt eI, w'(t) =trA(t) - w(t).

I11.2 Meéthode de variation des constantes
Proposition 36.17. A € C°(I,L(E)). (Y1,...,Y,) un systéme fondamental de solutions
de Eag. Z € CH (I, E). Alors il existe un unique n-uplet (A1,...,\,) € C* (I, K)" t.q.

n

Ve, Z(t) =) N(t)Yi(t).

=1

Démonstration. Ezistence. Pour t € I, (Yi(t),...,Y,(t)) est une base de FE, donc
il existe (A1(%),..., \n(t)) € K" t.q. Z(t) = > i Mi(t)Yi(t). Reste & montrer que les
fonctions (A1,...,\,) € <E1>n ainsi définies sont bien C'. On pose M : t € I —
Mp (Yi(t),...,Y,(t)) € M, (K). Alors :

Vte I, Mg (Z(t) = M(t)
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Or Vt € I, det M(t) = w(t) # 0, en notant w le wronskien de (Y1,...,Y,). Donc :

A1
viel, | | =M@t) "Mz (Z(t)).
An
En déduire que les \; sont C! (en utilisant M (¢)~! = mt((]om M(t))). Unicité. Pour
tout t € I, (Y1(t),...,Y,(t)) est une base de E, donc le n-uplet (A1(t),..., An(t)) € K™ est
défini de maniére unique. O

Méthode 36.18 (Variation des constantes). A € CY (I, L(E)), B C’(I,E). (Y1,...,Yy)
un systeme fondamental de solutions de &40. La méthode de variation des constantes

consiste & chercher les solutions de &a g sous la forme Z =31 \iYs, avec (A1,...,\p) €
CL(I,K)". En notant M : t € I — Mg (Y1(t),...,Yn(t)) € M, (K), on a :
n A ()
ZeSape Y NY;=BeVtel, L | =M@ T M (B(1)) .
= X, (1)
Cela permet de déterminer \1,..., A\, puis Z.

Remarque 36.19. M € L(E), B € C° (I, E). Alors on peut chercher une solution parti-
culiere de &y,.p sous la forme :

Z:telvr—exp(tM)-At),
avec A € C (I, E).

Proposition 36.20 (Principe de superposition des solutions). A € C° (I, L(E)), (B,...,Bs) €
CO(LLE), (M,...,As) €K®. On note B=Y5_, \;B;. Alors :

V(Yl,...,ys) eyA,Bl X v XyA,BSa (Z)\ﬂ@) eyA,B~

=1
IV Résolution des équations scalaires d’ordre 2

IV.1 Généralités
Remarque 36.21. (a,b,c) € C° ([,K)3. On étudie I’équation :
y"' +a(t)y +b(t)y = c(t). (E-b—ac)

On lui associe ’équation du premier ordre :

(2= (o) () ()

Proposition 36.22. (a,b,c) € C° (I, K)>.

(1) Zp—a0 est un sous-espace vectoriel de C? (I,K).

(i) b a0 ~ K2

(iii) S_p—q.c est un espace affine de direction /_p _q0.
Proposition 36.23. (a,b) € C°(I,K)*. Pourt € I, on pose :
S p—a0 — K

yr—y(t)

Alors (L, My) est une base de L (S —p —q,0,K).

S p—a0 — K

Ltl / :
y—y'(t)

et Mt :
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IV.2 Wronskien

Vocabulaire 36.24 (Systéme fondamental de solutions). (a,b) € C° (I ,K)Q. On appelle
systeme fondamental de solutions de I’équation &_y, _q 0 toute base de S_y _q .

Définition 36.25 (Wronskien). (a,b) € C°(I,K)%. (y,2) € yfzb,fa,O’ On appelle wrons-
kien de (y, z) la fonction :

I — K
w: y(t) =)
Ty 2

Proposition 36.26. (a.b) € C° (LK)Z' (y,2) € YEb,,a,O. On note w le wronskien de
(y, z). S’équivalent :

(i) (y,2) est un systéme fondamental de solutions de &y, _q0.
(ii) Vt € I, w(t) # 0.
(ifi) 3t € I, w(t) # 0.
Proposition 36.27. (a,b) € C°(I,K)2. (y,2) € th_a,(). On note w le wronskien de

(y,z). Alors w est dérivable et :

vt eI, w(t)+a(t) w(t)=0.

IV.3 Méthode de variation des constantes

Méthode 36.28 (Variation des constantes). (a,b,c) € C° (I, K)>. (p,v) un systéme fon-
damental de solutions de &_j 0. La méthode de variation des constantes consiste a
chercher les solutions ¢ de &y _q. t.q.

0 _ i (20 o
WeL(cw)‘A@(¢w>+“@<wm>’

avec (\,p) € C (I, K)Q. Cela est possible d’aprés la proposition 36.17, car (( ,)

¥)

¥
. . i . . 0 1
est un systeme fondamental de solutions de l’équation Eap, ou At € I — “b(t) —a(t)]”
1l vient :
(i) ¢ =X+ py,

(i) ¢'=Ap’ + py.
En calculant ' d Uaide de (i) puis en comparant avec (ii), il vient :
(i) 0= N + 10,
En supposant que ¢ = (" + al’ +b(, et en exprimant ¢, ' et (" en fonction de ¢ et 1, on
obtient :

(V) = N + .

D’aprés (iii) et (iv), on a :

o(t)  P(t) N(t) _(0
vtel, <¢I(t) w’@)) (u’(ﬂ) - <C(t)>'
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Donc, en notant w le wronskien de (p, 1)) :

YO _ (v —em) (o) _ (S
reh (ﬂ’@))‘w(t) (—w’(t) W(t)><c(t)>_(sﬂ(t)0(t) -

w(t)

Cela permet de déterminer \ et p puis C.

V Résolution des équations scalaires a coefficients constants

Remarque 36.29. (ao,...,a,—1) € K", b€ C"(I,K). On étudie I’équation :

n—1

y(") + Z aky(k) = b(t). (Eag,...—an_1,b)
k=0

On lui associe l’équation du premier ordre :

, 0 1 0 e 0
Yo S . : Yo 0
’ = : o - : + :
Yn—2 : ’ ’ ’ (1) Yn—2 0
Yn_1 0 0 Yn_1 b(t)
_ao ... o .. —an72 _an—l

Proposition 36.30. (ag,...,a,—1) € K". On introduit :

n—1
P=X"+) aX"eK[X]

k=0
On suppose que P est scindé :
S
P:H(X—)\Z-)wi,
i=1
avec A1, ..., \s deuz d deux distincts, et (w1, ...,ws) € (N*)*. Alors

7 At
0<y<w;

est un systéme fondamental de solutions de &g, —q, ;.0 (i.e. une base de . _q, . —a, 10)-

Exemple 36.31. (ag,...,a,_1) € K*, b € C°(I,K). On suppose qu’il existe X\ € K et
m €N t.q.
Vi e I, b(t) = tmeM.

Alors Uéquation &y, . —q,_, b admet une solution particuliére de la forme :
y:tel—s Qt)e,

avec @ € K[ X], ot w est Uordre de multiplicité de A\ comme racine du polynome
P=X"+ Y12 ap Xt
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VI Inégalité de Gronwall et applications

Proposition 36.32 (Inégalité de Gronwall). T' € RY , (A, B) € (Ry)?, ueC(0,T],Ry).

On suppose que :
t

Vi€ [0,T], u(t) < A+ B | u(r) dr.
0

Alors :
vt € [0,T], u(t) < AePt.

Démonstration. On consideére :
[0, 7] — Ry

D
t— e Bt (A+B/ d7'>

Montrer que Vt € [0,7], ®'(t) < 0. Ainsi, ® \,. Donc :
vt € [0,T], u(t) < A+ B/ ) dr = ®(t)ePt < ®(0)ePt = APl

O
Corollaire 36.33. A € C'(Ry,L(E)), Yo € E. Soit Y une solution du probléme de

Cauchy suivant :

Y'=A(t) Y

Y (0) = Yo

On suppose qu’il existe C € Ry t.q. Vt € Ry, [|A(t)|| < C. Alors :
vt € Ry, [[Y (1)l 5 < [Yollp e

Proposition 36.34. T e R%, A € C°([0,T],L(E)), B C°([0,T],E). Pour U € E, on
note Yy l'unique solution du probléme de Cauchy €a.po,u. On pose :

EX[0,T] — E

' (U,t) — Yy (t)

Ca,00Y : {

Alors :
(i) VU € E, F(U,-) €C’([0,T], E).
(i) Vt € [0,T], F(-,t) €CY(E, E).
(iii) FeC’(E x [0,T],E).
Démonstration. (i) Clair. (ii) On note C' = sup;c(o 77 [|A(#)[]. On fixe t € [0, T]. D’apres
le corollaire 36.33, on a :

V(U,V)eE? ||[F(Ut) = F(V.t)|lg = (Yo = Yv) (®)llg < |U = V]|ge".

Cela montre que F' (-, t) est lipschitzienne donc continue. (iii) Soit (Up,tg) € E x [0,T].
Soit (V,7) € EN x [0, TN t.q. (Vyr, ) ——— (Us, to). Alors :
n—-+0oo

”F(Van)_ (U(JvtO)HE ”F(Van)_F(UOan)HE
+|1F (Uo, 7n) — F (Uo, to) |l
< |V = Uollg e“™ + | F (Uo, 7) — F (U, to)l|
— 0.

n—-+o0o
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VII Zéros des solutions d’une équation différentielle

Notation 36.35. Pour f € R!, on notera V(f) = {t € I, f(t) = 0}.

Proposition 36.36. (p,q) € C°(I,R)%. Soit o € %4 _,0\{0} :

vt eI, ¢"(t) +p(t)¢'(t) + a(t)p(t) = 0.

Alors :
(i) Pour tout (A, B) € I%, V(p) N [A, B] est fini.
(ii) Si I est un segment, alors V() est fini.
(i) Yw € V(p), In >0, Jw —n,w +n[NV(p) = {w}.
(iv) Soit a € V(p). On suppose que V(p)N]a, +oo| # &. Alors il existe b € V(p)N]a, 00|
t.q. V(p)Nla, b = .

Démonstration. (i) Supposons par I'absurde que V() N [A, B] est infini. Soit alors z €
(V(¢) N [A, B)N une injection. Comme V(¢)N[A, B] est un compact, soit j une extractrice
et w € V(p) N[A, B] t.q. zj(n) — On peut supposer que Vn € N, z;(,) # w. Alors :

/ _ .

Donc p(w) = ¢'(w) = 0. Ainsi, ¢ a les mémes conditions initiales en w que la fonction
nulle, et est solution de la méme équation différentielle, donc ¢ = 0. C’est absurde. (iii)
Soit w € V(). Comme p(w) =0 et ¢ # 0, on a ¢'(w) # 0. Donc :

p(x) ~ (2 — w) ¢ ().

w
Or z — (z — w) ¢'(w) ne s’annule qu’en w. D’ou le résultat. O
Proposition 36.37. ¢ € C° (R4, R). Soit ¢ € .7 ,00\{0} :
vt €1, ¢"(t) +q(t)p(t) = 0.
On suppose qu’il existe a € R t.q. Vt € Ry, q(t) > a. Alors :
(i) V(p) est infini (et non majoré).
(ii) 1l existe une suite w € V(@)Y strictement croissante et surjective.

(iii) Vn € N, 0 < wpy1 —wp < %

Démonstration. (i) Supposons par 'absurde que V(¢) est majoré : il existe M € R, t.q.
V(p) N [M, +oo[ = @. Alors, selon le théoreme des valeurs intermédiaires, (a4 garde
un signe constant : on peut supposer |(ys,1o0[ > 0. Alors :

Vt € [M, +o0], ¢(t) = —q(t)p(t) < 0.

Donc ¢ est concave. S'il existait ty € [M,+oo| t.q. ¢’ (tp) < 0, alors on aurait ¢(t) <
@ (to)+(t —to) ¢ (to) T Tooce qui est absurde car ¢|(a7,+o0[ > 0. Donc @T[M’Jroo[ >0,

d’olt p|(ar,4oo[ /- Dot VE € [M,400[, ¢"(t) = —q(t)p(t) < —ap(M). En intégrant, on
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obtient ¢'(t) T T c’est absurde car ng[M’Jroo[ > 0. (ii) D’apres la proposition
36.36, on définit a bon droit :

V() — N*

N : .
z— [V(p) N[0, ]|

Montrer que N est strictement croissante et surjective, puis poser w = N1, (iii) On fixe
n € N et on pose :

Yt e Ry —sin (Va(t —wy)).

On suppose par I'absurde que wy,+1 > Mﬁ—%. On peut alors supposer que ng >

wn7wn+%:|
0. On définit un trans-wronskien :

w:te [wn,wn+

H s (O () — (D).

Vt € [wn,wn + \7/%] ,w' (t) = (q(t) —a)p(t)e(t) = 0.

Ainsi, w . Et on a w(wy,) =0 et w (wn + %) = —ayp (wn + %) < 0. C’est absurde.
O

Proposition 36.38. (p,q) € C° (I,R)2. Soit (¢,1) un systéme fondamental de solutions
de &_q_po-. Alors :

VY (a,b) € V(p)?, a < b= V(¥)N]a,b] # 2.

Démonstration. Premiére étape. Soit (a,b) € V(p)?, avec a < b. On a @, # 0 (sinon
on aurait ¢ (“TH’) = ("“TH’> =0, d’ott ¢ = 0). Soit donc w € [a, b] t.q. p(w) # 0. On pose
ap = max (V(p) N[a,w]) et bp = min (V(¢) N [w,b]). On a ay < by, ¢ (ag) = ¢ (by) = 0
et Va € Jag,bo[, ¢(x) # 0. On peut supposer que Q4,5 > 0. Deuzieme étape. Comme

¢ (ag) = 0 # ¢ (ag), et w(ag) = v (ag) Y’ (ag) — ¢’ (ap) ¥ (ap) # 0 (ot w est le wronskien
de (¢, 1)), on a ¥ (ap) # 0. De méme, 1 (by) # 0. Troisiéme étape. On a :

w (ag) = —¢' (ao) ¥ (ao) et w(bo) = —¢ (bo) Y (bo)-

Or, comme @45, > 0, on montre aisément que ¢’ (ag) > 0 et ¢ (by) < 0. Et w ne
s’annule pas sur [ag, by], donc garde un signe constant : w (agp) est du méme signe que
w (bp). Donc 9 (ap) n'est pas du méme signe que 1 (by). Selon le théoréme des valeurs
intermédiaires, 1) s’annule en au moins un point de Jag, bo. O
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La Différentielle

Notation 37.1. Dans ce chapitre, (E,|-|g), (F,|[|z) et (G,|||g) sont trois R-espaces
vectoriels normés de dimension finie non nulle, et € est un ouvert de E.

I Définition

Définition 37.2 (Fonction différentiable en un point). f: Q — F, w € Q. On dit que f
est différentiable en w lorsqu’il existe L € L(E, F) t.q.

flw+h) - fw) — L(h)

lim
17l g

h—0
he(—w+2)\{0}

= 0. (+)

Proposition 37.3. f: Q — F, w € Q. Si f est différentiable en w, alors il existe un
unique L € L(E, F) vérifiant (%) : on le notera df(w).

Démonstration. Soit (L, M) € L(E,F)? vérifiant (x). Soit » > 0 t.q. B, (w,r) C Q.

Alors on a :
lim (L — M) <h> = 0.
heBo 0N\ (0} Il
Soit u € E. Si w = 0, on a bien (L — M) (u) = 0. Si u # 0, on note J:}O, ”u’“E [, etona:
(L = M) (u) = [[u]l , - Tim (L — M) 22—} = 0
— el g ully) =
Donc L = M. O

Vocabulaire 37.4 (Fonction différentiable sur un ouvert). f: Q — F. Si f est différen-
tiable en tout point de ), on dit que f est différentiable sur 2. On a alors une application
df: Q — L(E,F).
Proposition 37.5. I intervalle ouvert de R. f: 1 — F, w € I. S’équivalent :

(i) f est différentiable en w.

(ii) f est dérivable en w.

Si ces conditions sont vérifiées :

R— F

Vwe I, df(w) : b hf(w)
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Proposition 37.6. f: Q) — F, w € Q. S’équivalent :
(i) f est différentiable en w.
(i) Il existe L € L(E,F) ete € F(-9+9) ¢ g,

Vhe (—w+Q), flw+h)=f(w)+ Lh)+||h||ge(h) et li(r)ns = 0.
Corollaire 37.7. f:Q — F, w € Q. Si f est différentiable en w, alors f est continue en

w.

Proposition 37.8. f:Q — F, w e Q. W ouvert de E t.q. w € W C Q. S’équivalent :
(i) f est différentiable en w.
(ii) fjw est différentiable en w.

Si ces conditions sont vérifiées, alors dfjy (w) = df(w).

Proposition 37.9. f: E — F, w € E. Ey sous-espace vectoriel de E t.q. w € Ey C E.
Si f est différentiable en w, alors fig, est différentiable en w et df|g, (w) = df(w)|g, -

Proposition 37.10. f: Q — F, w € Q. On suppose que F = Fy x ---x Fs (o0 Fy, ..., Fy
sont des R-espaces vectoriels de dimension finie non nulle), et on note (fi,...,fs) €
F'x - xF t.q.Vr € Q, f(x) = (f1(2),..., fs(x)). Séquivalent :

(i) f est différentiable en w.
(i) Vi € [1,s], fi est différentiable en w.
Si ces conditions sont vérifiées, alors :

VheE, df(w) -h = (dfi(w)-h,...,dfs(w)-h).

Notation 37.11. f: Q — F. On suppose que f est différentiable sur Q. On dispose donc
d’une fonction df : Q@ — L(E,F). L(E,F) est un R-espace vectoriel de dimension finie.
On peut donc, sous réserve d’existence, définir par récurrence d™f, par :

Vn e N*, d"f = d(d"—lf),
avec d°f = f.

Vocabulaire 37.12 (Fonction de classe C"). f : Q — F. On dit que f est de classe C"
lorsque d™ f est définie sur ) et continue.

Définition 37.13 (Jacobien et divergence). f : Q — E, w € Q. On suppose que f est
différentiable en w.

(i) On définit le jacobien de f en w par :
(Jac f) (w) = det (df(w)) -
(ii) On définit la divergence de f en w par :
(div f) (w) = tr (df(w)) -
Lemme 37.14. On munit E d’un produit scalaire (- | -). On considére :

E — L(E,R)
v EF—R

Alors WU est un isomorphisme d’espaces vectoriels.
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Définition 37.15 (Gradient). f : @ — R, w € Q. On munit E d’un produit scalaire
(-]-). On suppose que f est différentiable en w. Alors l'unique vecteur u € E t.q. Vh €
E, df(w)-h=(u|h) est appelé gradient de f en w et noté V f(w). Ainsi :

Vhe B, df(w)-h = (VF(w)|h).

II Exemples

Exemple 37.16.
(i) f e L(E,F). Alors f est différentiable sur E et :

Vo € E, df (w) = f.

(ii) f: E — F affine. On note fe L(E,F) la direction de f. Alors f est différentiable
sur E et :

Vw € B, df(w) = f.
(iii) B: E x F — G bilinéaire. Alors B est différentiable sur E x F' et :

V(wi,we) € E X F, VY (h1,h2) € E x F,
[dB (wl,wg)] (hl,hg) =B (hl,wg) + B (wl,hg) .

Exemple 37.17. a € CN t.q. R = p (3 an2™) > 0. On définit a bon droit :
B,(0,R) — C
i .
Z — Z anz"
n=0
C est ici considéré comme R-espace vectoriel de dimension 2. Alors f est différentiable

sur By(0, R) et :
VYw € B,(0, R), Vh € C, df(w) - h = f'(w)h.

Exemple 37.18. On définit :

L(E) — L(E)

D), : F

Alors @, est différentiable sur L(E) et :

~1
VF € L(E), Vh e L(E), dBy(f)-h =3 (ono b
k=0

Exemple 37.19. La fonction exp : L(E) — L(E) est différentiable en 0 et :
d(exp)(0) = idg(m)-

Lemme 37.20. On munit L(E) de la norme d’opérateur ||-|| subordonnée a |-|| 5. Alors :
B, (idg,1) C GL(E).

Démonstration. Voir proposition 33.4. O
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Exemple 37.21. On définit :

o |CGLE) — GL(E)

wr—s u !

Alors @ est différentiable sur GL(E) et :
Vu € GL(E), Vh € L(E), d®(u) -h = —u"tohou™!.
Exemple 37.22. v: E — R une norme. Alors v n’est pas différentiable en 0.

Démonstration. Supposons par 'absurde que v est différentiable en 0 et notons L =
dv(0). Soit u € E\{0}. On a :

e g VW) = 1(0) — L(tw) _ k)it > 0
’ v(tu) B % sit<0
Or V(tU)—s((tou))—L(t“) — 0. Il vient v(u) — L(u) = v(u) + L(u) = 0. C’est absurde car
%
u # 0. O

Exemple 37.23. On munit E d’un produit scalaire (- |-), et on note M : E — Ry la
norme euclidienne associée. Alors M est différentiable sur E\{0} et :

_ (ulh)
Yu € E\{0}, Vh € E, d0(u) - h = T

Autrement dit :

Vu € E\{0}, VN(u) = Na)

IIT Composition de fonctions différentiables

Proposition 37.24. U ouvert de E, V ouvert de F'. f :Ud =V, g:V —- G, welU. On
suppose que f est différentiable en w et que g est différentiable en f(w). Alors (go f) est
différentiable en w et :

d(g e f)(w) = dg (f(w)) o df(w).

Démonstration. Soit ¢ € F(-wt) ot e GEFWHY) avec limge = 0 et limgn = 0 t.q.

Vhe (—w+U), flwt+h)=fw)+df(w)-h+][hlgeh),
VEe (=f(w)+V), g(f(w)+€) =g (f(w)) +dg (f(w)) - £+ [[£llp n(L).

Ainsi, pour tout h € (—w +U) :

(o f)(w+h)=g(f(w)+[flw+h) = Ffw)])
= (90 f) (W) +dg(f(w)) - [f(w+h) = f(w)]
+f(w+h) = f@lpnlfw+h) = fw)
= (g0 f) (W) +(dg(f(w)) edf(w))-h+[hlgdg (f(w))-e(h)
+lldf(w)-h+[Ihllger)lpnlf(w+h) = fw)].

En déduire le résultat. O
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Corollaire 37.25. U ouvert de E, V ouvert de F'. f:U — YV, g:V — G. On suppose
que f et g sont C1. Alors (go f) est Ch.

Démonstration. D’apres la proposition 37.24, (g o f) est différentiable et :

Vweld, d(go f) (w) = dg (f(w)) o df(w).
OrweU — dg (f(w)) odf(w) € L(E,G) est C° car les fonctions suivantes sont C° :
U— L(F,G)x L(E,F) ot L(F,G)x L(E,F) — L(E,G)
wr— (dg (f(w)),df(w)) (. ¥) — ot
O

Corollaire 37.26. U ouvert de E, V owvert de F'. f : U — V, g:V — G. On suppose
que [ et g sont CP. Alors (go f) est CP.

Proposition 37.27. f,g: Q — F,w € Q. Si f et g sont différentiables en w alors (f+g)
est différentiable en w et :

d(f +9)(w) = df(w) + dg(w).

Proposition 37.28. f,g: Q - R, w € Q. Si f et g sont différentiables en w alors (fg)
est différentiable en w et :

d(f9)(w) = f(w) dg(w) + g(w) df (w).

Proposition 37.29 (Articulation dérivée-différentielle). I intervalle de R. v : I — €,
f:Q = F,tel. On suppose que v est dérivable en t et que f est différentiable en ~(t).
Alors (f o) est dérivable en t et :

(foy) (®)=df (v(t)) -7 (1)

IV Représentations analytiques

Lemme 37.30. Bg une base de E. On note n = dim E. Alors en identifiant M, 1 (R) d
R™, l’application Mp,, : EE — R"™ est un homéomorphisme, et Mp,, et Mg; sont C'.

Proposition 37.31. f: Q — F. Bg une base de E, Bp une base de F'. On note p = dim E
et n =dim F'. On note Q = Mp,, (2) C RP. On pose :

froe Qs Ma, (f((Mg,) ™" (@) eR™

On a le diagramme commutatif suivant :

a—f .
MBEl lMBF
Q 7 R"™

Et, pour w € Q, f est différentiable en w ssi f est différentiable en Mg, (w).
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Exemple 37.32. On considére det : M, (R) — R. det est différentiable sur M, (R) et :
VA € M, (R), VH € M, (R), d(det)(A) - H = tr ((Com A)H).

Ainsi, si on munit M, (R) du produit scalaire (- | -} défini parV (A, B) € M, (R)*,(A | B) =
tr (*AB), alors :
VA eM, (R), Vdet(A) = Com A.

Démonstration. Soit C la base canonique de R™. Alors l'application dete : (R™)" — R
est n-linéaire. Donc det¢ est différentiable et :

Y (ut, . un) € (RM" Y (e, ..., hy) € (RM)",

d(dcet) (Ul,..., ) hl,..., Zdet ul,...,uj,l,hj,uj+1,...,un).
. M, (R ) (R™)" L I
On considere alors W : s (€1(A), (A )) W est linéaire donc différentiable
et VA € M, (R), d¥(A) = \I' Or det = detc oW, donc det est différentiable et, pour

AeM, (R)et He M, (R):

d(det)(A) - H = d(dgt o\Il> (A)-H = d(dcet> (T(A)) o dV(A) - H

det (€1 (A), ... 7€j71(A)7 Q:J'(H)? €j+1(A)7 € (4))

M-

J=1 ¢
n n . .

= ZZ(—I)H'] ijij (A Z H;; (Com A),;
Jj=1li=1 1<4,j<n

=tr (t(Com A)H) ,

ol f5(A) est le mineur de A obtenu en supprimant la i-ieme ligne et la j-ieéme colonne. [

V Inégalité des accroissements finis

Proposition 37.33. U ouvert connexe par arcs de E. f:U — F. §’équivalent :
(i) f est constante.
(ii) f est différentiable sur U et Vw € U, df(w) =
Démonstration. (i) = (ii) Clair. (ii) = (i) Montrons que f est localement constante, i.e.

Vw e U, 3V € V(w), fiyru est constante. Soit donc w € U. Soit 7 > 0 t.q. By(w,r) C U.
On va montrer que f|g, (., €st constante. Soit m € B,(w,r). On pose :

[0,1] — F
b t— f((1—tw+tm)
Selon 'articulation dérivée-différentielle (c.f. proposition 37.29), p est dérivable et :
vt € [0,1], p'(t) = df (1 — t)w +tm) - (m —w) = 0.

Donc p’ = 0, donc p est constante. En particulier, f(m) = f(w). Donc fig, () est
constante, et f est localement constante. D’aprés le théoreme 16.24, comme I/ est connexe
par arcs, f est constante. ]
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Théoréme 37.34 (Inégalité des accroissements finis). f:Q — F. (a,b) € Q? t.q. [a,b] C
Q. On suppose que :

(i) f est différentiable en tout point de |a,b],
(ii) Il existe M € Ry t.q.

Vw € [a,b], ||[df(w) - (b—a)||p < M|b—al .

Alors :
1£(0) = fla)llp < M|[b—allg.

Démonstration. On consideére :

0,1 — F

Pl s F (= tattb)

Alors, selon Darticulation dérivée-différentielle, p est dérivable et :
vt € 10,11, 90 = 1df (1= at ) (b a)l[ o < M [b— all ;-
Selon le théoreme 19.5, il vient :

17(0) = f(@)llp = llp(1) = p(O)l|p < M (|6 - all-
O

Corollaire 37.35. f:Q — F. (a,b) € Q2 t.q. [a,b] C Q. On suppose que f est C' et on
note :

M = max ||df(c)]|,
cE[a,b}

ot ||| est la norme d’opérateur sur L(E, F) subordonnée a ||-|| g et ||| p. Alors :

1F() = f(@)l[p < M |[b—all-

Application 37.36. U ouvert convere de E. f : U — F différentiable sur U. p € R.
S’équivalent :

(i) f est p-lipschitzienne.

(ii) Vw e U, [[df ()]l < p
ot ||| est la norme d’opérateur sur L(E, F') subordonnée d ||| et ||-|| z-

Démonstration. (ii) = (i) Appliquer le corollaire 37.35. (i) = (ii) Soit w € U. Soit
e € FO9t) ayec limge = 0 t.q.

Vhe (—w+U), flw+h)=f(w)+df(w) -h+]h|ge(h).
Soit 7 > 0 t.q. By(w,r) C U. Alors :

vh e B (0,7), [df(w) - hllp < |[f(w+h) = f@)llp + [[2lg - le(r)]
|

Al (o + lle (W)l ) -

En déduire que ||df(w)]| < p. O

NN
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Dérivées Partielles

Notation 38.1. Dans ce chapitre, (E, ||| z) et (F,|||z) sont deux R-espaces vectoriels
normés de dimension finie non nulle, et  est un ouvert de E.

I Dérivée selon un vecteur

Définition 38.2 (Fonction dérivable selon un vecteur). f:Q — F, w € Q, uw € E. On dit
que [ posséde en w une dérivée selon le vecteur u lorsque la fonction t — w

admet une limite en 0. On pose alors :

Duf(e) = iy (€T I
t£0

Proposition 38.3. f: Q= F,we Q,ue E, A€ R. Si f posséde en w une dérivée selon
u, alors f posséde en w une dérivée selon (A\u) et :

Dyuf(w) = ADyf(w)-

Proposition 38.4. f:Q — F, w € Q. Si f est différentiable en w, alors f posséde en w
une dérivée selon tout vecteur et :

Yu € E, Dy, f(w) =df(w) - u.

Corollaire 38.5. f: Q — F, w € Q. On munit E d’une base B = (e1,...,e,). Si [ est
différentiable en w, alors f posséde une dérivée en w selon chaque e; et :

n

Vhe E, df(w)-h=>_ei(h)De, f(w).
=1

Exemple 38.6. On pose :
f:(z,y) eR? — {82"“/2

Alors :
(i) f est CY.

(ii) f est dérivable en O selon tout vecteur.
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(iii) f n'est pas différentiable en 0.

Vocabulaire 38.7 (Dérivées partielles). f : @ — F. On munit E d’une base B =
(e1,...,en). Sous réserve d’existence, les applications De, f,...,De, f sont appelées les
dérivées partielles de f relatives d eq,...,e,.
Théoréme 38.8. f:Q — F. On munit E d’une base B = (e1,...,e,). S’équivalent :

(i) f est de classe C*.

(ii) De,f,...,De, f sont définies et C°.
Démonstration. (i) = (ii) Clair. (ii) = (i) Soit w € 2. Montrons que f est différentiable

en w. On munit E de la norme ||-[|, définie par Vz € E, ||z[|,, = max;e[,, |e] (). Soit
r >0 t.q. Bf(w,r) C . Soit € > 0. Soit n € ]0,r] t.q.

Vi€ [1,n], Vo € By (w,n), [|De; f () = De, f(w)llp <

3o

On définit L = 377" | (De, f(w) - €f) € L(E,F), et on a, pour h € By (0,n) :

[f(w+h) = fw) = L)l ¢

n

7 i—1
> [f (w +) €Z(h)€k> —f (w +) €Z(h)€k> - €f(h)Deif(w)]
k=1 k=1

=1

F
n i i—1
<§:%(w+§}ﬂm%)f(~+2kam%)ﬁmﬂaﬂm
i=1 k=1 k=1 F
n ex(h) i—1
=> / lDeif <w + ) ep(h)er + T€¢> - Deif(w)l dr
i=1 1170 k=1 F
n er(h) i—1
< Z / D..f <w + Z er.(h)ex + T€i> — D, f(w)|| dr
i=1 "0 k=1 F
n | e (h) ¢
< —dr| < e|lh]l ...
S ar|<elal
Ainsi, f est différentiable en w et df(w) = Y iuq (De, f(w) - €;). En déduire que df est
CO. O

II Dérivées partielles standards

Notation 38.9. Dans la suite, on suppose que E = RP et ' = R". On note B, =
(e1,...,€p) et By = (€1,...,en) les bases canoniques respectives de RP et R™.

Notation 38.10. f: Q — R", w € Q. Soit j € [1,p]. Si f posséde en w une dérivée selon
le vecteur ej, on notera :

af

o () = De, ).

Remarque 38.11. f: Q — R", w € Q. Soit j € [1,p]. Alors a‘%(w) est la dérivée de
t— f(wi,e Wi, 6 Wi, - ., W) €N W5
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CHAPITRE 38. DERIVEES PARTIELLES

Proposition 38.12. f: Q — R™, w € Q. Si [ est différentiable en w, alors %(w), cel g—x’;(w)
sont bien définies et :

Vh e RP, d “h=Y hj—(w).
<R df(@) =Y i)
Proposition 38.13. f : Q — R", w € Q. Pour i € [1,n], on note f; = €f o f. Pour
jeli,p], si %(w) est définie, alors ng;(w), e %(w) sont définies et :

of (o Ofa
8—%((4)) = (a%(w),,a%(w)> )

Proposition 38.14. f: Q — R", w € Q. Pouri € [1,n], on note fi =l o f. Si f est
différentiable en w, alors :

% (W) - % (w)
Mg, B, (Af(@) =] + . i | €My, (R).
% (W) - %}; (w)

Cette matrice est appelée matrice jacobienne de f en w.

Corollaire 38.15. f: Q — RP, w € Q. Pouri € [1,p], on note f; = €f o f. Si f est
différentiable en w, alors :

gTJi(w) %(w)
(acf) (@) =det(@f@) =| © 1, (i)
N )

(A ) (@) = (@) = 3 . ()
=1 v

Corollaire 38.16. f: Q2 — R, w € Q. On munit RP de sa structure euclidienne canonique.
Si f est différentiable en w, alors :

V(w) = <§g’i(w),...,§£}(w)> .

Proposition 38.17. U ouvert de RP, V ouvert de R". f U — V, g:V —- R, w € U.
On suppose que f est différentiable en w et que g est différentiable en f(w). Alors, selon
la proposition 37.24, (go f) est différentiable en w. Pour i € [1,n], on note f; = € o f.
Alors on a :

vie ), 252w -y (Sj () 52 <w>> ,
i=1 v

ot les % représentent les dérivées partielles dans la base B, et les 8%1 représentent les

dérivées partielles dans la base B,,.
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Démonstration. Soit j € [1,p]. On a :

d(go f)
85[?]'

(w) = M, 1[d(go /)W)]),; = (Mp,1[dg (f(w)) e df(W)]),

J

IIT Intégrales et différentiabilité

Lemme 38.18. (A, d) espace métrique. K € C° (A x R,R). On définit :

AxR?>—R
A

y :
(ay) s [ K () de
Alors pour tout (x,y) € R%, A(-,z,y) € C°(A,R).

Démonstration. Soit (z,y) € R? fixé. Soit \g € A et p € AN t.q. u, m Ag. On
pose :
J = ({Xo} U{pn, n € N}) x [z,9].
J est un compact. On pose donc M = sup, )¢ s |K (v,t)|. Pour n € N, on définit ¢, : t €
[z,y] = K (in,t) et o : t € [x,y] — K (o, t). Alors v et les ¢, sont C°, ¢, ﬁ P
et Vn € N, Vt € [z,y], |on(t)] < M. Par convergence dominée (théoréme 35.3) :
Alpms,) = [ onlt) dt —— ["0lt) dt = AQo,2.9).

. n—-+00
Donc A (-, z,y) est C en Ag. O
Proposition 38.19. (A,d) espace métrique. K € C° (A x R,R). On définit :
AxR* —R

Aoy — /yK()\,t) dt’
Alors A € CY (A x R%,R).
Démonstration. On définit :

.. | AxR* —R |

A z,y,r) = (y — ) K (A +7r(y —2))

Ona L e€C%(AxR3R). Et:

Yy
Y(\ay) € Ax RE A ay) = |

x

1
K (\t) dt :/ L\ z,y,r) dr.
0

En appliquant le lemme 38.18 & L (en remplacant A par A x R?), on en déduit la continuité
de A. O
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Proposition 38.20. K € C!' (R% R). On définit :

R — R
A: Yy )
Az, y) M/ K (A1) dt
xr
Alors A € C (R3,R).
Démonstration. Il est clair que 24 et aA sont CY. Utiliser la proposition 35.16 et la
proposition 38.19 pour montrer que 8‘4 est CO D’apres le théoreme 38.8, A est C'. O

IV  Dérivées partielles successives

Notation 38.21. f : Q — R. Pour (iy,...,i) € [1,p]*, on définit par récurrence, sous

réserve d’existence :
ok f B 0 ok—1 f
altil tee 8.1’Zk N 6%’1'1 6:@2 cee 8.1‘Zk '

Proposition 38.22. f:Q — R. S’équivalent :
(i) f est de classe C*.

(ii) Toutes les dérivées partielles de f jusqu’a l'ordre k sont définies et continues.

Théoréme 38.23 (Théoréme de Fubini). (a,b,c,d) € R*, a <betc<d. f € C°([a,b] x [c,d],
Alors :
(i) La fonction z € [a,b] —> f f(z,y) dy est C°.

(ii) La fonction y € [c,d] — fa f(as,y) dx est C°.

(iii) On a :
/ab </Cdf(:n,y) dy) dz = /Cd </abf(1:,y) dx) dy.

Démonstration. (i) et (ii) Utiliser 'uniforme continuité de f (car [a,b] X [¢,d] est un
compact). (iii) On pose :

= [ ([ ) o= ([ s as) an

On définit de plus, pour n € N* :

Tp Yy

(b—a)(d—c) f< (n) <n>)7

avec xlgn) =a+ %(b— a) et yén) =c+ %(d— ¢). On munit R? de ||| . Soit € > 0. f étant
UC sur [a,b] x [c,d], il existe n > 0 t.q.

V(@2 y.y) € [a b x e, (@) — (2,9l <0
= [f(z,y) = f (" y)| <e
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Soit NV € N* t.q. b_T“ <net % < 7. Alors, pour n > N :

‘I - Ln|

_ 2™ [y ) d b—a)d—¢) .,/ ) ()

— Z /(n) /(n) f(x,y) Y m_Tf<mk Yy )
1<k,I<n |V %k—1 Yo

< Z /(n) /<n) ‘f(xvy)_f(k y Yy )‘dy dz
1<k t<n " Fr—1 Yoy

<(b—a)(d—c)e.

Il vient ¢,, —— I. De méme, t,, —— J. Donc I = J. -

n—-+o0o n——+o0

Lemme 38.24. (a,b,c,d) €R*, a<betc<d. p€C?(R%R). Alors :

b d @2(’0 d b 6280
/a ( j ayax(u,v) dv) du—/C < j 8$3y(u’1}) du) dv.

Démonstration. Appliquer le théoreme fondamental de I’analyse deux fois. Ol

Lemme 38.25. (a,c) € R%. g€ CY (R%R). Alors :

B(a,c) = lim [nQ /anr (/CCJ”II B(z,y) dy) dx] )

n——+oo
%f _ 9*f
Oyox — Oxz0y”

3=

Lemme 38.26. f € C? (R%R). Alors

Théoréme 38.27 (Théoréme de Schwarz). f € C* (R, R). (i1,..., i) € [1,p]*, o € &4.
Alors :
ok f B ok f
a$i0<1) e a$i0<k) axil e (‘%czk '

V Exemple : expression du laplacien en polaire

Définition 38.28 (Laplacien). f € C* (R%,R). On définit le laplacien de f par :

R> — R
Af: o 0
o b ) + )

Proposition 38.29. f € C? (R% R). On pose :

R, xR — R
g (r,0) — f(rcosf,rsinf)

Alors g est C? et :

2 2
V(r,0) e RL xR, Af(rcosf,rsinf) = (3“;](1”,«9)4—169(7",9) +i@(r,0).
r r r
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VI Extrema

Notation 38.30. Dans la suite, on considére da nouveau (E, ||| 5) et (F,|||z) deuzx R-
espaces vectoriels normés de dimension finie non nulle, et Q un ouvert de E.
Définition 38.31 (Extremum). X un ensemble non vide, f: X - R, we X.

(i) On dit que f présente un maximum en w lorsque Vo € X, f(z) < f(w).

(ii) On dit que f présente un minimum en w lorsque Vx € X, f(z) > f (w).

Proposition 38.32. X un ensemble non vide, f : X — R. Si f(X) est fini, alors f
présente un mazrimum et un Minimum.

Proposition 38.33. (A,d) espace métrique, f : A — R. Si A est compact et f est conti-
nue, alors f présente un mazximum et un minimum.
Exemple 38.34. Soit U un sous-espace vectoriel de R[X] de dimension n. Alors :

(i) U admet une base B = (Py,...,P,) t.q. deg P| < --- < deg P,.

(ii) B admet une base v = (Q1,...,Qn) t.q. deg@Q1 = --- = deg Q.

Démonstration. On note B(*U) I'ensemble des bases de 2 et on pose :

B(U) — N

w : n .
(Hy,...,Hy) — > deg H;

=1

Montrer quil suffit de choisir (8,7) € B(9)? t.q. w(8) = mingepwy) w(B) et w(y)
max gep(w) w(B). O
Définition 38.35 (Extremum local). (A,d) espace métrique, f: A - R, w € A.
(i) On dit que f présente un maximum local en w lorsque 3V € V(w), Vx € V, f(z) <
f ().
(ii) On dit que f présente un minimum local en w lorsque IV € V(w), Vz € V, f(z) >
f ().
Proposition 38.36. [ intervalle de R, f: I — R, w € I. On suppose que :
(i) f présente un extremum local en w,
(ii) f est dérivable en w,
(i) we 1.
Alors f'(w) = 0.

Proposition 38.37. Q un ouvert de E, f: Q — R, w € Q. On suppose que f présente
un extremum local en w. Soit u € E t.q. f posséde en w une dérivée selon u. Alors :

Duf(w) =0,

Corollaire 38.38. Q2 un ouvert de E, f : Q@ — R, w € Q. On suppose que f présente un
extremum local en w. Si f est différentiable en w, alors :

df(w) =0.
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Exemple 38.39. (a1,...,as) € E*. On munit E d’un produit scalaire (- | -), et on note
II|| la norme euclidienne associée. On pose :

E—>R+

S
@ .
U — Z llu — aq|
i=1
On note A ={a1,...,as} et € ={u € E, ¢(u) =mingep p(x)}. Alors :
(i) ¢ est conveze.
(ii) ¢ est différentiable en tout point de E\A et :
u— a;

Vu € E\A, Vo(u Z Y

u— a;||

(iii) €~ est un compact convexe non vide de E.
(iv) On a :

5 u — a; _

Démonstration. (ii) Voir exemple 37.23. (iii) Voir proposition 38.44. (iv) Voir corollaire
38.47. =

VII Convexité

Définition 38.40 (Partie convexe d’'un espace normé). C' C E. S’équivalent :
(i) VY(a,b) € C?, [a,b] C C.

(i) Vs € N*, V(w1,...,ws) € C5, V(A1,..., ) € (Ry), P =1=>7  \w; €
C.

On dit alors que C' est convexe.

Définition 38.41 (Fonction convexe). C' une partie conveze de E, f : C — R. S’équi-
valent :

(i) V(a,b) € C2, vt € [0,1], f((1 —t)a+tb) < (1 —1t)f(a) +tf(b).
(i) Vs € N*,V (wi,...,ws) € C5V(A1,..., ) € (R, Y i =1= f (X hiwi) <
i1 Aif (wi).
On dit alors que f est convexe.
Remarque 38.42. On peut montrer que si ) est un ouvert convere de F, et f:Q — R
est une fonction convere, alors f € C° (2, R).
Proposition 38.43. C une partie convexe de E, f : C — R. S’équivalent :
(i) f est convexe.
(ii) VD droite affine de E, ficnp est convere.
(iii) V¥ (a,b) € C?, fiap est convee.
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Proposition 38.44. C une partie convexe de E, f: C — R convexe. On pose :
¢ = {wel, ¥meC, f(w) < f(m)}.
Alors €~ est conveze.

Lemme 38.45. C une partie conveze de E, f : C — R convexe, (a,b) € C?. On pose :

0,1 —R
b t— f((1—t)a+tb)’

Alors p est conveze.

Proposition 38.46. ) un ouvert convexe de E, f : ) — R convexe, w € . On suppose
que pour tout u € E, f posséde une dérivée en w selon u et Dy, f(w) = 0. Alors f présente
un minimum global en w.

Démonstration. Soit m € Q\{w}. On pose :

[0,1] — R

b t— f((1 —tw+tm)

Alors p est dérivable et convexe (selon le lemme 38.45). Et, selon I'inégalité des pentes
(c.f. proposition 1.19), on a :

p(s) —p(0)
s —=0 1-0

Vs €10, 1]
En faisant tendre s — 0, il vient f(m) — f(w) > p'(0) = Dp—wf(w) = 0. On a donc
montré : Ym € Q\{w}, f(w) < f(m). O

Corollaire 38.47. Q) un ouvert convere de E, f : 0 — R convexe, w € . On suppose
que f est différentiable en w et que df(w) = 0. Alors f présente un minimum global en w.

Proposition 38.48. Q) un ouvert convexe de E, f : Q — R différentiable sur . S’équi-
valent :

(i) f est conveze.
(ii) Y(z,y) € Q% f(y) > f(2) +df(z) - (y — ).
(iii) ¥(z,y) € 92, df(y) - (y — 2) > df(2) - (y — 2).

Démonstration. (i) = (ii) Soit (z,y) € Q2. On pose :
p:t€0,1]— f((A-t)z+ty) - f(z) —tdf(z)  (y — ).

Alors p est convexe (selon le lemme 38.45) et dérivable, donc p’ . Or p'(0) = 0, donc
vVt € [0,1], p/(t) = p’(0) = 0. Donc p 7, d’ot :

f(y) — f(z) —df(z) - (y — x) = p(1) = p(0) = 0.
(ii) = (iii) Soit (z,y) € Q2. On a :

df(z)-(y —x) < fy) = f2) = = (f(z) = f(y))

—df(y) - (x —y) =df(y) - (y — 2).

<
<
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(iii) = (i) Soit (a,b) € Q2. On pose :
pite[0,1] — f((1—t)a+th).
p est dérivable et :
vt €10,1], p'(t) =df ((1 —t)a +tb) - (b— a).

Soit alors (s,t) € [0,1]? avec s <t. On a :

P(s) = —— - df (1 - s)a+sb) - ((t - )(b— a)

t—s
< af (L= ta ) (- s)(b— a)) = P (D).

St—s
Donc p' 7, donc p est convexe. En particulier, pour A € [0,1] :
F((1= N+ 28) = p(\) < (1= N)p(0) + Ap(1) = (1 = N f(a) + Af ().

Donc f est convexe.
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Espaces Euclidiens

Notation 39.1. Dans ce chapitre, (E,(-|-)) est un espace euclidien de dimension n.

I Espaces euclidiens
I.1 Généralités

Proposition 39.2. On considére :

E— FE*

Alors ®© est un isomorphisme.

Remarque 39.3. La proposition 39.2 est fausse lorsque E est de dimension infinie. Par
E— ﬁc(E, R)

ur—(u| )

surjective ssi E est de Banach.

contre, 'application @ : est injective et conserve la morme. Et ® est

Définition 39.4 (Vecteurs orthogonaux). (x,y) € E?. S’équivalent :

(i) (z|y) =0.
(i) llz +yl* = lll* + [ly]*.

On dit alors que z et y sont orthogonaux, et on note x L y.
Définition 39.5 (Orthogonal d’une partie). A C E. On pose :
At ={zecE VacA zLal={zecE, Ker((z|-)DA}.

Proposition 39.6. A C E.
(i) AL est un sous-espace vectoriel de E.

(i) A+ = Vect(A)*L.
(i) (A%)" 5 Veet().
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I.2 Orthogonalité et sommes directes

Proposition 39.7. F un sous-espace vectoriel de E. Alors :
(i) E=FaoFt
1
(i) (F+) =F.
Définition 39.8 (Projection orthogonale). F' un sous-espace vectoriel de E. On appelle

projection orthogonale sur F, et on note pp, la projection sur F parallélement d F*.

Proposition 39.9. F' un sous-espace vectoriel de E, x € E. Alors :
| —pr(x)]| = d(z, F).
Plus précisément : Vf € F\{pr(x)}, ||z —pr(x)| < |z — f]-

Proposition 39.10. p € L(E) un projecteur (i.e. pop = p). Alors p est une projection
orthogonale ssi ||p|| < 1 (o ||-|| est la norme d’opérateur sur L(E) subordonnée d ||| ).

Démonstration. (=) Si p est une projection orthogonale, Vz € E, ||p(z)|* = |jz|* —
e — p(@)| < |l]?, donc [Ip|| < 1. (<) On suppose que [|p|| < 1. On note F = Imp,
G =Kerp. On adonc E = F ® G, et p est la projection sur F' parallelement a G. 11 suffit
donc de montrer que G = F*. Soit (f,g) € F xG. On a :

VAER, Ifll=Ilp(f+ Al < IIf + Agll -
On considere donc :
9: A ER— |If + Mgl = [1F17 = N lgl* + 27 (f | g)-

On a ¥ >0 et ¥(0) =0. Il vient ¥/(0) = 0, i.e. (f|g) =0. Donc f L g. On a montré que
F et G sont orthogonaux. On en déduit que G = F-. Ol

Proposition 39.11. Fi,..., F, p sous-espaces vectoriels de E. On suppose que Fy, ..., F,
sont deux a deux orthogonaux :

V(i,5) € [Lp]* i #j= (V(fi, f;}) € F; x Fj, fi L f;).

Alors Fy, ..., F, sont en somme directe. Et leur somme est alors notée :

1.3 Bases orthonormales

Vocabulaire 39.12 (Famille orthogonale, orthonormale). u € E'.

(i) On dit que la famille (u;);c; est orthogonale lorsque :
V(i,j) € I, i # j = u; L uj.

(ii) On dit que la famille (u;);c; est orthonormale lorsqu’elle est orthogonale et que

Proposition 39.13. Toute famille orthogonale de vecteurs non nuls est libre.
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Théoreme 39.14. E posséde une base orthonormale.

Démonstration. Par récurrence sur dim E. Vrai pour dim E = 0. Supposons le résultat
acquis pour tout espace euclidien de dimension (d—1). Soit alors E un espace de dimension
d. Soit e; € E\{0} t.q. |le1]| = 1. On note H = Ker ({e; | -)). H est un hyperplan de E,
donc dim H = d — 1, donc par hypothése de récurrence, H admet une base orthonormale

(ea...,eq). Ainsi, (eq,...,eq) est une base orthonormale de E, et la récurrence se propage.
O

Corollaire 39.15. Tout systéme orthonormal de vecteurs de E peut étre complété en une
base orthonormale de E.

Définition 39.16 (Produit scalaire canonique sur R™). On munit R" du produit scalaire
canonique (- | -) défini par :

R" xR" — R

n
=1

Gl

La base canonique de R™ est une base orthonormale de (R™, (- | -)).

Proposition 39.17. (ey,...,e,) une base orthonormale de E. On considére :
R" — FE
v " .
T +— Z ;€4
i=1

Alors WU est un isomorphisme, et ¥ conserve le produit scalaire :

V(z,y) € (R")?, (z | y) = (¥(x) | U(y)).

II Endomorphismes orthogonaux

II.1 Structure de O(FE)

Définition 39.18 (Endomorphismes orthogonaux). f € L(F). S’équivalent :

(i) Y(z,y) € B, (f(2) | f(y)) = (z | y).

(ii) Vo € B, [|f(2)] = [[=].
On dit alors que f est un endomorphisme orthogonal. On note O(E) l’ensemble des en-
domorphismes orthogonaux de F.

Proposition 39.19. O(E) est un sous-groupe de (GL(E), o).

Remarque 39.20. Si f € E¥ est tel que ¥(z,y) € E2, (f(x) | f(y)) = (x| y), alors on
peut montrer que f € O(E).

Proposition 39.21. O(E) est un compact de L(E).

Démonstration. On munit £(F) de la norme d’opérateur |||-|| subordonnée a ||-||. Pre-
miére étape : O(E) est borné. En effet :

vf e OE), |Ifll = 1.
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Deuxiéme étape : O(E) est fermé. En effet, pour (z,y) € E%, onpose A, = {f € L(E), (f(z) | f(y)) —(z |y
Alors les A, , sont des fermés (comme image réciproque d’'un fermé par une application
continue) et :

OE)= () Auy

(z.y)eE?
Donc O(FE) est un fermé. Conclusion : O(FE) est un fermé borné de L(F), qui est de
dimension finie, donc O(F) est un compact. O

Définition 39.22 (Symétrie orthogonale). F' un sous-espace vectoriel de E. On appelle
symétrie orthogonale de base F, et on note op, la symétrie de base F parallélement d F+.

Proposition 39.23. F' un sous-espace vectoriel de E. Alors :
(i) oF € O(E),
(ii) detop = (—1)ccdimF,

Remarque 39.24. F,G deux sous-espaces vectoriels de E t.q. E = F ® G. Alors la
symétrie spg de base F' parallélement a G est orthogonale ssi G = Ft.

Proposition 39.25. det (O(F)) C {—1,1} (avec égalité dés que dim E > 1).

Démonstration. Notons que det : GL(E) — R* est un morphisme continu de groupes.
Et O(F) est un sous-groupe compact de GL(FE), donc det (O(F)) est un sous-groupe
compact de R*. En déduire que det (O(E)) C {—1,1}. De plus, lorsque dim £ > 1, si H
est un hyperplan de E, alors detoyg = —1 et oy € O(E), dou det (O(F)) = {-1,1}. O
Notation 39.26. On définit :

(i) SO(E) = {f € O(E), det f =1},

(ii) O~ (E) ={f € O(E), det f = —1}.

Proposition 39.27.
(i) SO(E) est un sous-groupe de (O(E), o).

y _ - O(E) — O(E) -
(ii) Pour s € O~ (E), lapplication @y : est une bijection et on a
frosof

O~ (E) =9, (SO(F)) et SO(E) = @4, (O~ (E)).
I1.2 Endomorphismes orthogonaux et stabilité
Proposition 39.28. F' un sous-espace vectoriel de E, v € O(E). Si u(F) C F, alors :
wWF)=F et  u(Ft)=F

Proposition 39.29. F' un sous-espace vectoriel de E, uw € O(E). On suppose que u(F') C
F et on note up et upy les induits respectifs de u sur F et F*. Alors :

up € O (F) et UFJ_EO(FL).

Proposition 39.30. F1,..., F, p sous-espaces vectoriels de E t.q.
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On pose :
p
[10(F) — O(E)
v | =l )
(fla"wfp)'—) @ fl

1<i<p

Alors W est un morphisme injectif de groupes, et :

v (Hmm) = {/ €O(E), Vi e [L,p], f (F) C Fi}.
=1

IIT Matrices orthogonales

Proposition 39.31. u € L(FE). S’équivalent :
(i) ue O(E).
(ii) w transforme une base orthonormale de E en une base orthonormale.

(iii) w transforme toute base orthonormale de E en une base orthonormale.
Proposition 39.32. u € L(E), B une base orthonormale de E. S’équivalent :

(i) we O(E).

(ii) t(./\/lg(u)) X Mp(u) = I.
Définition 39.33 (Matrices orthogonales). On définit :

On(R) = {M € M, (R), MM =I,,} .

Les matrices de Op(R) sont appelées matrices orthogonales.
Proposition 39.34. O,(R) est un sous-groupe de (GL,(R), x).
Proposition 39.35. O,(R) est un compact de M, (R).

Démonstration. On munit M, (R) de la norme |-|| . Premiére étape : O, (R) est borné.
En effet, VM € M, (R), ||M||,, < 1. Deuzieme étape : On(R) est fermé. En effet, 'applica-
tion § : M € M, (R) — 'M M € M, (R) est continue et O, (R) = 0~ ({I,}). Conclusion :
On(R) est un fermé borné de M, (R), qui est de dimension finie, donc O, (R) est un
compact. ]
Proposition 39.36. M € M, (R). S’équivalent :
(i) M € On(R).
(i) MM = I,.
(iii) (€1(M),...,Cn(M)) est un systéme orthonormal de R"™ (muni de sa structure eucli-
dienne canonique).

(iv) (£1(M),...,L,(M)) est un systéme orthonormal de R™ (muni de sa structure eu-
clidienne canonique).

(v) M € GL,(R) et M~ =M.
Proposition 39.37. det (O, (R) C {—1,1} (avec égalité dés que n > 1).
Démonstration. Soit M € O,(R). Alors 1 = det (I,) = det (‘M) det (M) = (det M)?,
donc det M € {—1,1}. O
Notation 39.38. On définit :

(i) SOn(R) = {M € On(R), det M = 1},

(ii) O, (R) ={M € O,(R), det M = —1}.
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IV Actions de groupes

Définition 39.39 (Action de groupe). G un groupe, X un ensemble. On appelle action
GxX —X -
vérifiant :

(g,2) — g2
(i) Ve € X, e-x = x (e étant le neutre de G),
(i) V(g1,92) € G* Vz € X, g2 (91 - 2) = (g291) - @-

de G sur X toute application A :

Proposition 39.40. G un groupe, X un ensemble. Alors une application A : G x X — X

) ) G — 6x )
est une action de groupe ssi o : est un morphisme de groupes.

Définition 39.41 (Orbites). G un groupe, X un ensemble, 2 : G x X — X wune action.
On définit sur X la relation d’équivalence R par :

TRy < dge G, g-x=1y.

L’ensemble des classes d’équivalence pour R sera noté X/G. Les classes d’équivalence sont
appelées orbites.
Définition 39.42 (Espace affine). (ﬁ, +, ) un espace vectoriel. On dit que (F,2l) est un
espace affine sur F lorsque :
(i) F est un ensemble non vide,
FxF-—F .
(i) A:| _ est une action de (F, —I—) sur F,
(U,A) — A+ u

(iii) Pour tout (A, B) € F2, il existe un unique vecteur @ € F, qui sera noté 1@, t.q.
B=A+1.

V Orientation

Notation 39.43. On note B(E) l’ensemble des bases orthonormales de E (considérées
comme n-uplets).

Proposition 39.44. O(E) agit naturellement sur B(E), avec :

VfeO(E), V(el,...,en) €EB(E), f-(e1,...,en) = (f(e1),...,f(en))-
Proposition 39.45. V(8,8') e B(E)?, 3'f € O(E), f-B=p".

Proposition 39.46. On note R la relation d’équivalence associée a l'action de SO(E) sur
B(E) (obtenue par restriction d partir de laction de O(E) sur B(E)). Soit (8,3') € B(E)?.
S’équivalent :

(i) SRS
(ii) 3f € SOE), f-B=7".
(ili) detg (B") =1.
On en déduit que B(E)/SO(E) a exactement deux classes d’équivalence.
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Définition 39.47 (Orientation d’un espace euclidien). Orienter [’espace euclidien E, c’est
choisir l'une des deux classes d’équivalence de B(E)/SO(E), qu’on note BT (E). On note
de plus B=(E) = B(E)\BT(E). Les bases orthonormales de BT (E) sont dites directes,
celles de B~ (E) sont dites indirectes.

Proposition 39.48. On suppose que E est orienté. Alors :

(i) Les éléments de SO(E) envoie BT (E) sur BT (F) et B~ (E) sur B~ (E).

(ii) Les éléments de O~ (F) envoie B (FE) sur B~ (E) et B~ (E) sur BT (F).
Proposition 39.49. On suppose que E est orienté. Soit 3,3 deux bases orthonormales

directes de E. Alors :
det = det .
B B’

Définition 39.50 (Produit mixte). On suppose que E est orienté. On définit le produit
mixte de n vecteurs vi,...,v, de E par

[vlv"'avn] :dgt(vla”'avn)a

ot B est n’importe quelle base orthonormale directe de E.

Définition 39.51 (Produit vectoriel). On suppose que dim E = 3 et que E est orienté.
Pour (u,v) € E?, on a [u,v,-] € E*; ainsi, d’aprés la proposition 39.2, il existe un unique
weFE tqgVrekFE, [uv,z] = (w|z). Ce vecteur w sera noté u Av. On a donc :

V(u,v,7) € E%, [u,v,2] = (uAv) | z).

Proposition 39.52. On suppose que dim E = 3 et que E est orienté. Soit f une base
orthonormale directe de E. Soit (u,v) € E2. On note :

Uq U1
Mp(u) = | u2 et Mgp(v) = | v2
us U3

Alors :
U2V3 — U3V2
Mg (uAv) = | ugvr —u1v3
U1v2 — UV

VI Groupe orthogonal en dimension 2

Proposition 39.53. Pour 6 € R, on note :

R(0) = <COS€ —sin@) € SOb(R).

sinf  cos#d
Alors SO2(R) = {R(0), 0 € R}.
Corollaire 39.54. On a les isomorphismes de groupes suivants :
SO3(R) ~R/27Z ~ U.
Corollaire 39.55. SO2(R) est commutatif.
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Lemme 39.56. On suppose que dim E = 2 et que E est orienté. Soit f € SO(E). Alors :
vV (3,8) € BY(E)?, Mg(f) = Mp(f).

Proposition 39.57. On suppose que dim E = 2 et que E est orienté. Soit f € SO(E).
Alors il existe un unique 0 € R/2nZ t.q. Mg(f) = R(0). On dit que f est la rotation
d’angle 6 et on note f = py.

Proposition 39.58.

_ 0 1 cosf) sinf
Oz (R) = (1 0) XSOZ(R):{(SiHH —cos@)’gER}'

Proposition 39.59. On suppose que dim E = 2. Alors O~ (F) est ’ensemble des symé-
tries orthogonales par rapport a des droites :

O™ (E) ={op, D droite vectorielle de E} .

Proposition 39.60. On suppose que dim E = 2 et que E est orienté. Pour (6,0') € R?
et D, D’ deux droites vectorielles de E, on a :
(i) peor 0 pg = porso-
(ii) pgoop =0p,,(D)-
(iii) op o pgp = Tp_g2(D)-
)

(iV Op' ©0D = P2y, Od@:(ﬁ)

VII Réduction des endomorphismes orthogonaux

VII.1 Théoréme de réduction des endomorphismes orthogonaux
Lemme 39.61. f € O(FE).
(i) Spr(f) € {-1,1}.
(ii) Si F' est un sous-espace vectoriel de E stable par f, alors f(F)=F, f (FL> = Ft,
et les induits respectifs fr et fpo de f sur F et F*+ sont orthogonau.

(iii) S E # {0}, alors f admet un sous-espace stable de dimension 1 ou 2.
Démonstration. Voir propositions 39.28, 39.29 et 32.4. ]

Théoréme 39.62 (Théoreme de réduction des endomorphismes orthogonaux). f € O(E).
Alors il existe B base orthonormale de E, (p,q,8) € N3, 0<0; <--- <0, <7 Lq.

R(61) O 0
0
Mg(f) = R (6y)
: I, 0
| 0 0 -1y
D,q,S,01,...,0s ainsi définis sont uniques (mais pas 3).
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VII.2 Applications
Lemme 39.63. SO(FE) est connexe par arcs.

Proposition 39.64. O(E) a exactement deuz composantes connezes par arcs : SO(E) et
O~ (E).

Corollaire 39.65. B(E) (muni de la topologie induite de E™) a exactement deux compo-
santes connezes par arcs : BY(FE) et B~ (F).

Proposition 39.66. O(E) est engendré par ’ensemble des symétries hyperplanes.
Proposition 39.67. On note :

On(@) =M, (Q) N On<R)-
Alors O, (Q) est dense dans O, (R).

Démonstration. Pour U € R"\{0}, on note sy = oyeyyr € O (R") (i.e. la symétrie
orthogonale par rapport & Vect(U)1). Soit C la base canonique de R™. Montrer que :

Me (spy) = I, — 2—— € O,(R).

Cette écriture montre que, si U € Q"\{0}, alors Mc¢ (sy) € M, (Q), donc M¢ (sy) €
O, (Q). Soit alors A € O,(R). Selon la proposition 39.66, il existe Hy, ..., H, hyperplans
de R” t.q.

A:Mc(aHl) X - X Me (UHp) :MC(SUl) Xoeee XMc(sUp),
avec (Ui, ...,U,) € (R"\{0})". Or Q™\{0} est dense dans R™\{0}, donc pour i € [1,p], il

existe une suite V@ e (@”\{0})N t.q. V]S[i) ﬁ U;. Poser alors, pour N € N :
—+00

BN = MC <SV]£,1>> X -0 X MC <SV]£,P>) c On((@)

Ainsi, By —— A. O
N—+o0

Corollaire 39.68. Pour n € N, on note :
n
Sn = {(xo,...,xn) S Rn+1, Z:L’ZQ = 1} .
i=0
Alors S, N Q"*! est dense dans S,,.

Démonstration. Soit x € S,,. On compléte x en une base orthonormale 8 = (x, z2, ..., Tpt1)
de R™! (muni de sa structure euclidienne canonique). On note C = (e1, ..., e,41) la base
canonique de R"™ et P = Mc(8) € Opt1 (R). On a Mc(z) = PMc (e1). Comme
P € Op4+1(R), il existe Q € Opy1 ((@)N t.q. Qn m P (selon la proposition 39.67).

Ainsi :
QnMec (e1) o PMc (e1) = Mc(x),
—+o0
et YN € N, QuMec (e1) € S, nQ"FL, O

Proposition 39.69. f € O(F). Pour N € N, on note my(f) = ﬁ SN o fE. Alors -
mn (f) m;DEl(f),

ou pg, (f) est le projecteur orthogonal sur E1(f) = Ker (f —idg).
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VIII Réduction orientée des endomorphismes orthogonaux
directs en dimension 3

Proposition 39.70. On suppose que dim E = 3 et que E est orienté. Soit f € SO(E)\{idg}.
Alors il existe = (u,v,w) base orthonormale directe de E et 6 € ]0,2n][ t.q.

1 0 0
Mp(f)=10
=10 R

On dit alors que f est la rotation d’angle 6 autour de u, et on note f = pyg.

Proposition 39.71. On suppose que dim E = 3 et que E est orienté. Soit u € E, 0 €

[0,27[. Alors :
: (2)‘
.

Méthode 39.72. On suppose que dim E = 3 et que E est orienté. Soit f € SO(E)\ {idg}.
On sait qu’il existe uw € E et § € |0,2n[ t.q. f = pus.

llpue = idel| =2

(i) Déterminer u revient a trouver les vecteurs propres de f associés a la valeur propre
1, i.e. résoudre le systéme linéaire f(x) = x.

(ii) Pour déterminer 6, on peut remarquer que :
tr f =14 2cosé.
Ceci permet de déterminer 6 au signe prés. Et on a de plus :

Vx € E\ Vect(u), [u,z, f(x)] a le signe de sin 6.

IX Procédé de Gram-Schmidt

IX.1 Point de vue vectoriel

Théoréme 39.73 (Procédé de Gram-Schmidt). (uy,...,up,) une famille libre de E. Alors
il existe une unique famille orthogonale (v1,...,vp) t.q

Vi e [1,p], (v; —u;) € Vect (ug,...,ui—1).
On dit que (v1,...,vp) est lorthogonalisé de Gram-Schmidt de (u1,...,uy,).

Démonstration. Pour i € [0, p], on notera F; = Vect (u1,...,u;). Eristence. On pose,
pour i € [1,p] :
vi =ppt (W) = ui = pry (W) -

Vérifier que (v1,...,vp) convient. Unicité. Soit (w1, ...,wp) ayant les mémes qualités que
(vi,...,vp). Montrer que Vi € [1,p], F; = Vect (wy,...,w;). Soit i € [1,p]. On a donc
w; € Ff_l Et u; = (u; — w;) + w; ; comme (u; —w;) € F;_q, il vient w; = Prt (u;) =
V;. O

Remarque 39.74. On définit L, l'ensemble des familles libres de p vecteurs de E, €,
l’ensemble des familles libres orthogonales de p vecteurs de E. Alors le procédé de Gram-
Schmidt définit une application I' : L, — Qp,. Comme [l'orthogonalisé de Gram-Schmidt
s’obtient a l’aide d’opérations de corps exclusivement, I' est une fraction rationnelle. En
particulier, I' est continue.
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Vocabulaire 39.75 (Orthonormalisé de Gram-Schmidt). (uy,...,up) une famille libre de

E, dont on note (v1,...,vp) l'orthogonalisé de Gram-Schmidt. On dit alors que le systéme
_v1 Yp_ ; b _ i
(HmH yee s ”Up”) est l'orthonormalisé de Gram-Schmidt de (u1, ..., up).
Proposition 39.76. (uy,...,up,) une famille libre de E. Alors ’orthonormalisé de Gram-
Schmidt de (uq,...,up) est lunique famille (w1,...,wy) € EP t.q.
(i) (w1,...,wp) est un systéme orthonormal,
(11) Vi € [[1,])]], w; € (Ri) u; + Vect (ul, e uifl).
Autrement dit, dans l’espace F' = Vect (u1,...,up), la matrice de passage de la base
(ut,...,up) ala base (wi,...,wp) est triangulaire supérieure a coefficients diagonauz stric-

tement positifs.

Application 39.77. f € L(E). Si f est trigonalisable, alors il existe une base orthonor-
male B de E t.q. Mg(f) € T5(R).

Proposition 39.78 (Inégalité de Hadamard). On suppose que E est orienté. Soit (uy, ..., u,) €
E™. Alors :

n
[, -y un]| < T Nl -
i=1
Démonstration. L’inégalité est clairement vérifiée si (uq,...,uy) est liée. On suppose
donc que (uy, ..., uy) est libre et on note (vy,...,v,) son orthogonalisé de Gram-Schmidt.

Soit 8 une base orthonormale directe de E :

[[ut, ..., un]| = dgt(u) = dgt(v) -‘dst(u)‘ = dgt(v)
U1 Un,
= ol ol [t (2o 2 ) = ol
1S Tall ™ Toul "
< -+ N
car i € (Ll 1l = [Pyt (00| < ol -

IX.2 Point de vue matriciel

Notation 39.79. On note :

T (R) = {T € T4(R), Vi € [1,n], T € Ry}
T (R) = {T € T(R), Vi € [1,n], T € RL}.

Proposition 39.80 (Procédé de Gram-Schmidt).
VA € GL,(R), 3 (Q,T) € O,(R) x TTT(R), A = QT.
Proposition 39.81. On considére :

On(R) x TT(R) — GL,(R)

O :
(Q,T) — QT

Alors @ est un homéomorphisme.

242



CHAPITRE 39. ESPACES EUCLIDIENS

Démonstration. © est bijective selon la proposition 39.80, et il est clair que © est C°.
Montrons que ©~1 est C°. Soit donc A € GL,(R) et B € GL,(R)N t.q. B, = A. On
p—~+00

note (U, T) = O71(A) et (V,,S,) = O~ (B,), pour p € N. Soit W une valeur d’adhérence
de V dans O,(R) (qui est compact) et j une extraction associée. On a alors :

i) = Vi) (Vj<p>5j(p>) = Vi) Bjw) ——— WUT.

p——+00

On a WUT € GL,(R). Et WUT € T5F(R) (car T5H(R) est un fermé de M, (R)). Donc

WUT € T+ (R). Donc © (WU, T) = O (I,,, WUT), dou WU = I, e¢ W = U. On a

montré que U est la seule valeur d’adhérence de V. Comme O,,(R) est un compact, on a

Vp —— U (c.f. théoreme 14.31). On en déduit aisément que S, —— T', ce qui prouve
p——+oo p—+00

que O~ 1 est CY. O
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Endomorphismes Autoadjoints

Notation 40.1. Dans ce chapitre, (E,(-|-)) est un espace euclidien de dimension n.

I Adjoint d’'un endomorphisme

Définition 40.2 (Adjoint d’'un endomorphisme). u € L(E). Il existe un unique endomor-
phisme u*, appelé adjoint de u, t.q.

V(z,y) € E?, (u(z) |y) = (x| u*(y)).
Proposition 40.3. u € L(E). Si 8 est une base orthonormale de E, alors :
Mg (u") = (Mp(w)).
Proposition 40.4. On note :

" ‘E(E) — E*(E)
ur——ru

Si B est une base orthonormale, le diagramme suivant est commutatif :

L(E) -2 (B

Mﬁl l/\/lg

L(E) — L(E)

" o .Ona:

Corollaire 40.5. On considére application A : ‘

(i) A est linéaire.
(ii) Ao A=idypy.
rgu* =rgu
(i) Yu € L(E), | tru* =tru
det u* = detu
Proposition 40.6. u € L(E). Alors :

Imu* = (Keru)™®
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Proposition 40.7. v € L(FE). S’équivalent :
(i) we O(E).
(ii) u*ou =idg.

(ili) uw € GL(E) et u™! = u*.

Lemme 40.8. x € E.

|zl = sup (z]y).

yeE

llyll=1
Autrement dit, ||(x | )| = ||z||, ow ||-|| est la norme d’opérateur sur L(E,R) subordonnée
a|[-|l et .
Proposition 40.9. u € L(E).

el = Ml

ot |||l est la norme d’opérateur sur L(E) subordonnée a ||-||.

II Endomorphismes autoadjoints

Définition 40.10 (Endomorphisme autoadjoint). On dit qu’un endomorphisme u € L(E)
est autoadjoint lorsque u* = u. On notera :

S (E)={ue L(E), v =u} =Ker (A - idL(E)> ,

L(E) — L(E)

avec A : .
uU— U

Proposition 40.11. u € L(E). Soit § une base orthonormale de E. S’équivalent :
(i) ue S(E).
(ii) Y(z,y) € B2, (2 | u(y)) = (u(z) | y).

(i) (Mpg(u)) = Mp(u).

Notation 40.12. On note :

Fu(®) = {M €M, (R), ‘M = M} .

Proposition 40.13. § une base orthonormale de E. Alors :
(i) Zn(R) est un sous-espace vectoriel de My, (R).

(ii) L (F) est un sous-espace vectoriel de L(E).
(iif) S0 (R) = Mp (Z(E)).
(iv) dim.#,(R) = dim .7(E) = 22,

Remarque 40.14. F,G deux sous-espaces vectoriels de E t.q E = F & G. Alors la
projection g sur F' parallélement a G est autoadjointe ssi G = Ft.
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IIT Théoreme spectral

Lemme 40.15. u € L(E). On suppose qu’il existe une base orthonormale diagonalisant
u. Alors u € 7 (E).

Lemme 40.16. v € ./(E).

(i) Si F est un sous-espace vectoriel de E stable par u, alors F* est stable par u, et les
induits respectifs up et up. de u sur F et F*- sont autoadjoints.

(ii) Si E # {0}, alors u admet un sous-espace stable de dimension 1 ou 2.

Lemme 40.17. On suppose que dim E = 2. Soit u € (E). Alors il existe une base
orthonormale diagonalisant u.

Démonstration. Soit 3 = (eq, e2) une base orthonormale de . On écrit M = Mg(u) =

(Z i) Il suffit de trouver P € SO5(R) t.q. PMP~! € D3(R). Autrement dit, il suffit de

trouver 6 € R t.q. R(O)MR(9)~! € D2(R). Or, pour § € R, on a :
R(OOMR(H)™ € D5(R)

cosf) —siné a b cosf sinf
= (sin& cosG) (b c) (— sin 6 0059> € D2(R)

<:>b(00820—sin29) + (a—¢)cosfsinf =0

<= bcos(20) + a-c sin(26) = 0

> (r(0) |y) =0,

avec r(0) = (Z?jg;g;) et y = <ai)c> Choisissons donc w € Vect(y)-\{0} (c’est possible

wll sin(26)
Et on a alors R(O)MR(0)~! € D5(R). O

car dim Vect(y)* = codim Vect(y) > 1). Alors il existe 6 € R t.q. o= (COS(29)> =r(h).

Théoréme 40.18 (Théoreme spectral). u € L(F). S’équivalent :
(i) ue L(E).

(ii) 1l existe une base orthonormale diagonalisant w.

Démonstration. (ii) = (i) Voir lemme 40.15. (i) = (ii) Par récurrence sur dim E' en
utilisant les lemmes 40.16 et 40.17. O

Corollaire 40.19. u € L(E). Alors u € /(E) ssi
L
E= P Ei(u),
AESpp (u)
ot Ey\(u) = Ker (u — Aidg), pour A € R.
Application 40.20. u € .7 (E). Alors :

il = ma |3,
€Spg (u)
ot |||l est la norme d’opérateur sur L(E) subordonnée a ||-||.
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IV Forme matricielle du théoréme spectral

Vocabulaire 40.21 (Matrices orthogonalement semblables). Soit (A, B) € M, (R)2. On
dit que A et B sont orthogonalement semblables lorsque :

30 € O,(R), A ="QBQ.

Théoréme 40.22 (Théoreme spectral). A € M, (R). S’équivalent :
(i) Ae 7 (R).
(i) 3(2,D) € O,(R) x D, (R), A =1DQ.
(iii) A est orthogonalement semblable a une matrice diagonale.

Notation 40.23. A € .7, (R). Dans ce paragraphe, on notera :
r(4) = {040, Q € O(R)} .
Lemme 40.24. f € Y (E). Alors il existe x € E t.q. ||z|| =1 et :

tr f
x) | z) =—,
(f(a) | 2) = =
oun =dimkFE.
Démonstration. On peut supposer dim E > 2. f est autoadjoint donc diagonalisable :
soit A1 < -+- < A\, les valeurs propres de f. On note ¥ = {z € E, ||z|| =1} et :

r:zeX— (f(x)|z) € R

¥ est connexe par arcs (c.f. proposition 16.14) et r est C°, donc 7(X) est un intervalle. Or
A1 €r(X), Ay € r(X), donc :

ﬂ = l (i /\z> S [)\1;)\71] C T(E).
n n\=

Proposition 40.25. A € .%,(R). Alors :

(i) I'(A) est un compact de M, (R).

(ii) I'(A) contient des matrices diagonales.

(iii) I'(A) contient des matrices a diagonale constante.
Démonstration. (iii) Par récurrence sur n. Le résultat est vrai pour n = 1. Soit n > 2
t.q. le résultat est vrai au rang (n — 1). Soit A € .#,(R). Soit E un espace euclidien de
dimension n,  une base orthonormale de E, et f € .7 (E) t.q. A = Mg(f). Selon le lemme
40.24, il existe e, € E avec |le,|| = 1t.q. (f (en) | €n) = %. On note alors F' = Vect (e,)".
Soit Br une base orthonormale de F, et soit B = B L {e,}. Donc :

Mg(f) = lt?( t‘rX.;l] :

n

Mp(f) € % (R) car B est orthonormale. Donc A € .%,_1(R). Donc il existe Q € O,_1 (R
t.q. t@fl@ est a diagonale constante, de termes diagonaux ﬁtr (@AQ =

%. On pose alors :
) 0
0= lQ ] .

0 1

Alors 'QMp(f)Q est & diagonale constante, et la récurrence se propage. ]
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Proposition 40.26. A € .7, (R). On considére :

a:MeT(A) — > M =trM,

=1
B:Mel(A)— > M}=t('MM),

1<i,5<n

viMe(A)— Y M.
=1

Alors :
(i) VM € I'(A), a(M) = tr A,
(ii) VM € I'(A), B(M) = tr (*fAA),

(iif) minprepayv(M) = % et maxyrer(a) (M) = tr (‘AA).
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oo 41

Compléments sur les Endomorphismes
Autoadjoints

Notation 41.1. Dans ce chapitre, (E,{(-|-)) est un espace euclidien de dimension n.

I Codiagonalisation des endomorphismes autoadjoints
Proposition 41.2. (f,g) € (E)2. Alors :

(gof)e S(E)<=gof=fog.

Théoréme 41.3. A C Y (E). S’équivalent :
(i) Les éléments de A commutent deuz a deu.

(ii) 1l existe une base orthonormale diagonalisant tous les éléments de A.
Démonstration. Méme principe que le théoréme 32.6. ]

Corollaire 41.4. A C .7, (R). S’équivalent :
(i) V(A4,B) € A%, AB = BA.
(i) 30 € On(R), VA € A, QAQ € D, (R).

II Quotient de Rayleigh

Définition 41.5 (Quotient de Rayleigh). f € .#(E). On définit le quotient de Rayleigh
de f par :
r:x€X— (f(z) | z) €R,

oY ={z€E, ||z =1}.

Proposition 41.6. f € S (F). On note r le quotient de Rayleigh de f. Comme ¥ est
compact et r est C°, r présente un mazimum et un minimum, qui sont tous deux atteints
en un vecteur propre de f.

Démonstration. On suppose que dim E > 2 (sinon le résultat reste vrai). Soit u € 3
t.q. r(u) = maxzex r(z). Soit w € ¥ t.q. w L u. On pose :

v:0 €R+— (cosf)u+ (sinf)we X et o=rou.
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o présente un maximum en 0. Or, g est dérivable et :
VO € R, o (0) = sin (20) (r(w) — r(u)) + 2cos (20) (w | f(u)).
Donc 2 (w | f(u)) = ¢'(0) = 0. Donc w L f(u). Ceci montre que :
Vo € Vect(u)t, f(u) L .

Autrement dit, Vect(u)t C Veet (f(u))*, d’ott Vect (f(u)) C Vect(u). Donc f(u) €
Vect(u), i.e. u est un vecteur propre de f. Le raisonnement est identique pour le mi-
nimum. O

Corollaire 41.7. f € .Z(F). Alors :
ggg (f(z) | ) = min Sp(f) et max (f(z) | ) = max Sp(f).

zelE
llzll=1 [lzll=1

IIT Awutoadjoints positifs et définis positifs

Définition 41.8 (Autoadjoint positif). f € S (F). S’équivalent :
(i) Vx € E, (f(x) | z) > 0.

(i) Sp(f) C R
On dit alors que f est positif. On note /T (E) l’ensemble des autoadjoints positifs de E.

Proposition 41.9. . (E) est un convexe fermé de L(FE).
Proposition 41.10. /T (E) est un cone conveze, i.e.
VAER,, Vf e ST(E), (\f) e ST(E).

Définition 41.11 (Autoadjoint défini positif). f € 7 (FE). S’équivalent :

(i) vz e E\{O}, (f(2) [ z) > 0.

(i) Sp(/) C By,
On dit alors que f est défini positif. On note ST+ (E) U'ensemble des autoadjoints définis
positifs de E.

Proposition 41.12. 1 (F) ¢ /T (E) C S (E).
Proposition 41.13. .71 (E) est un ouvert convere de ./ (E).

Démonstration. Il est clair que . (E) est convexe; montrons que c’est un ouvert de

S (E). Soit f € ST*(FE). On pose :
p= min (f(z)|z) > 0.

el

[lel[=1
On munit . (F) de |||-||| (restriction de la norme d’opérateur sur £(F) subordonnée a ||-||).
Montrer alors que B, (f,p) C S 1TH(E). O

Proposition 41.14. On se place dans #(FE). Alors :

SHE)= ST (E) et STHE)=IST(E).

Lemme 41.15. Vf € L(E), (f*o f) € ST(E).
Proposition 41.16. f € L(E). Alors :

£l = \/maxSp (f* o 1),

ot |||l est la norme d’opérateur sur L(E) subordonnée a ||-||.

250



CHAPITRE 41. COMPLEMENTS SUR LES ENDOMORPHISMES
AUTOADJOINTS

IV Théoréme min-max

Notation 41.17. Pour d € [0,n], on note G4(E) l’ensemble des sous-espaces vectoriels
de E de dimension d.

Théoréme 41.19 (Théoréme min-max). f € .7 (FE). Alors :

vd € [1,n], Ma(f) = FGHQI;I(IE) Hr;l%z(l (f(x) | z).

Démonstration. Soit § = (¢1,...,&,) une base orthonormale de E t.q.

Mp(f) = diag (A (f), -+, Anlf)) -
(=) Soit d € [1,n]. On note Fy = Vect (e1,...,£4) € Ga(E). On note fg, I'induit de f sur
Fy. On a fr, € .7 (Fy), donc d’apres le corollaire 41.7 :

Aa(f) = max Sp (fr,) = max (f(z)]z) > Feiélf(E) max (f(z) | z).
lell=1 M al=1

(<) Soit F € G4(F). On pose Gy = Vect (€4, .. .,6n) € Gn_gs1(F). On a :
dim (FNGo) =dim F +dimGo —dim (F 4+ Gp) >d+ (n—d+1) —n=1.

Soit donc u € (F'N Gp) \{0} avec ||u|| = 1. Ainsi, en notant fg, I'induit de f sur Gp, on a
fa, € 7 (Gop), donc d’apres le corollaire 41.7 :

max (f(z) [ x) = (f(u) [ u) > min (f(y) | y) = minSp (fa,) = Aa(f)-

reF
[lzll=1 llyll=1

Il suffit alors de passer a 'inf sur F. O

A
Lemme 41.20. (X, d) un espace métrique, f € (]RX) , p € R On suppose que :
(i) VA € A, fx est p-lipschitzienne,
(ii) Vo € X, supyep fo(z) < +00.

Alors la fonction

M:x e X —sup fa(z) eR
AEA

est p-lipschitzienne.
Remarque 41.21. Le lemme 41.20 reste valable en remplagant sup par inf.
Application 41.22. Pour d € [1,n], on s’intéresse a la fonction

A S (E) =R

(c.f. notation 41.18). On munit ./ (E) de ||-|| (restriction de la norme d’opérateur sur
L(E) subordonnée a ||| ). Alors \q est 1-lipschitzienne.

Démonstration. Appliquer le théoreme 41.19, puis appliquer deux fois le lemme 41.20.
O
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V Matrices symétriques positives et définies positives

Définition 41.23. On définit :
(i) ZF(R)={Ae€ 7 (R), VX € M, (R), 'XAX >0},
(il) ST (R) ={A € S, (R), VX € M, 1 (R)\{0}, '’XAX > 0}.

Proposition 41.24. Si 8 est une base orthonormale de E, alors :
SR =M (FT(E)) et SHR) = My (STH(E)).

Corollaire 41.25. On a :

(i) S (R) ={A € (R), Sp(4) C R},

(ii) LT (R) = {A e 7, (R), Sp(A) C ]Rj_}
Lemme 41.26. Si A € .7 (R), alors det A > 0.

Théoréme 41.27. A € .7, (R). S’équivalent :
(i) A e 7 (R).

(ii) Les mineurs principauz de A sont tous strictement positifs.

Démonstration. (i) = (ii) Montrer que toutes les sous-matrices carrées de A correspon-
dant & des mineurs principaux sont symétriques définies positives, et conclure a ’aide du
lemme 41.26. (ii) = (i) D’apres le théoreme 27.67, A possede une décomposition LU :

L €T (R)
A=1LU, avec ¢ U € T5(R)
Vi € [[1,71]], Li;=1

On a alors Vi € [1,n], Ui1--- Ui = pwi(U) = wi(A) > 0, ou p;(M) désigne le mineur
principal d’ordre ¢ de la matrice M. On en déduit :

Vi € [1,n], Uy > 0.
On pose alors D = diag (U11, ..., Upny,), puis L' = D'U. Ainsi :
LU = A="A=YLDL) ="L' (D'L).
Par unicité de la décomposition LU, il vient L = 'L’. Donc A = LD'L. En déduire VX €
M,.1 (R)\{0}, X AX > 0. O
Lemme 41.28. .7, T(R) = .} (R) N GL,(R).

Proposition 41.29. A € M, (R). S’équivalent :
(i) A e 7 (R).
(i) 3P € GL,(R), A ="'PP.
Démonstration. (ii) = (i) Clair. (i) = (ii) D’apres le théoréme 40.18, il existe 2 € O, (R)
et (A1,...,An) € (R%)" t.q. A = Qdiag (M, ..., A) 2 On pose alors A = diag (V/A1, ...,V An).

Ainsi :

A=Q (A2) i) — t(mfﬂ) (QNQ) :
d’ou le résultat car (QAQ) € GL,(R). O
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Corollaire 41.30. A € .7, (R). S’équivalent :

(i) Ae 7 T(R).

(i) VX € M,, 1 (R)\{0}, IXAX > 0.

(ili) Sp(A4) C R%.

(iv) Les mineurs principaux de A sont tous strictement positifs.

(v) 3P € GL,(R), A=1'PP.

Proposition 41.31. L’application
5 [T ® — 7@
A tAA
est un homéomorphisme, ot ToMH(R) = {T € T4 (R), Vi € [1,n], T;; € R }.
Corollaire 41.32.

n(n—1) n(n+1)
2

SR ~TTR)~RT 7 x (RY)" ~R :
o ~ désigne la relation d’homéomorphisme.

Remarque 41.33. On peut montrer que si F' est un R-espace vectoriel de dimension finie
et U est un ouvert convere non vide de F, alors U ~ F. On retrouve ainsi le résultat du
corollaire 41.52.

VI Décomposition polaire

Lemme 41.34. On considére :
SHE) — ST(E)
1o
(i) ® est bijective.
(i) & (F+(E) = 7+ (B).
(iii) ® est un homéomorphisme.

Notation 41.35. Pour g € 7% (E), on notera \/g l'unique élément de #*(E) t.q.

9= (v9)*.
Théoréme 41.36 (Décomposition polaire).
VfeGL(E), 3 (w,s) €O(E) x STH(E), f=wos.
Cette écriture est appelée décomposition polaire de f.

Démonstration. Soit f € GL(E). Unicité. Soit (w,s) € O(E) x STT(E) t.q. f=wos.
Alors :

ffof=(wos)o(wos)=sow owos=s

Et (f*o f) € .YtH(E), donc s = /f*o f € S*H(E). On a alors w = f o s~'. Eristence.
On pose s =+/f*o f € .St (E) et w= fos™!. On a bien f = wo s; reste a prouver que
w € O(E). En effet :

*
w*muz(fog_l) o(fos_1>:s_lof*ofos_lzs_loSQOs_l:idE.
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Proposition 41.37. On pose :

O(E) x S*tT(E) — GL(E)
P .
(w,s) —rwos
Alors B est un homéomorphisme.
Démonstration. Méme principe que la proposition 39.81.

Corollaire 41.38. Selon le corollaire 41.32 et la proposition 41.87, on a :

n(n+1) n(n+1)

GL,(R) ~O,(R) x Rz ~ SO, (R) x{0,1} x R™ =2,
ot ~ désigne la relation d’homéomorphisme.
Théoréme 41.39 (Décomposition polaire).
VA € GL,(R), 3'(22,9) € O,(R) x Z 1 (R), A= QS.
Cette écriture est appelée décomposition polaire de A.
Lemme 41.40. GL,(R) est dense dans M, (R).
Démonstration. Voir proposition 32.16.

Proposition 41.41.

YA € M, (R), 3(Q,5) € Ou(R) x .7 (R), A=QS.

Démonstration. Soit A € M, (R). Selon le lemme 41.40, il existe B € GL,(R)" t.q.
B, —— A. Or, selon le théoréme 41.39, pour p € N, il existe (Up, T,,) € Oy (R)x.7, T (R)

p——+00

t.q. By, = UpT),. Comme O,,(R) est compact, soit alors 2 € O, (R) et j une extraction t.q.

; Q. 1 :
U](p) m On a alors

QA= lim (VinBin) = lim (Ui Usn Tiir))

= lim Tj(p) IS yyjr(R) = y;(R)

p——+00

Donc (©2,'24) € O,(R) x .#,F(R) convient.

Application 41.42. On munit L(E) de la norme d’opérateur ||-|| subordonnée d |-||. On

note :

B={fcL(E), Ifll <1}

Alors :
B = Conv (O(EF)),

ot Conv (O(E)) est l’enveloppe conveze de O(E), i.e. le plus petit conveze de L(E) conte-

nant O(E).

Démonstration. (D) B D O(E) et B est convexe donc B D Conv (O(FE)). (C) Soit
f € B. Selon la proposition 41.41, soit (w,s) € O(E) x T (E) t.q. f =wos. On a alors :

ls@l _ o e G@)

zeE\{0} Eal _er\{o} |zl

lisll =

= [l o sl = fIAIl < 1.
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Soit alors 3 une base orthonormale de E, (A1, ..., Ap) € (Ry)" t.q. Mg (s) = diag (A1,. .., An).
Comme |||s|| < 1, on a :

(M, oy dn) €0,1)" € [<1,1)" € Conv ({~1,1}").

Donc il existe une fonction a: {—1,1}" — R4 t.q.

A,y Ap) = Z a(e) - (e1,-.-,€n) et 1= Z a(e).

ee{-1,1}" ee{-1,1}"

Pour ¢ € {—1,1}", on pose 0. € L(E) t.q. Mg (d.) = diag(e1,...,e,). On a alors d. €
L (E)NO(E). Ainsi :

f:wos:wo( Z oz(s)ég): Z a(e) (wod.) € Conv (O(E)).

ee{-1,1}" ee{-1,1}"

VII Forme ultime du théoreme spectral

Théoréme 41.43. A € .7, T(R), B € %,(R). Alors il existe (P,A) € GL,(R) x D,(R)

t.q.
A="tpPp et B ='PAP.

Démonstration. Selon la proposition 41.29, il existe Q € GL,(R) t.q. A = 'QQ. Autre-
ment dit, Q7 'AQ~! = I,,. On définit alors :

S=Q'BQ ! e .7, (R).
Comme S € .7, (R), il existe IT € O,,(R) et A € D,(R) t.q. S = TIAII Donc :
A='QQ="IQ)(IQ) et B='Q5Q="(IIQ)A(IQ).

Notation 41.44. On définit < sur ./, (R) par :
¥(4,B) € Zu(R)?, A< B = (VX € M, (R), 'XAX <'XBX).
< est une relation d’ordre sur ./, (R).
Proposition 41.45. ., (R) = {A € /,(R), A = 0}.
Proposition 41.46. (A, B) € .7,(R)?. Alors :
0K AXxB=—0<detA < detB.

Démonstration. Supposons 0 < A < B. Premier cas : B € %, (R)\.Z,T(R). Alors
il existe X € M, (R)\{0} t.qc XBX = 0. Alors 'XAX < 'XBX = 0, donc 4 €
SR\ (R). Donc 0 = det A = det B. Second cas : B € .,/ (R). Alors selon le
théoreme 41.43, il existe (P, A) € GL,(R) x ©,(R) t.q.

A='PAP et B ="'PP.
En utilisant le fait que 0 < A < B, montrer que 0 < A < I,, puis en déduire que

0 <detA < 1. Ainsi :

0 < (det P)? det A < (det P)%.
— ——
det A det B
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VIII Matrices antisymétriques

Définition 41.47. On définit :
(i) #,(R) ={M eM, (R), 'M =-M},
(ii) & (E) ={f € L(E), [*=—f}.
Proposition 41.48. 5 une base orthonormale de E. Alors :
(i) @ (R) est un sous-espace vectoriel de M, (R).
(ii) @7 (FE) est un sous-espace vectoriel de L(E).
(iil) n(R) = Mg (o (E)).
(iv) dim .o, (R) = dim & (E) = 221,
Définition 41.49 (Produit scalaire canonique sur M, (R)). On munit M, (R) du produit
scalaire canonique (- | -) défini par :
M,, (R) x M, (R) — R
Gl (A,B) — tr (tAB) '
La base canonique de M, (R) est une base orthonormale de (M, (R), (- | -)).

Proposition 41.50. On munit M, (R) de sa structure euclidienne canonique. Soit (A, B) €
M, (R)Q. Si A et B sont orthogonalement semblables, alors :

lAlL= 1B -

Proposition 41.51. On munit M,, (R) de sa structure euclidienne canonique. Alors :

M, (R) = #(R) & Z(R).
Proposition 41.52. exp (#,(R)) = SO, (R).
Démonstration. Utiliser le théoreme 39.62. O
Lemme 41.53. VA € 7, (R), Spr(A) C {0}.

Remarque 41.54. Toute matrice non nulle de <7,(R) est non diagonalisable. De plus,
A (R) est de dimension mazimale parmi les sous-espaces vectoriels de M, (R) vérifiant
cette propriété.

Lemme 41.55. u € &/ (E).

(i) Si F est un sous-espace vectoriel de E stable par u, alors F* est stable par u, et les
induits respectifs up et up. de u sur F et F- sont antisymétriques.

(ii) Si E # {0}, alors u admet un sous-espace stable de dimension 1 ou 2.

Notation 41.56. Pour a € R, on note K(a) = <2 —Oa> € A (R).

Théoréme 41.57 (Théoréme de réduction des endomorphismes antisymétriques). f €
o/ (E). Alors il existe B base orthonormale de E, s € N, 0 < oy < -+ < a; t.q.

K(a) O 0
0 .
Mﬁ(f) = € dn(R)
K (as) 0
0 0 0
De plus, s,aq,...,as ainsi définis sont uniques.
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IX Déterminant de Gram

Définition 41.58 (Matrice de Gram). Pour (u1,...,up) € EP, on définit la matrice de
Gram de (uy,...,up) par :

G (ut, ... up) = ((u; | uj))1<icp € FHp(R).

NS
On définit de plus le déterminant de Gram de (uq,...,up) par :
v(ut,...,up) =det G (ug, ..., up).

Lemme 41.59. (uq,...,up) € EP. Alors :

2
VX e M, (R), 'XG (ug,...,up) X =

p
Z Xiui
=1

Proposition 41.60. (uy,...,u,) € EP.
(i) G (ur,...,up) € S (R).
(i) G (u1,...,up) € LT (R) <= (u1,...,up) est libre.
(iii) v (u1,...,up) =0, avec égalité ssi (u1,...,up,) est liée.

Lemme 41.61. (u1,...,up) € EP, (v1,...,v4) € E9. On suppose qu’il existe P € M, 4 (R)
t.q.Vj e [1,q], vj =% | Pju;. Alors :

G (v1,...,v,) = 'PG (u1,...,up) P.

Lemme 41.62. (¢1,...,e,) € E™ un systéme orthonormal. On note F' = Vect (e1,...,&m).
Alors :
VzeE, d(Z,F)2 =5(e1y.yEm, 2) -

Proposition 41.63. (z1,...,%m,) € E™ un systéme libre. On note F' = Vect (x1,...,Tm).

Alors :
VzeE,d(z,F) = \/7($1,...,mm,z)'
’Y(xl)~'-,$m)
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Espaces Préhilbertiens Réels

Notation 42.1. Dans ce chapitre, (E,(-|-)) est un espace préhilbertien.

I Généralités
Proposition 42.2 (Inégalité de Cauchy-Schwarz).
V(z,y) € B, [ | y)| < [l - lyll-

Proposition 42.3 (Identité de polarisation).

1 2 2
V(wy) € B (e ly) = (le+yl’ = o —yll)-
Proposition 42.4 (Identité du parallélogramme).

2 2 2 2
Y(w,y) € B [lz+yl” + e — yl* = 2 (=1 + lv]]*)

II Projection sur un compact convexe
Proposition 42.5. K un compact convexe non vide de E. Alors :
VmeFE, ke K, |m—k|=d(m,K).
Notation 42.6. K un compact convexe non vide de E. On définit i : E — K t.q.
Vm € E, |m —rxg(m)|| = d(m, K).

Lemme 42.7. K un compact convexe non vide de E. Alors Uapplication m € E ——
d(m, K) € Ry est continue car 1-lipschitzienne.

Démonstration. Voir proposition 13.24. 0

Proposition 42.8. K un compact convexe non vide de E. Alors :
TEK € c° (E, K) .

Démonstration. Voir proposition 14.32. 0
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Remarque 42.9. Si F' est un fermé conveze non vide de E t.q. Vect(F) est de dimension
finie, alors les résultats ci-dessus restent valables en remplacant K par F.

Proposition 42.10. K un compact convere non vide de E. a € E. Alors m(a) est
l'unique élément de K vérifiant :

Vg € K, (a —mk(a) | q—7mr(a)) <O0.

Proposition 42.11. K un compact convexe non vide de E. Alors wx est 1-lipschitzienne.

IIT Formes linéaires

Proposition 42.12. On consideére :

|E — Le(B,R)
ur— (u )

Alors ® est injective et conserve la norme. Et ® est surjective ssi E est de Banach.

Exemple 42.13. On se place dans E = C° ([0, 1], R), muni du produit scalaire (- | -) défini
parV(f,g) € E?, (f | g) = fol fg. Alors lapplication

d:feE— f(1)eR
est linéaire mais pas continue.
Exemple 42.14. On se place dans E = C°([~1,1],R), muni du produit scalaire (- | -)
défini par ¥(f,g) € E?, (f | g) = f_ll fg. Alors Uapplication

1
a:feE— / feR
0
est linéaire et continue, mais :

ag{{ul|),ue E}.

IV Orthogonalité

Définition 42.15 (Vecteurs orthogonaux). (z,y) € E2. S’équivalent :
(i) (z]y)=0.
. 2 2 2
(i) [l +yllI” = [l=]” + [lylI”-

On dit alors que x et y sont orthogonaux, et on note x L y.

Définition 42.16 (Orthogonal d’une partie). A C E. On pose :
At ={zeE VYacA z1la}={zxe€FE, Ker((z|-)DA}.

Proposition 42.17.
(i) AC E. Alors At = Vect(A)* .

(ii) F un sous-espace vectoriel de E. Alors F+ = F.
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Proposition 42.18. F' un sous-espace vectoriel de E. Alors :
_ 1
FcCFcC (Fi) .
1
Corollaire 42.19. F un sous-espace vectoriel de E. ST F = (Fl) , alors I est fermé.

Proposition 42.20. F un sous-espace vectoriel de E. Alors F N F+ = {0}.

Exemple 42.21. On se place dans E = (> (N) (c.f. définition 4.5), muni du produit
scalaire (- | -) défini par ¥(u,v) € E?, (u|v) = S0 upv,. Pour p € N, on note e, =
(0np) ey € E. Et on pose :

F = Vect (ep, p e N) ={u € E, u stationne en 0}.

Alors :
FCF=E.

Exemple 42.22. On se place dans E = C°([~1,1],R), muni du produit scalaire (- | -)
défini par ¥(f,g) € E?, (f | g) = f_ll fg. On note :
F={f€B, fl1g =0}

Alors :

(i) F+= {f €L, flog = 0}-

(i) F et F* sont fermés.

(iil) Fo F-={feE, f(0)=0} C E.

(iv) F @ F* n’est pas fermé.

V  Projections orthogonales

Proposition 42.23. F un sous-espace vectoriel de E, © € F & F+. Soit (p,q) € F X Ft
t.g x =p+q. Alors :
|z —pl| = d(, F).

Plus précisément : Vf € F\{p}, ||z —pll < ||z = f]|
Proposition 42.24. F un sous-espace vectoriel de ¥, x € E. S’équivalent :
(i) x€ Fo F-.
(ii) Ipe F,Vf € F, [z —p| < |lz - f].
Exemple 42.25. (2, T,P) un espace probabilisé. On suppose que :
VA e T\{o}, P(A) > 0.

On note My 'ensemble des variables aléatoires discrétes de (2, T,P) dans (R, P (R)) ad-
mettant un moment d’ordre 2. On se place dans ’espace vectoriel My, qu’on munit du
produit scalaire (- | -) défini par :

V(X,Y) € (M)?, (X |Y)=E(XY).
Alors :
VX €My, V(X) = X — B[P = pin | X ~ A
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Proposition 42.26. F' un sous-espace vectoriel de E.
(i) Si E=F @ F*, alors F est fermé.

L
(i) Si E=F@®F*, alors E=Ft @ (F).
Proposition 42.27. F' un sous-espace vectoriel de E. Si F' est de dimension finie, alors :
E=F@F*

Démonstration. Soit x € E. Comme F est de dimension finie, montrer avec le corollaire
15.26 que d(z, F') est réalisée puis conclure avec la proposition 42.24. O

Définition 42.28 (Projection orthogonale). F' un sous-espace vectoriel de E t.q. E =
F @ FL. On appelle alors projection orthogonale sur F, et on note pr, la projection sur
F parallélement a F*.

VI Familles orthonormales

Vocabulaire 42.29 (Famille orthogonale, orthonormale). u € E'.

(i) On dit que la famille (u;);c; est orthogonale lorsque :
Y(i,5) € I?, i # j = u; L uj.

(ii) On dit que la famille (u;);c; est orthonormale lorsqu’elle est orthogonale et que

Proposition 42.30. Si E est de dimension infinie, alors E admet une famille orthonor-
male (€n),cn-

Démonstration. E étant de dimension infinie, soit (uy), oy une famille libre de £. Pour

n € N, on pose (gén), ... ,egn) ) Porthonormalisé de Gram-Schmidt de (uo, ..., u,) (dans

I'espace euclidien Vect (ug, - . ., uy,)). Notons que, pour (k,p,q) € N3 avecp > ket ¢ > k, on

a 8](30 ) — 51(;1) par unicité dans le procédé de Gram-Schmidt. Ainsi, (5%” N convient. [

ne

Proposition 42.31. On suppose que E est de dimension infinie, et on note (p), oy une
famille orthonormale de E. On note F, = Vect (eq,..., ), pour n € N. F, étant de
dimension finie, la projection orthogonale pr, est bien définie, et :

n

Ve € E, pp,(x) = Z ek | ) eg.
k=0

Proposition 42.32 (Inégalité de Bessel). On suppose que E est de dimension infinie, et
on note (), ey une famille orthonormale de E. Alors :

Vx € E, Vn € N, Z (e | ) < ||lz|?.
k=0

Corollaire 42.33. On suppose que E est de dimension infinie, et on note (&,),cy une
famille orthonormale de E. Alors :

Ve € E, (g, | x) —— 0.
n—-+00
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Proposition 42.34. On suppose que E est de dimension infinie, et on note (€p), oy une
famille orthonormale de E. On note F,, = Vect (eo,...,&,), pour n € N, et on pose :

G = U F,, = Vect (e,,, n € N).
neN
Soit x € E. S’équivalent :
(i) = € G.

(i) pr,(z) m z.

2 2
(iif) [l]]" = 2XnZo {en | 2)7.

Démonstration. (ii) = (i) Clair. (i) = (ii) Montrons premiérement que d (x, F3,) =
n——+0o0

d(z,G). Soit en effet € > 0. Soit g € G t.q. d(z,G) < ||z — g|| < d(z,G) + €. Soit ng € N
t.q. g € Fp,. Alors g €N F,, donc Vn = ng, d(z, F,) < ||z — g|| < d(z,G) + ¢, dou :

nz=ngo
VYn = ng, d(z,G) <d(z,F,) <d(z,G) +e.

Donc d (z, Fy,) — d(x,G). Ainsi, comme z € G :

lz = pp, (2)|| = d (2, F,) ——— d(2,G) = 0.

n——+00

(i) = (iii) Clair avec la proposition 42.31. (iii) = (ii) On a :

o
2 2 2 2
o= pr @I = ol = lpr I = 3 o0 o0

O

Proposition 42.35 (Identité de Parseval). On suppose que E est de dimension infinie,
et on note (€p), ey une famille orthonormale de E. Alors :

o0
Ve e B, > (en|z)® < llz)?,
n=0

avec égalité ssi x € Vect (e, n € N).

Proposition 42.36. On suppose que E est de dimension infinie, et on note (€,),cy une
famille orthonormale de E. Soit a € RY.

(1) Si Y anen converge, alors 3. a2 converge.

(ii) Siz =30 0anen, alorsVn € N, a, = (e, | z).

Exemple 42.37. On se place dans E = {u € RN, u stationne en 0}, muni du produit
scalaire (- | -) défini par ¥(u,v) € E%, (u|v) = 30° qupv,. Pour p € N, on note e, =

(6np)pen € E. Alors 32 m converge mais ) ;g diverge au sens de E.
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VII Espaces séparables et familles totales

Définition 42.38 (Espace séparable). On dit qu’un espace métrique (X,d) est séparable
lorsqu’il existe D C X dénombrable et dense dans X.

Proposition 42.39. Toute partie d’un espace métrique séparable est séparable.

Proposition 42.40. Tout K-espace vectoriel normé de dimension finie est séparable (avec
K=R ouC).
Proposition 42.41. Soit (F,v) un K-espace vectoriel normé de dimension infinie (avec
K =R ou C). S’équivalent :

(i) (F,v) est séparable.

(ii) 1l existe une famille (uy), oy t.q. F = Vect (u,, n € N).

Démonstration. (i) = (ii) Clair. (ii) = (i) On note A une partie dénombrable et dense
de K (A=QsiK=R; A=QJi| si K=C). Et on pose :
D= U (Aug + -+ + Auy,) .
neN

Montrer que D est dénombrable et dense dans F'. O
Proposition 42.42. Soit (F,v) un K-espace vectoriel normé de dimension infinie (avec
K =R ou C). S’équivalent :

(i) (F,v) est séparable.

(ii) 11 existe une famille libre (ey), oy t.q- F = Vect (en, n € N).

Proposition 42.43. On suppose que E est de dimension infinie. S’équivalent :
(i) (E,(-|-)) est séparable.
(ii) 11 existe une famille orthonormale (en),cy t-q- E = Vect (e, n € N).

Proposition 42.44. On suppose que E est séparable et de dimension infinie. Soit (€,),,cy

une famille orthonormale de E t.q. E = Vect (en, n € N). On considére :
|E— 2 (N)
z— ({en | 2)nen

(c.f. définition 4.5). Alors ® est linéaire, injective et conserve le produit scalaire (donc la
norme).

Exemple 42.45. (a,b) € R%, a < b. Alors C°([a,b],R) (muni de son produit scalaire
usuel) est séparable.

Démonstration. Selon la proposition 12.23, (C° ([a,b],R), ||-|l.,) est séparable. En dé-
duire le résultat en utilisant le fait que |||, est plus fine que la norme hilbertienne

[RIPS -

Vocabulaire 42.46 (Famille totale). On appelle famille totale de E toute famille (u;);c;

de vecteurs de E t.q.
E = Vect (u;, i € I).

Exemple 42.47. (a,b) € R%, a < b. Pour n € N, on note v, : t € [a,b] — t" € R. Alors
la famille (yn),en €st totale dans C° ([a,b],R) (muni de son produit scalaire usuel).

Proposition 42.48. (u;),.; une famille totale de E. On considére :
|E—R!
@ ((ui | 2));er

U est linéaire et injective.
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VIII Polyndémes orthogonaux

Notation 42.49. Dans ce paragraphe, I est un intervalle non trivial de R et w €
CY(I,R*) t.q. Vn €N, (t € I —> w(t)t™) est intégrable.

Notation 42.50. On pose :
E, = {f e’ (I,R), wf? est z’ntégmble} .

Proposition 42.51.
(i) Eu est un sous-espace vectoriel de C° (I, R).
(ii) Ey D R[X] (on identifie R[X] a {(t € I — P(t)), P € R[X]})

Notation 42.52. On munit E,, du produit scalaire (- | -) défini par :

([ g) € (Eu)?, (f | 9) = /I wfg.

Notation 42.53. (X"), .y est une famille libre de E,,, on note donc (P,),cy son ortho-
gonalisé de Gram-Schmidt.

Proposition 42.54. (P,), oy est l'unique suite de polynomes de R[X] vérifiant les trois
conditions suivantes :

(i) Vn € N, deg P, = n.
(ii) Vn € N, P, est unitaire.
(iii) V(m,n) € N>, m #n = P, L P,.

Proposition 42.55. 5i [ =R et w est paire, alors pour tout n € N, P, a la parité de n.

Démonstration. Pour n € N, on pose Q,, = (—1)" P, (—X). Utiliser la proposition 42.54
pour montrer que Vn € N, @, = P,. O

Proposition 42.56. Si I est un segment, alors (Py,), oy est totale.

Démonstration. Utiliser le théoréme 17.18 et le fait que ||-||, est plus fine que la norme
hilbertienne. O

Proposition 42.57.
Vn €N, 3(an,by) € R?, Pyio = (X —ap) Pug1 + bpP,.
Démonstration. Soit n € N. On note H = P,y9 — XP,41. Ona H € R,1[X]. Et :
VQ € Ry [X], (H [ Q) = (Pri2 | Q) — (X Php1 | Q) = — (Pt | XQ) =0,
car Ppy1 € R,[X]* . Ainsi, H € R, 1[X] NR,,_1[X]* = Vect (P, Ppi1). O

Proposition 42.58. n € N.
(i) P, est simplement scindé.

(ii) Les racines de P, sont dans I.
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Démonstration. On note inf] < {; < --- < {5 < sup{ les racines distinctes de P, de
multiplicité impaire dans I. Il existe donc T € R[X]\{0} ne changeant pas de signe sur I

t.q.
S
Po=T[[(X-G).
i=1
On note IT = ]7_; (X — (;) et on suppose par 'absurde que P, # II. Alors IT € R,,_1[X] C

Vect (P,)*. Donc :

0:<H|Pn>:<H]TH>:/[wTH2.

Or wTTI? ne change pas de signe sur I, et est C°, donc wTTI? = 0. C’est absurde. Donc
P, =11 Ol

IX Séries de Fourier

Notation 42.59. On se place dans l’espace E = C° ([0, 7], R).
(i) On munit E du produit scalaire (- | -) défini par :

W9 e B (1o)== [ fa

On note ||-||y la norme hilbertienne associée.

(ii) On munit E de la norme ||| définie par :

Vi€E, [|flle= Sup |£(t)

€l0,m

Proposition 42.60.
Vi€ E, [[flly <Iflls-

Ainsi, ||| est plus fine que ||-||,.
Notation 42.61. On note P = {(t € [0,7] — P(t)), P € R[X]}.
Proposition 42.62. P est dense dans (E, |-|| ), donc dans (E, (- | -)).
Notation 42.63. Pour n € N, on note :

Yt € [0, 7] — cos (nt) € R.

Proposition 42.64. (v,),cy est une famille orthogonale de (E, (- | -)), et :

n e N, [l 1 sin=0
n , = ) .
nllz % sin>0

In
ynlla

Pour n € N, on notera ¢, =
(B, ()
Lemme 42.65. On se place dans (E,||-||,.)-

(i) Vect (vn, n € N) est une sous-algébre de E.

. Ainsi, (en),ey €st une famille orthonormale de

(i) Vect (yn, n € N) est une sous-algébre de E.
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Lemme 42.66. On se place dans (E,|-||,,). On pose :

u:tel0,n]—teR.

Alors u € Vect (7, n € N).
Démonstration. Notons que arccos est développable en série entiére en 0 sur |—1, 1] tout
entier ; soit donc § € RN t.q.
(o]
Vx €]-1,1], arccosx = Z Bnx”.
n=0

Soit alors € > 0. Comme arccos est UCY sur [—1,1], soit n > 0 t.q.

vt € [0,7],

cost €
arccos (cost) — arccos ( >’ < <.
147 2

Comme p (3 Br2") =21 > ﬁ, soit N € N t.q.

1
Vl'e{ 1+77 1_1_77} Z ﬁn"ﬂ

n=N-+1

w\m

Alors :

vt € [0, 7],

Zﬁ”1+n

= |arccos (cost) — arccos < <e

n=N-+1

Or Vect (v, n € N) est une algebre, donc Vn € N, 47 € Vect (v,, n € N). Ainsi, u €
Vect (yn, n € N). O

Proposition 42.67. Vect (y,, n € N) est dense dans (E, ||-|| ), donc dans (E, (- | -)).

Démonstration. On se place dans (F, ||||,,). Avec les notations du lemme 42.66, on a
u € Vect (yy, n € N), donc comme Vect (7, n € N) est une sous-algebre de E, P = Rlu| C
Vect (vn, n € N). Ainsi E = P C Vect (y,, n € N). O

Corollaire 42.68. (c,),cy est une famille orthonormale totale de (E, (- | -)).

Application 42.69.
4

(=1

Démonstration. On pose u : t € [0, 7] — t € R. Selon 'identité de Parseval (proposi-
tion 42.35), on a :

HUHZ = Z (en | u>2 = (70 | u>2 +2 Z <7n | u>2
n=0 n=1

n_1\2
Cette égalité fournit 7;—2 = %2 +23 2, (% . (71)271> . Autrement dit :

n

& 1 d

PRI
22k + 1)1 96
On en déduit le résultat en écrivant ((4) = 372, W + >0 (2k+1 = 1:C(4) + O
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Proposition 42.70. f € E. On suppose que . |{e, | f)| converge. Alors :

N

Démonstration. Comme Vn € N*, ||g,[|, = V2, la série 3" (e, | f) &, converge norma-
lement donc uniformément vers ¢ € E. Comme |||, est plus fine que ||-||5, > (en | f)en
converge vers £ au sens de [|-||,. Or 3 (e, | f) €, converge vers f au sens de ||-||, car (5),,cn
est orthonormale et totale. Donc ¢ = f. Ol

X Polynoémes de Laguerre

Notation 42.71. On note w : t € R, —— et € R. On se place dans l'espace E =
{f €CO(R4,R), wf? est intégrable}, muni du produit scalaire (- |-) défini par V (f,g) €
B2 {flg)=[g"wfg.

Proposition 42.72. En identifiant R[X] a {(t € I — P(t)), P € R[X]}, on a R[X] C
E.

Définition 42.73 (Polynémes de Laguerre). Pour n € N, on note :

n n\ (— k
Ln=2<k>( 2!() € R[X].

Proposition 42.74.
VneN, Vo e Ry, Ly(z) = % (wX™)™ (z).

Proposition 42.75. (L,),cy est une famille orthonormale de E.

Démonstration. Soit (p,n) € N2, p < n. En intégrant par parties p fois, on a :

1 1

(XP| L) = — /0 T (wx™® (1) dt = (- /0 T X ™D (1) d

Si p < n, il vient (X? | L,) = 0. On en déduit L, € R,_1[X]*, ce qui montre que (L,)
est orthogonale. Pour p =n, on a :

neN

(X™| Lp) = (=1)"nl.
On en déduit ||L,| = 1. O
Proposition 42.76. R[X| = Vect (L, n € N).

Notation 42.77. Pour a € R, on note :
Yot ERL — e R,

Pourae}—%,—i—oo{, on a p, € F.

Lemme 42.78. Va € }—%,—i—oo{, o € RIX].
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Démonstration. Soit a € }—%, 400 { Selon l'identité de Parseval (proposition 42.35), il

suffit de montrer que ||@q||* = 3% (L | @a)? On a ||ga|* = ﬁ Et, en intégrant par
parties n fois :
1 oo
€N, (Ln|ga) = — [ e (wX")™ (1) dt
n: Jo
1

= (- /0 (—a)™ e~Otetem dt

a” 1 L 1 a \"
n! (a—f—l)”“/o we “ a+1<a+1>

On en déduit le résultat. O

Lemme 42.79. g € E. Si g admet une limite finie en +00, alors g € Vect (pn, n € N).
Démonstration. Soit £ > 0. On pose :
0,1 — R

h: — i .
. g(—Ins) sise€]0,1]
limyseg sis=0

h € C°(]0,1],R) donc il existe P € R[X] t.q. Hh—PH[éxi] < €. On pose alors ¢ : t €
Ry +— P(e7%) € R. Ona ¢ € Vect (pn, n € N). Et : ’

lg =l = [ e (oft) ~ wie))* at

_ /OOO et (h(e) - P (e_t))2 dt < &2,

Proposition 42.80. R[X| D {g € E, g admet une limite finie en +00}.
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Compléements sur la Diftérentielle

Notation 43.1. Dans ce chapitre, E et F' sont deuxr R-espaces vectoriels de dimension
finie non nulle.

I Vecteurs tangents

Définition 43.2 (Vecteur tangent). S C E, w € S. On appelle vecteur tangent a S en w
tout u € E t.q. il existe r > 0 et~y : [-r,+r] — S dérivable t.q.

7(0) = w et 7' (0) = u.
L’ensemble des vecteurs tangents a S en w est noté Ts(w).
Proposition 43.3. S C E, w € S. Alors :

(i) 0 € Tg(w),
(i) RTs(w) = Ts(w).

Proposition 43.4. S C E, w € S. U ouvert de E contenant S, ¢ : U — F différentiable.
Alors :

Tps) (p(w)) D dp(w) - Ts(w).

Démonstration. Soit u € T's(w). Soit r > 0, v : [-r,+r] — S dérivable t.q. v(0) = w et
7' (0) = u. On considere 6 = @ o~y. Alors § ([—r,+7]) C ¢ (S), d est dérivable, 6(0) = p(w)
et 6'(0) = di (7(0)) - 7'(0) = dp(w) - u. Ainsi, (dp(w) - u) € Tyy(s) (o(w))- O

Corollaire 43.5. I intervalle non trivial de R, f: I — R™ dérivable, t € I. Alors :

Ty (f (8)) DR ().

Exemple 43.6. On munit E d’un produit scalaire (- | -), et on note ||-|| la norme eucli-
dienne associée. On note :
S={rek, |u =1}

Alors :
Vw e X, Tx(w) = {w}t.
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Démonstration. Soit w € 3. (C) Soit u € Tx(w). Soit r > 0 et v : [—r, +r] — X dérivable
t.q. Y(0) =w et 4/(0) = u. On a :

vt € [—r,+r], (v(t) |y(#)) =1 donc Vt e [—r,+r], 2(y/(t) | v(t)) = 0.

En particulier (u]w) = (7(0)|7(0)) = 0. (D) Soit u € {w}™. On peut supposer u # 0 et
poser € = W On considere alors :

LA — X
0 — (cosf)w + (sinf) e
Alors «y est dérivable, v(0) = w et 7/(0) = e. Donc u = ||ul| - € € Tx(w). O
Exemple 43.7. On se place dans E = M, (R). Alors :
VP € Ou(R), To, w)(P) = P, (R).

Démonstration. Soit P € O,(R). (C) Soit U € Ty, w)(P). Soit r > 0 et v : [=r, +r] —
O, (R) dérivable t.q. v(0) = P et 4/(0) = U. On a Vt € [—r,+r], 5(t)y(t) = I, donc
vt € [—r, 4], 5 (t)y(t)+5(t)y/ (t) = 0. En particulier, tUP—l—tPU =0, ie 'PU = —('PU).
Donc ‘PU € #,(R), dott U € Po7,(R). (D) Soit A € #,(R). On consideére :

=141 — On(R)

' t— Pexp (tA)

~ est bien définie selon la proposition 41.52. Et v est dérivable, v(0) = P et 7/(0) = PA.
Donc PA € TOn(]R) (P) O

I Extrema

Proposition 43.8. S C E, w € S. U ouvert de E contenant S, ¢ : U — R différentiable.
Si p|s présente un mazimum local en w, alors :

Yu € Ts(w), dp(w) - u = 0.

Application 43.9. On munit E d’un produit scalaire (- |-), et on note ||-|| la norme
euclidienne associée. On note ¥ = {zx € E, ||z|| = 1}. Soit U un ouvert de E contenant X,
soit ¢ : U — R différentiable. 3 étant un compact de E, soit w € X t.q.

p(w) = max p(z).

reX
Alors :
Vp(w) € Vect(w).
Corollaire 43.10. On munit E d’un produit scalaire (-|-), et on note ||| la norme

euclidienne associée. On note ¥ = {x € E, ||z|| =1}. Soit f € L(E). Soit w € E t.q.
2 _ 2
£ = mas | F @)

Alors (f* o f) (w) € Vect(w), i.e. w est un vecteur propre de (f* o f).
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Exemple 43.11. (a,b) € R2. On note :

Agp={f€C™([0,1],R), f(0) =a et f(1)=0b}.
Alors .
inf / 12
feAa,b 0 f
est atteint en une unique fonction de Ay, qui est affine.

Démonstration. Unicité. Soit f € A, réalisant le minimum (s’il existe). On note £ =
AU 0- On a:

1 1
VgeE,VteR,tZ/O g’2—|—2t/0 f’g’:/ (f +tg)"? /f’2

Ainsi, Vg € E, fol f'g’ = 0. En intégrant par parties, il vient :

1
Vg € E, / g =0.
0

On suppose alors par 'absurde que f” # 0. Par continuité de f”, on peut supposer qu’il
existe 0 < u < v <1 t.q. Vt € [u,v], f”(t) > 0. On considere alors :

1 .
e 2 six>0

0 sixgol

1/1:%6Ri—>{

¥ est C* (c.f. exemple 22.21). On pose g : t € [0,1] —> ¥ (t —u) (v —t). Alors g € E et
Vt € Ju,v], g(t) > 0. Ainsi 0 = fol ["g= [ f"g > 0. Cest absurde. Donc f” =0 et f est
affine. Donc :

vVt € [0,1], f(t) = (1 —t)a+ tb.

Ezistence. Montrer que f affine convient. Ol

IIT Swurfaces de niveau

Définition 43.12 (Surface de niveau). Q un ouvert de E, f € C' (,R). Pour a € R, on
note :

Sa(f) ={w e, f(w)=a}.

Proposition 43.13. On munit E d’un produit scalaire (- |-). Soit Q un ouvert de E,
f €CL(QR). Soit a € R, w € Su(f). Alors :

Ts.(p(w) C {VFw)}"

Exemple 43.14. On munit E d’un produit scalaire (- | -), et on note ||-|| la norme eucli-
dienne associée. Soit f € C' (E,R) t.q.

Vo € E, V(@) > 1.

Alors :
Im € B¢(0,1), f(m) = f(0) + 1.
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Démonstration (Premiére méthode). Si f est C2, on admet qu’il existe un unique 7 :
[0,1] — E dérivable t.q.

.. PN/ e100),
WO =0 et e DAL = g
On a alors [y(1)|| = Hflymf)dfu < LW @)l dr = 1, done v(1) € Bf(0,1). Et on
montre que f (y(1)) = f(0) + 1. O

Démonstration (Deuxiéme méthode). On peut supposer que f(0) = 0. Soit n € N*.
Pour k € [0,n], on définit (z{,...,z]) € E™ par :

1 V()

z{ =0 et Vkeﬂo,n_lﬂ,mk+1:$k+ﬁ'm'

On montre que Vk € [0,n], 27 € B; (0, £). Ainsi, (2" « est & valeurs dans B¢(0, 1), qui
k f n n/neN f

7(n) —— /. Minorons

est compact. Donc il existe £ € Bf((), 1) et j une extraction t.q. Ti(n) e

alors f (z7}). On a, pour n € N* :

n—1
flan) =Y (f (a4) — £ (2F))
k=0
n—1
1 /1< ( t V(@ ) Vf(x}) >
2ol \YI\H 5 o) e e
Soit € > 0. Montrer qu’il existe n > 0 t.q.
Vf(u)
Y (u,v) € Br(0,1)2, [|u—wv <77:><va >>1—5.
(u,v) € Bf(0,1)7, || | (v) % F@l
Soit alors N € N* t.q. % < 7. Alors :
Vn>N, f(zp)>1—¢
Donc f (£) = lim f@WQ>1 0
n—-+00 ](n) = 1.

IV  Points critiques
Proposition 43.15. Q un ouvert de E, f: Q — F différentiable. Alors :
Vw € Q, rgdf(w) < min (dim E,dim F) .

Définition 43.16 (Point critique). Q un ouvert de E, f : Q — F différentiable. On dit
que w € §) est un point critique de f lorsque :

rgdf(w) < min (dim F,dim F') .

Exemple 43.17.

(i) Q un ouwvert de E, f:Q — R différentiable. Alors w € Q0 est un point critique de f
ssi df(w) = 0.

(ii) I un intervalle ouvert de R, g : I — F dérivable. Alors t € I est un point critique
de g ssi ¢'(t) = 0.
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Lemme 43.18. Soit A € M, (R) t.q. VH € M, (R), tr (AH) = 0. Alors A =0.
Exemple 43.19. p € N*. On considére :
M, (R) — R
| Mt (M)
Alors :
(i) ¢ est différentiable sur M, (R) et :
¥ (M, H) € M, (R)*, dp(M) - H = ptr (MP~'H).

(i) Les points critiques de ¢ sont les M € ML, (R) t.q. MP~! = 0.

V Théoreme d’injectivité locale

Théoréme 43.20 (Théoréme d’injectivité locale). Q un ouvert de E, f € C* (Q, E). Soit
w € Q tgq df(w) € GL(E) (i.e. w n’est pas un point critique de f). Alors il existe V
ouvert de E t.q.

(i) weV CQ,
(ii) flv est injective.

Démonstration. Premiére étape : df(w) = idgp. On munit E d’une norme ||| et on
munit £(E) de la norme d’opérateur |[|-||| subordonnée & ||-||. Soit p > 0 t.q. B, (w, p) C .
Ona:

V(2.y) € By (w,0)?, I(F(y) — F(2)) — (y — )]
1
| [ s @ -t ) - i) (- )
1
<=l [ 114f (1=t +ty) — idg]) .
f étant C!, soit r €10, p] t.q.

Va € B, (w,r), [[df(a) —idgl] <

N | =

On note V = B, (w,r). Alors :

V(z,y) € V2, [(fly) = f(2)) = (y — )| < % ly — =[]

On en déduit que V(z,y) € V2, ||f(y) = f(@)| = 3lly— =, donc fj est injective.
Deuzxiéme étape : df (w) € GL(E). On pose alors :
g=(dfw) "o f.

g € CH(Q,E) et dg(w) = idg. Selon la premiére étape, il existe V ouvert de F t.q.
w eV CQet gy est injective. Ainsi, fiy = df(w) o gy est injective. O

Exemple 43.21. On considére :
FireRes (ac-l—xQ)Sin(#) siz#0
0 stz =0
Alors :

(i) f est dérivable sur R (mais pas C* en 0).
(ii) Vr >0, fij—r,4r] n'est pas injective.
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