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Chapitre

Complexes

I Définition de C

Définition 1.1 (C). On définit deuz opérations sur R? ((a,b) € R?, (c,d) € R?) :

(i) (a,b) + (¢,d) = (a+¢,b+d).

(ii) (a,b)* (c,d) = (ac — bd, ad + bc).
On définit aussi la loi externe ((a,b) € RZ X € R) : X-(a,b) = (Aa, A\b). On note 1 = (1,0),
i=1(0,1), 0=(0,0), x =%. On ai xi= —1. On définit alors :

C={a+ib, a e R, beR}.
Remarque 1.2. On dit que R C C au sens ou tout réel a peut s’écrire a + 0.
Proposition 1.3. (C,+) et (C*, x) sont des groupes commutatifs.

Proposition 1.4. Soit P le plan. L’application

C—"P
a+ib+— (a,b)

est une bijection, i.e. tout élément de P admet un unique antécédent dans C.

II Conjugaison et module

I1.1 Conjugaison
Définition 1.5. Soit z € C. On définit z = R(z) — i - I(2).

Proposition 1.6. (2,2)€C. 2+ =2+ 2 etz -2/ =z - 2.
Proposition 1.7.

vz € C, §)‘E(z):z—;2 et %(z):'z_Z
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I1.2 Module

Définition 1.8. Soit z € C. On définit |z| = \/(§R(z))2 +(S(2))%
Proposition 1.9. V(z,2') € C2, 22| = |z| - |¢/] et |2]? = 2Z.
Notation 1.10. Soient a € C,r € Ry. On note :

Dy(a,r) ={2€C, |z—a| <7},
Dy(a,r)={2€C, |z—a|l <1},
Cla,r)={z€C, |z—a|l=r}.

Proposition 1.11 (Inégalité triangulaire).
Y(a,b) € C%, |a +b| < |a| + |b|,

avec égalité ssi les points d’affizes a et b sont sur une méme demi-droite issue de [’origine
(i.e. pour a #0,b#0 : arga = argb [27]).

Démonstration. Ona |a-+b|> = (a+b) (@ +b) = [a[>+[b[>+2R(ab) < [af>+[b[>+2]al|b| =
(Jal + [5])*. O

Corollaire 1.12. V(z,2') € C2, ||2| — ||| < |z — #/].

III Etudede U= {z€C, || =1}
Proposition 1.13. (U, x) est un groupe commutatif dit groupe unité.
Proposition 1.14. (z,2/) € (C*)%.
arg(z2') = argz +arg 2’ [27], (i)
arg (i) =—argz [27]. (ii)

Proposition 1.15. Soient A, B, C trois points d’affizes respectives a, b, ¢ distinctes deux
a deux. Alors

A, B, C sont alignés — arg (g:g) =0 |[n].

IV Identités remarquables

Théoréme 1.16 (Formule du binéme de Newton). (z,2') € C?, n € N.

(z+2)"=> <Z> 2Rk,

k=0
Démonstration. Fixer z et 2/ dans C et utiliser une récurrence sur n. O

Proposition 1.17. (z,2') € C%, n € N*.
n—1
SN — (Z - Z,) Z Zkz/nflfk.
k=0

2
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Démonstration. Développer (z — 2’) Z;‘;é 2k ym—1-k, O

Proposition 1.18 (Somme géométrique). z € C, n € N.

En: - Zn:l_l siz#1
! n+1l siz=1
Démonstration. Développer (z — 1) 7 2. O

V  Propriétés de la forme exponentielle

Proposition 1.19. V(0,¢) € R?, ¢ =¢? <=0 =¢ [27].
Proposition 1.20 (Formules d’Euler). 0 € R.

¢t 4 =0 o0 —i0
cos = —— et sinf = ———.
2 21

Proposition 1.21 (Formules de I’angle moitié). (0, ¢) € R2.
. . 0 — 4
e 4 e = 2cos (2 ¢> eZMTd), (i)
, . 0 .
e — ¢! = 2isin (2¢> i, (ii)
Corollaire 1.22 (Formule de Moivre). n € Z, 6 € R. (ew)n = e soit
(cos B+ isin )" = cos(nd) + i sin(nd).

Notation 1.23. On note j = 'S . On a alors PP=letl+j+j52=0.

Proposition 1.24 (Linéarisation de cos” #). n € N*, § € R.
ef 4 emi\" 1 X [n
npy__ - _
cos" 0 = ( 5 > o Z . | cos [(2k —n)0)].
k=0
Proposition 1.25 (Somme des cos(kf)). n € N*, § € R.

Zn: cos(k) = R <zn: (ez‘a) k) _ oS (%0) sin ((”Zl)e> |
k=0

: [%
k=0 Sin (5)

VI Aspect géométrique

Proposition 1.26 (Equation d'une droite en complexes). Soient A le point du plan d’af-
fize a, U le vecteur d’affize u (avec U # (_f) et M le point d’affize z. Alors M appartient a
la droite passant par A et dirigée par i ssi u(z — a) = u(Z — a).

Proposition 1.27 (Transformations du plan). Soient @ un vecteur du plan d’affize u, Q
un point d’affive w, 0 et k des réels. Alors

(i) L’application 1z : M(z) — M'(z 4+ u) est une translation de vecteur .

3
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(ii) L’application pay : M(z) — M'(w + ¢?(z — w)) est une rotation de centre Q) et
d’angle 0.

(ili) L’application hqy : M(z) — M'(w + k(z — w)) est une homothétie de centre Q et
de rapport k.

Définition 1.28 (Similitude). On dit que f : P — P est une similitude de rapport k

lorsque
Y(M,N) € P? f(M)f(N)=kMN.

Soit (a,b) € C* x C. Alors
M(z) — M'(az + b) est une similitude directe. (i)
M(z) — M'(az + b) est une similitude indirecte. (ii)

Proposition 1.29. Soit f : M(z) — M'(az +b), avec (a,b) € C?, a #0 et a # 1. Alors
f est la composée, dans un ordre quelconque, d’une homothétie et d’une rotation de méme
centre.

Démonstration. On recherche Q(w) tel que f(2) = Q, soit w = aw +b, i.e. w = fba' On
note z laffixe d’un point M et 2’ I'affixe de f(M). On a alors 2’ —w = (az+b) — (aw +b)
a(z — w) = lale”(z — w), out § = arga. On pose h = hq |4 et 7 = pgy. On montre alors
par le calcul que f =hor =roh. O

VII Exponentielle complexe

Définition 1.30 (Exponentielle complexe). On définit 'application
C—C*
P LR S
On notera € = exp z.

Proposition 1.31. (z,2/) € C2.

[e*] = ", (i)
arge® =S3(z)  [27], (ii)
e*e? =t (iii)

VIII Equations du second degré

VIII.1 Résolution de 22 =d, ou d € C
Proposition 1.32. Soit d € C. Alors

1 solution dans C sid =0

24 . 2 __
L'équation 2" = d a { 2 solutions dans C sid #0

Méthode 1.33. Pour résoudre 2> = d, on pose z = x+iy et d = X +iY, avec (z,y) € R?,
(X,Y) € R% On a ainsi :

72— y2 - X 72 = \/X2+2Y2+X
P=d<={ 2zy=Y = 2zy=Y
2+ =VX2+Y? y? = YXY2X

On peut alors déduire les valeurs de x et y.
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VIIL.2 Résolution de az? + bz + ¢ =0, ou (a,b,c) € C* x C x C

Proposition 1.34. Soit (a,b,c) € C* x C x C; on note (E) ’équation az* + bz +c = 0.
On pose A = b — 4ac.
(i) Si A =0, alors (E) a une unique racine : — 2

~-L.
ii) Si A0, alors (E) a exactement deuz racines distinctes : =230 et =b=0 o0 § est
2a 2a

un compleze tel que 62 = A.

2 2
Démonstration. On a az? + bz + ¢ =0 < (z + %) = (%) . O
Proposition 1.35. On note (E) l’équation az? + bz +c =0, avec (a,b,c) € C* x C x C.
- _b
21 et zo sont les racines de (F) <= { a1+ 2 e %, (1)
Z1 29 = a
Vz€C, az? +bz+c=a(z — 21)(z — 29) (21, 22 racines de (E)), (ii)
3 . conjuguées si A < 0
(a,b,c) € R = (E) admet deux racines { réelles si A > 0 : (iii)

IX Racines n-iémes

L2im k

Notation 1.36. Pour k € Z, on note wy = e = wk, avec w = wi. On note aussi

U, = {wg, k€ [0,n—1]}.

IX.1 Propriétés de wy
Proposition 1.37. Soit X,, = {wg, k € Z}. Alors :

(i) X, présente une symétrie axiale par rapport a (Ox).

(ii) Pour n pair, X, présente aussi une symétrie axiale par rapport a (Oy) et une symé-
trie centrale par rapport a O.

(iii) Les points d’affizes 1,w, ... ,w,—1 sont les sommets d’un n-gone régulier.

Proposition 1.38. n € N*,

iy 0 sin#1

];)wk:{l sin=1" @)
n—1
[T wr=(=1)" 1. (ii)
k=0

IX.2 Propriétés de U,
Théoréme 1.39 (Division euclidienne). (a,b) € Z x N*.

a=bg+r

| 2
3'(q’T)EZ’{O§r<b

Démonstration. On pose ¢ = [¢] (ou |z] désigne la partie entiere de ), et 7 = a — by.
q et r vérifient alors la condition voulue; il suffit de montrer 'unicité en supposant que

deux couples différents (g, 7) et (¢/,7") existent, et arriver & ¢ = ¢’ et r =1’. H

Proposition 1.40. (i) U, a exactement n éléments,
(ii) Up = X, = {wp, k € Z}.
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IX.3 Racines n-iemes d’un complexe

Définition 1.41 (Racines n-iemes). Soient Z € C,n € N*. On appelle racine n-iéme de
Z tout complexe z tel que 2" = Z.

Proposition 1.42. L’ensemble des racines n-iemes de lunité est U,.

Proposition 1.43. n € N*,z € C. [[}Z) (2 —wg) = 2" — 1.



Chapitre

Logique

I Vocabulaire

Définition 2.1. On appelle assertion toute phrase mathématique syntaxiquement correcte
(ex : 2 =14 3). On appelle prédicat toute assertion mathématique dépendant d’une ou
plusieurs variables (ex : x € Ry, P(z) :x > 1).

Définition 2.2 (Connecteurs logiques et implications). A, B deux assertions. On définit
les assertions (A et B), (A ou B), (non A) et (A= B) par la table de vérité suivante :

A|B|Aet B|AouB |nommA|A=DB
VIV Vv Vv F 14
VI|IF F V F F
F |V F V Vv Vv
F | F F F |4 |4
Proposition 2.3. A, B deux assertions.
(non [A ou B]) <= ([non A] et [non BJ]), (1)
(non [A et B]) <= ([non A] ou [non B]), (ii)
(A= B) <= ([non 4] ou B), (iii)
(non [A = B]) <= (A et [non B]). (iv)

Vocabulaire 2.4. A, B deux assertions telles que A = B. A est une condition suffisante
(CS) pour B. Et B est une condition nécessaire (CN) pour A.

II Quantificateurs

Définition 2.5. E un ensemble non vide, P(x) un prédicat pour x € E. On note :
(i) Va € E, P(z) pour signifier que pour tout x € E, P(x) est vraie.
(ii) Jz € E, P(x) pour signifier qu’il existe un x € E tel que P(x) est vraie.
(iii) Nz € E, P(x) pour signifier qu’il existe un unique x € E tel que P(x) est vraie.
Proposition 2.6. E un ensemble non vide, P(x) un prédicat pour x € E.

(non [Vz € E, P(z)]) <= (3z € E, [non P(z)]), (i)
(non [3z € E, P(z)]) <= (Vz € E, [non P(z)]). (ii)

7
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IIT Raisonnements élémentaires

Proposition 2.7 (Contre-exemple). E un ensemble non vide, P(x) un prédicat pour
x € E. Pour montrer que l’assertion (Vx € E, P(x)) est fausse, il suffit de chercher un
x € F tel que (non P(x)) est vraie.

Proposition 2.8 (Contraposée). A, B deuz assertions.
(A= B) <= ([non B] = [non A]).
Démonstration. Utiliser (A = B) <= ([non A] ou B). O

Proposition 2.9 (Raisonnement par 'absurde). A une assertion. Pour montrer que A
est vraie, on suppose que A est fausse et on aboutit a une contradiction.

IV Raisonnements par récurrence

Axiome 2.10 (Axiomes de Peano). On suppose qu’il existe un ensemble noté N, un
élément 0 € N et une application s : n € N — successeur de n tels que :

(i) 0 n'est le successeur d’aucun élément de N,
(ii) Deuz éléments de N distincts ont des successeurs distincts,
(iii) Pour tout ACN, si0 € A et Va € A, s(a) € A, alors A =N.

Corollaire 2.11 (Récurrence). P(n) une propriété définie pour n € N.

P(0) est vraie

Vn €N, P(n) = P(n+1) } = Vn € N, P(n).

Proposition 2.12 (Récurrence a deux termes). P(n) une propriété définie pour n € N.

77( ) et P(1) sont vraies
Vn €N, (P(n) et P(n+1)) = P(n+2) } = Vn e N, P(n).
Démonstration. Poser Q(n) = (P(n) et P(n + 1)). =

Proposition 2.13 (Récurrence forte). P(n) une propriété définie pour n € N.

P(0) est vraie
VneN, (P(0) et --- et P(n)) =P(n+1) } = Vn € N, P(n).

Démonstration. Poser Q(n) = (P(0) et --- et P(n)). O

Proposition 2.14 (Récurrence descendante). ng € Z, P(n) une propriété définie pour
n €] — oo, ng].

P(no) est vraie

I < g, P(n) = Pl —1) }:Vnéno, P(n).
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V  Vocabulaire ensembliste

Définition 2.15 (Ensemble). Un ensemble est une collection d’objets. Un ensemble sans
objet est dit ensemble vide, noté &. Un ensemble ne contenant qu’un seul élément est dit
singleton. Soit a un objet d’un ensemble E. On dit que a est un élément de E, et on note
acb.

Notation 2.16. Un ensemble E ayant n éléments ay,...,a, (n € N*) est noté :
E={a,...,an} ={a;, i € [1,n]}.

Définition 2.17 (Inclusion). E, F' deuz ensembles. On dit que E est inclus dans F', et on
note B2 C F', lorsque tout élément de E appartient a F'.

Définition 2.18 (Egalité). E,F deuz ensembles. On dit que E et F sont égauz, et on
note E = F, lorsque E et F' ont les mémes éléments (i.e. EC F et EDF).

Notation 2.19. L’ensemble des parties (ou sous-ensembles) d’un ensemble F est noté
P(F).

Proposition 2.20. Soit F' un ensemble a n éléments (n € N). Alors P(F') est un ensemble
a 2" éléments.

Démonstration. (Z) est le nombre de parties de F' a k éléments donc le nombre de parties

de Fest Y p_o (3) =2 O
Définition 2.21 (Segment). (a,b) € C2. Le segment [a, b] est défini par

[a,b] = {Xa+ (1 —=X)b, A €[0,1]}.
On définit de méme ]a,b], [a,b] et |a,b|.

Définition 2.22 (Opérations ensemblistes). A, B deuz sous-ensembles d’un ensemble E.
On note :

(i) AU B l’ensemble des éléments qui appartiennent a A ou d B,

(i) AN B lensemble des éléments qui appartiennent a A et a B.

Proposition 2.23. U et N sont des opérations sur P(E), et on a :
(i) U et N sont associatives et commutatives.
(ii) @ est l’élément neutre pour U ; E est ’élément neutre pour N.
(iii) U est distributive sur N et N est distributive sur U.

Notation 2.24. I C N, I # &. (A;)ier une famille de sous-ensembles d’un ensemble E.
On note :

U4di={zecE Jiel, zc A}, (i)
el
(NAi={z€E,Vicl, z € A}. (ii)
el

Définition 2.25 (Complémentaire). E un ensemble, A C E,B C E. On note A l’en-
semble des éléments de E qui ne sont pas dans A. On note A\B = AN B.



CHAPITRE 2. LOGIQUE

Proposition 2.26 (Lois de Morgan). I C N, I # &. (A;)icr une famille de sous-ensembles

d’un ensemble E.

iel el el el

Démonstration. Ecrire # € J;c; 4; <= non (i € I, 2 € A;) <= Vi€ I,z ¢
A = = € e A;. Puis poser B; = A; pour montrer la deuxiéme égalité & partir de la
premiere. O

Définition 2.27 (Produit cartésien). Le produit cartésien de n ensembles E1, ..., E,
(n € N*) est défini par

E1 X XEn:{(l'l,---,xn); Vi € [[1,71]], mlGEZ}

Si By =---=E,, onnote 1 X --- x E, = (E1)".
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Chapitre

Applications et Relations

I Notions élémentaires

Définition 3.1 (Application). E, F' deux ensembles (non vides). Soit G un sous-ensemble
de EXF t.q.VYa € E,3b € F, (a,b) € G. Dans ce cas, on peut associer a tout élément de
FE un unique élément dans F, et on note f : E — F dite application de F dans F' définie
de telle sorte que pour tout a € E, f(a) est l'unique élément de F' tel que (a, f(a)) € G.
G est dit le graphe de f.

Corollaire 3.2. Deux applications f et g sont dites égales lorsque :

f et g ont le méme ensemble de départ
f et g ont le méme ensemble d’arrivée I
f et g ont le méme graphe G
Vocabulaire 3.3. f: E — F une application.
(i) L’image d’un élément x € E est f(x).
(ii) Un antécédent d’un élément y € F' est un élément x € E t.q. f(z) =vy.
(iii) L’ensemble image de E par f est f(E)={f(x), z € E} C F.
Définition 3.4. E, F des ensembles non vides, f : E — F une application, E' C E et

E'"DE.
EF—F

r—x
E — F

(i) On appelle identité de E lapplication idg :

(ii) On appelle restriction de f a E' lapplication fier

(iii) On appelle prolongement de f a E” toute application ¢ : E" — F t.q.

Ve € E, ¢(z) = f(x).
Définition 3.5 (Composée). f: E — F, g: F — G. On définit la composée go f par
E—G
x— g(f(x))
Notation 3.6. L’ensemble des applications de E dans F' est noté F(E,F) ou FE.
Proposition 3.7 (Associativité de o). f: E—-F,g: F -G eth:G — H.

(hog)of=ho(gof)=hogof.

gof:

11
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II Injectivité, surjectivité, bijectivité

I1.1 Applications injectives

Définition 3.8 (Injectivité). f: E — F. L’application f est dite injective lorsque
V(z,2') € E?, [f(2) = f(2)) = x =2],

i.e. tout élément de F' a au plus un antécédent dans E.

Proposition 3.9. Toute restriction d’une application injective est injective.

Proposition 3.10. f: F— F, g: F — G.

f injective L :
g injective = go [ injective, (i)
g o f injective => f injective. (ii)

I1.2 Applications surjectives

Définition 3.11 (Surjectivité). f: E — F. L’application f est dite surjective lorsque
VyeF, Jx € E, y= f(x),

i.e. tout élément de F' a au moins un antécédent dans F.

Remarque 3.12. La restriction d’une application surjective n’est pas forcément surjective.

Proposition 3.13. f: E - F, g: F — G.

jecti - .
/ suryective } = g o [ surjective, (i)
g surjective
g o [ surjective =—> g surjective. (ii)

I1.3 Applications bijectives

Définition 3.14 (Bijection). f : E — F. L’application f est dite bijection de E sur
F lorsque tout élément de F' admet un unique antécédent dans E, i.e. f est injective et
surjective.

Proposition 3.15. f: EF — F.

go f=1idg

. r
f bijective <= dg € E*, { fog=idp

De plus, g est unique. On note g = f~1.

Définition 3.16 (Involution). Une application f : E — E est dite involutive lorsque
fof=idg.

Proposition 3.17. Toute involution est bijective de réciproque elle-méme.

12
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Proposition 3.18. f: E - F, g: F — G.

f bijective

g bijective } = 9o bijective, (i)

f bijective

g bijective } = (g0 f)il =f"tog™h (i)

Notation 3.19. E un ensemble. On note G(E) l’ensemble des bijections de E sur E.
Proposition 3.20. (G(FE),o) est un groupe.

I1.4 Injectivité, surjectivité, bijectivité et ensembles finis

Proposition 3.21. E F des ensembles. f : E — F une application.

E un ensemble fini . .
r . s 5
F injective } = F est infini ou a plus d’éléments que E, (i)
F un ensemble fini
E o s r .
F surjective } = F est infini ou a plus d’éléments que (ii)

Proposition 3.22. E, F des ensembles finis avec le méme nombre d’éléments. f : E — F
une application. Alors

f injective <= f surjective <= f bijective.

IIT Applications caractéristiques

Définition 3.23 (Application caractéristique). E un ensemble non vide. A C E. On
appelle application caractéristique (ou indicatrice) de A lapplication

E—{0,1}
1a: L lsizeA
v 0siz g A
P(E) — {0,1}"

est une bijection.
Ar— 14

Proposition 3.24. L’application

Notation 3.25. A, B deux sous-ensembles d’un ensemble E. On note
E — {0,1,2} E — {-1,0,1}

Tatlp: x— Ty(x) + 1p(x) v (@) — 1p(2) |

et 14—1p:

Proposition 3.26. A, B deux sous-ensembles d’un ensemble E.

Lang=14-1p, (i)
Llaup=14+1p—-14-1p, (ii)
]lB\A:]lB_]lA (SiACB). (iii)

Définition 3.27 (Différence symétrique). A, B deux sous-ensembles d’un ensemble E. On
définit la différence symétrique A comme suit :

AAB = (AUB)\(ANB).
Proposition 3.28. Tyanp=14+15—2-14 -1p.
Proposition 3.29. (P(E),A) est un groupe commutatif.
Proposition 3.30. N est distributive par rapport a A : (AAB)NC = (ANC)A(BNC).

13
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IV Images directes et réciproques

IV.1 Image directe

Définition 3.31 (Image directe). E,F deux ensembles non vides. f : E — F. Pour
A C E, on appelle image directe de A par f, notée f(A), l'ensemble des images des
éléments de A par f :

F(4) = {f(a), a € A}.

Proposition 3.32. f: E — F. (A, B) € P(E)?.
f(AUB) = f(A)U f(B), (i)
f(ANB) C f(A) N f(B). (i)
Proposition 3.33. f: E — F. (A,B) € P(E)2. Si f est injective, alors
f(A) = f(B)=— A=B.
Proposition 3.34. f:E —+F.g:F - G. ACE.

(g0 F)(A) = g(f(A)).

IV.2 Image réciproque

Définition 3.35 (Image réciproque). E, F deuzx ensembles non vides. f : E — F. Pour
B C F, on appelle image réciproque de B par f, notée f*(B) ou f~1(B), l’ensemble des
antécédents des éléments de B par f :

[*(B) ={z € E, f(x) € B}.
Proposition 3.36. Soit f : E — F une application bijective, (A, B) € P(E)?.
f(A) =B« A= f"(B).
Proposition 3.37. f: E — F. (A,B) € P(F)%
fT(AUB) = f"(A) U f(B), (i)
fT(ANB) = f*(A) N f(B). (i)

IV.3 Partie stable
Définition 3.38 (Stabilité). f: E — F. A C E. A est dit stable par f lorsque f(A) C A.

V Relations sur un ensemble

V.1 Généralités

Définition 3.39 (Relation binaire). Soit E un ensemble, G C E x E. Alors G définit une
relation binaire R sur E définie par 2Ry <= (x,y) € G.

Définition 3.40 (Réflexivité, symétrie, transitivité). Soit R une relation sur un ensemble
E.

14
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(i) R est réflexive si Vz € E, zRx.
(ii) R est symétrique si ¥(z,y) € E?, (tRy = yRx).
(ili) R est antisymétrique si V(x,y) € E?, (zRy et yRx = = = y).
(iv) R est transitive si V(z,y,2) € E3, (zRy et yRz = xRz2).
Définition 3.41 (Ordre, équivalence). Soit R une relation sur un ensemble E.

(i) R est une relation d’équivalence si R est réflexive, symétrique et transitive.

(ii) R est une relation d’ordre si R est réflexive, antisymétrique et transitive.

V.2 Relations d’ordre

Définition 3.42 (Ordre total ou partiel). Soit R une relation d’ordre sur un ensemble
E.

(i) Deux éléments a et b de E sont comparables si aRb ou bRa.
(ii) R est une relation d’ordre total sur E si tous les éléments de E sont comparables.

(iii) R est une relation d’ordre partiel sur E si R n’est pas une relation d’ordre total.

Exemple 3.43 (Ordre lexicographique). L’ordre lexicographique défini dans R? par
(z,y) < (2,y) <= [(z < 2) ou (z=2" et y <y')]
est une relation d’ordre total.

Définition 3.44 (Majorant, minorant, etc.). < une relation d’ordre sur un ensemble E.
ACE. McE.
(i) M est un majorant de A siVa € A, a < M.
(ii) M est un minorant de A siVa € A, M < a.
(iii) M est un plus grand élément de A si M € A et majore A.
(iv) M est un plus petit élément de A si M € A et minore A.

Proposition 3.45. < une relation d’ordre sur un ensemble E. A C E. Si A admet un
plus grand (ou plus petit) élément, alors cet élément est unique.

Proposition 3.46. < une relation d’ordre total sur un ensemble E. A C E. Si A est un
sous-ensemble fini de E, alors A admet un plus petit et un plus grand élément.

Démonstration. Par récurrence. O

Définition 3.47 (Elément maximal, minimal). <1 une relation d’ordre sur un ensemble
E.ACEA#90. MeFE.

s . | MeA _
M est un élément maximal de A si { Vac A (M<a=M=a) (i)
12 .. | Me A B
M est un élément minimal de A si { Vac A, (a<qM=aq=M) (ii)

Proposition 3.48. <1 une relation d’ordre total sur un ensemble E. A C E.

(i) St A admet un plus grand élément M, alors M est maximal.

15
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(ii) Réciproquement, si A admet un élément maximal M, alors M est le plus grand
élément de A.
Définition 3.49. < une relation d’ordre sur un ensemble E. AC E,A# . s € E.

(i) s est une borne supérieur de A, notée sup A, si s est le plus petit des majorants de

A.
(ii) s est une borne inférieure de A, notée inf A, si s est le plus grand des minorants de
A.

Proposition 3.50. Si A admet une borne supérieure (ou inférieure), alors elle est unique.

Proposition 3.51. < une relation d’ordre sur un ensemble E. A C E, A # &.
(i) Si A admet un plus grand élément M, alors M = sup A.

(ii) Si A admet un plus petit élément m, alors m = inf A.

Proposition 3.52. ACR,A+# 3. s€R.

s — sup A s majore A

= sup Ve>0,dac A, a>s—¢c "’
s —inf A e s minore A

- Ve>0,Jdac A, a<s+e

V.3 Relations d’équivalence

Définition 3.53 (Classe d’équivalence). R une relation d’équivalence sur un ensemble E
non vide. x € E. On appelle classe d’équivalence de z l’ensemble noté Cl(z) ou & et défini
par

Cl(z) ={y € E, yRz}.
Proposition 3.54. R une relation d’équivalence sur un ensemble E non vide. (x,y) € E>.
Cl(z) = Cl(y) <= xRy.

Définition 3.55 (Partition). F, I des ensembles non vides. (A;)ier une famille de parties
de E. On dit que (A;)icr est une partition de E lorsque les trois conditions suivantes sont
vraies :

Viel, A; #+ O, (1)
UJAi=E, (i)
el
V(Z,]) € 12, (Al N Aj =g ou A; = AJ) (111)

Proposition 3.56. R une relation d’équivalence sur un ensemble E non vide. Alors
(Cl(x))zer est une partition de E.

Exemple 3.57 (Congruences). (z,y) € Z%. n € N*. On définit la congruence modulo
nparxz =y [n|] < n divise (x —y). La relation de congruence modulo n posséde n
classes d’équivalence. On note Z/nZ l’ensemble des classes d’équivalence modulo n.
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Chapitre

Introduction aux Systemes Linéaires

Définition 4.1 (Systéme linéaire). On appelle systeéme linéaire de n équations a p incon-
nues tout systéme de la forme suivante :

apry + -+ oayr; + -+ oapr, = b
(S):q a1 + - 4 agx; + o+ apTpy = b
Gn1T1 + 0+ apiT; + 0+ AppTp = bn

La matrice du systéme est :

all .. al] e alp
a/il DY alj PR aZp
a’nl PEEEEY a/nj PR anp

Le second membre du systéme est le vecteur (by,ba, ..., by).

Vocabulaire 4.2. (i) Un systéme homogene n’a pas de second membre.
(ii) Un systéme compatible admet au moins une solution.
(iii) Un systeme de Cramer admet exactement une solution.

Proposition 4.3. Soit (S) un systéme linéaire dont (Sy) est le systéme homogéne associé.
On appelle E ’ensemble des solutions de (S), Eo 'ensemble des solutions de (Sp).

XEE:>E:{X+X0,X0€E0}, (1)
Ey = {0} ou Ey est infini, (ii)
E =2 ou E est un singleton ou E est infini. (iii)

Définition 4.4 (Systéme triangulaire). Un systéme de n équations a n inconnues est dit
triangulaire lorsqu’il est du type :

anzy + - 4+ ayx; + - 4+ apr, = b
(S) : L N 2
ApnTn = bn
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Proposition 4.5. Un systéme triangulaire de n équations d n inconnues admet une unique
solution ssi Vi € [1,n], a; # 0.

Définition 4.6 (Opérations élémentaires). On appelle opérations élémentaires sur les
lignes d’un systéme les opérations suivantes :
(i) Transvection : L; < L; + AL; (i # j).
(ii) Dilatation : L; < aL; (a #0).
(iii) Transposition : L; <+ Lj;.
Des opérations élémentaires sur un systéme le transforment en un systéeme équivalent.
Méthode 4.7 (Pivot de Gauss). En utilisant uniquement des opérations élémentaires sur

des lignes ou des colonnes, on peut se ramener a un systéme triangulaire, que l’on sait
résoudre.
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Chapitre

Fonctions Usuelles

I Généralités

Vocabulaire 5.1 (Fonction). Une application f : D C R — R, ou D # O, est dite
une fonction de R dans R définie sur D. Le domaine de définition de f est le plus grand
ensemble sur lequel f est définie.

Définition 5.2 (Parité, périodicité). f: D C R — R une fonction définie sur D. T € R*.

f est paire <= Vx € D, [(—x) € D et f(—x) = f(x)]. (i)
[ est impaire <= Vx € D, [(—x) € D et f(—z) = —f(x)]. (ii)
f est T-périodique <= Vx € D, [(x+T) € D et f(x+T) = f(z)]. (iii)

Proposition 5.3. f: D C R — R une fonction. (a,b) € R?. €} le graphe de f.

(i) Supposons que Vx € D, [(a —x) € D et f(a—x) = f(x)]. Alors €} est symétrique
par rapport a la droite x = 5.
(ii) Supposons queVx € D, [(a—x) € D et f(a—x) =b— f(x)]. Alors €5 est symétrique
par rapport au point (%, %)
(iii) Supposons que f est T-périodique. Alors € est invariant par translation par le vec-
teur (1,0).

Vocabulaire 5.4 (Affinité). On appelle affinité de rapport A, de base (Ox) (resp. (Oy))
et de direction (Oy) (resp. (Ox)) Uapplication M (z,y) — M'(x,\y) (resp. M(z,y) —
M/()\.’IJ, y))

Proposition 5.5. f: D C R — R une fonction bijective.

Cr et Cp-1 sont symétriques par rapport a la droite y = x. (i)
Si f 2 sur D alors f~ 7 sur f(D). (ii)
Si f N\, sur D alors f~1 \, sur f(D). (iii)

Définition 5.6 (Majorant, minorant). f : D C R — R wune fonction. On dit que M
majore (resp. minore) f sur D lorsque Vx € D, f(x) < M (resp. f(xz) > M ).
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Définition 5.7 (Extremum global). f: D C R — R une fonction. On dit que f(xg) est
un maximum global (resp. minimum global) sur D lorsque Vo € D, f(x) < f(xo) (resp.

f(x) = f(x0)).

Définition 5.8 (Extremum local). f : D C R — R wune fonction. On dit que f(zo)
est un maximum local (resp. minimum local) sur D lorsqu’il existe un o € R t.q.
fiQwo—a,z0+alnD) admet f(xo) comme mazimum global (resp. minimum global).

Définition 5.9 (Asymptotes). f: D C R — R une fonction. xo € R. €} le graphe de f.
(i) limg_sz, f(x) = Fo0 ssi la droite x = xg est une asymptote verticale a €.

(ii) limg—+oo |f(2) — (ax 4 b)| = 0 ssi la droite y = ax + b est une asymptote a €.

II Valeur absolue, partie entiere, etc.

II.1  Valeur absolue
Définition 5.10 (Valeur absolue).

R—R
s { T St ac >0
—x  sinon
Proposition 5.11.

V(z,y) € R?, [ay| = |z[lyl, (i)
V(z,y) € R, |z +y| < |z| + |yl (ii)
V(z,a) ER:, Vr eRY, (lz—a|<r<=az€la—ra+r]), (iii)
Y(z,y) € R?, max(z,y) = W, (iv)
Y(r.y) € B2, min(a,y) = LYY, ©
Vo e R, Va2 = |z|. (vi)

I1.2 Partie entiére

Définition 5.12 (Partie entiére, partie fractionnaire). x € R.

|x| est le plus grand entier inférieur ou égal d x. (i)
[x] est le plus petit entier supérieur ou égal d x. (ii)
{z} est défini par {z} =z — |z]. (iii)

Proposition 5.13. Vx € R, Vk € Z, |z + k| = |z] + k.
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IIT Continuité

Définition 5.14 (Continuité). I,.J des intervalles (non vides et non réduits a un point).
f:I—R.aecIU{infl,supl}. On dit que f est continue (ouC®) en a lorsque lim,_,, f(x)
existe et est réelle.

Définition 5.15 (Prolongement par continuité). Si a est une borne de I, a ¢ I mais f
continue en a, alors f est prolongeable par continuité en a et son prolongement est :

Iu{a} —R
a:»—>{ f(x) six#a

lim,_,q f(z) sinon

Théoréme 5.16 (Théoréme des valeurs intermédiaires). f: 1 — R C° sur I.

V(a,b) € I?, ¥y € [f(a), f(b)], 3c € [a,b], ¥ = f(c).

Théoréme 5.17 (Théoréme de la bijection). I un intervalle. f: I — R C° et strictement
— f(I)

est une bijection et f~1 est CO sur f(I).
z— f(x)

monotone sur I. Alors f:

Proposition 5.18. I un intervalle. f: I — R CO et strictement monotone sur I. Alors

lim f(z)=(= lin% fY(z) = +o0, avecl € RU {£o0}.
z—

T—-+00

IV Dérivabilité

Définition 5.19 (Dérivabilité). f: I — R. a € I U{infI,supI}. Pour t € I, on note

To(t) = w On dit que f est dérivable en a lorsque limy_,, 74(t) existe et est réelle.

Si f est dérivable en tout point de I, on définit

I —R
T — }L{%Tm(t)

1

Définition 5.20 (Dérivabilité a droite, & gauche). f est dérivable en a d droite (resp. d
gauche) lorsque lim;_,,+ 74(t) (resp. lim,_,,— 7,(t)) existe et est réelle.

Définition 5.21 (Tangente). f: 1 — R dérivable en o € I. On appelle tangente a €5 en
a la droite d’équation

y=fa)+(z—a)f'(a).
Définition 5.22 (Dérivée n-itme). f: 1 — R. n € N. On définit f™ par :

f(O) =f
Vn e N, f™ dérivable sur I = fnt1) = (f(n))/

On dit que f est n fois dérivable sur I lorsque f) est définie sur I.

Définition 5.23 (C"). f: I — R. n € N. On dit que f est de classe C" lorsque [ estn
fois dérivable sur I et f est CO sur I.
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Notation 5.24 (C"). f: I — R. On dit que f est C* lorsque VYn € N, f C".

Proposition 5.25. f: I — R. n € N*,
fC" sur I <= f dérivable sur I et f' C" ! surl.

Proposition 5.26. f,g C" sur I. A € R. Les fonctions (f + g), (fg), (Af), (é) (si g ne
s’annule pas) sont C" sur I.

Proposition 5.27. f: I >R C" surl, g:J — R C" sur J, avec f(I) C J. Alors (go f)
C" sur 1.

Théoréme 5.28 (Formule de Leibniz). f,g C" sur I. Alors

(fo)®) = Zn: (Z) 0 g0k

k=0

V  Ordre et dérivée
Proposition 5.29. f: I — R dérivable sur I.
ff>0surl < f ~ surl et f<0surl < f\, surl. (i)
=0 sur I <= f constante sur I. (ii)
f'>0surl = f /2 surl et f<0sur I = f\\, surl. (iii)

Proposition 5.30. f: [ — R dérivable sur I. Si f' >0 (resp. < 0) sur I excepté en un
nombre fini de points ot f' =0, alors f /7 (resp. [ \\) sur I.

Proposition 5.31. f : I — R C° sur I intervalle. a € I N {inf I,supI}. Si f dérivable
sur I\{a} et f' >0 sur I\{a} alors f /* surI.

Proposition 5.32. f : I — R définie sur I intervalle, a € I\{inf I,supI}. On suppose
que f est dérivable en a et que f(a) est un extremum local. Alors f'(a) = 0.

Définition 5.33 (Fonction convexe, concave). f : I — R définie sur I intervalle. f est
dite convexe sur I lorsque le graphe de f est en-dessous de chacune de ses cordes, i.e.

Y(a,b) € I?, YA € [0,1], Af(a) + (1 = A)f(b) = f(ha + (1 — \)b).

Point sur la corde Point sur le graphe

f est dite concave lorsque (—f) est convezxe.

Proposition 5.34. f: I — R définie et dérivable sur I intervalle. Si f' 7 sur I, alors
(i) f est convexe sur I.
(ii) €f est au-dessus de chacune de ses tangentes.
Démonstration. (i) Fixer (a,b) € I%,a < b et étudier ¢ : A € [0,1] — Af(a) + (1 —
AN f(b) — f(Aa+ (1 — A)b). (ii) Fixer a € I et étudier ¢ : x € R +— f(z) — f(a) — (x —
a)f'(a). O
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V1 Application réciproque

Proposition 5.35. f : I — R définie et dérivable (resp. C™, C*) sur I intervalle. On
suppose f bijective de I sur f(I), f' ne s’annule pas sur I. Alors f=' dérivable (resp. C",

C>) sur f(I) et ,
() = Fof 1

VII Dérivabilité de f: I CR —C

Définition 5.36 (Limites dans C). f: I CR — C. Soit a € I. On dit que f admet une
limite ¢ € C lorsque |f(z) — ¥| — 0.

Proposition 5.37. f: ICR—-C.acl./eC.

R(/ (@) — R(O)
fo) b= { S(f(x)) — 3(0)

Définition 5.38 (Continuité dans C). f: I C R — C. a € TU {inf I,supI}. f est dite
continue en a lorsque f admet une limite finie en a.

Définition 5.39 (Dérivabilité dans C). f: I CR — C. a € IU{inf I,supl}. f est dite
dérivable en a lorsque 74(t) (c.f. définition 5.19) admet une limite finie en a.

Proposition 5.40. f: I C R — C. f est dérivable (resp. C™, C*) sur I ssi R(f) et S(f)
le sont toutes deux, et on a :

fr=RAON+iSN

Proposition 5.41. Soit f : I C R — C dérivable (resp. C", C*) sur I. Alors (expof) :
I — C est dérivable (resp. C™, C*) sur I et

(expof) = f"- (expof).

VIII Logarithme, exponentielle, arc sinus, etc.

VIII.1 Rappels

Définition 5.42 (Primitive). Soit f : I — R. Alors F' : I — R est une primitive de f
lorsque F est dérivable sur I et que F' = f.

Proposition 5.43. Toutes les primitives d’une fonction, s’il en existe, difféerent d’une
constante.
Proposition 5.44. f g: I — R C° sur I intervalle. a € I. F,G primitives de f,g.

(i) f admet une primitive sur I.

(ii) f admet sur I une unique primitive qui s’annule en a.

(iii) Si f < g alors F < G sur IN[a,+ool.
Théoréme 5.45 (Théoreme de la limite monotone). I un intervalle de la forme [a,b] ou
beRU{+x}. f: I —R. On suppose que f 7, C° sur I. On a Ualternative suivante :

f majorée sur I = 3¢ € R, f(x) —b> L. (i)
z—
f non majorée sur [ = f(x) — +00. (ii)
T—r
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VIII.2 Logarithme

Définition 5.46 (Logarithme népérien). In est ['unique primitive de x i sur RY qui
s’annule en 1.

Proposition 5.47.

In est C*, /7 sur RY. (i)
In(ab) =Ilna+1Inb
V(a,b) € (RL)?, ¥n€Z, { In(%) =Ilna—Inb . (i)
In(a") =nlna
In est concave sur R (iii)
Vee Ry, Inz <z —1. (iv)
In(1+ z)

Inz —— 400 et Inx —— —c0 et
T—+00 z—0+ xT z—0

Proposition 5.48. f: I — R* dérivable sur I. Alors (In|f|) = fT,

Notation 5.49. On note e l'unique élément de R* t.q. Ine = 1.

VIII.3 Exponentielle

Définition 5.50 (Exponentielle). exp est la fonction réciproque deIn (qui est une bijection
de RY surR).

Proposition 5.51.

exp est C°, /" sur R et exp’ = exp, exp(0) = 1. (i)
exp(a+b) =expa-expb
Y(a,b) € R?, ¥n € Z, { exp(a—1b) = E’;‘;Z ) (ii)
exp(na) = (expa)”
exp est conveze sur R. (iii)
Ve e R, expx >z + 1. (iv)
expx — 1

expr — oo et expr —— 0 et
T—+00 T——00 x x—0

VI1II.4 Fonctions puissances
Définition 5.52 (Fonctions puissances). « € R. La fonction puissance a est définie par

R — R
fa: N

x> exp(alnz)

On notera x® = fq(x).

Proposition 5.53. (o, ) € R2. (x,y) € (Ri)2. Alors In(z%) = alnz, 2%y* = (zy)°,
()P = 2P et 202P = zotB,

Proposition 5.54. Pour a € R*, f, réalise une bijection de R’ sur R’ et fal= fﬁ'
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Yy
27 1
- y = 2
y=ux'
2
— y==
1} o
0
| x
0 1 2 3 4 5)
VIIL.5 Croissances comparées
Proposition 5.55. (a,b) € (R%)>.
1 b
(Inz) 0+ et 2% Inzl® —— 07,
%  x—+oo z—0t

Démonstration. Utiliser 1 < ﬁ (pour > 1) et en déduire que x — 2y/z — Inx est

7 ce qui implique 24/ — Inz > 2, d’ou lnf < 2\f+—2 T) 0. En déduire enfin que
X o0
(Inz)®

z.a

—— 0t O
T—+00

Corollaire 5.56. (a,b) € (R*)”.

eaw

— +00 et 2 —
T’ x—+o0 T——00

Proposition 5.57. Soit u dérivable sur I intervalle, u > 0 surI. a € R. Alors u® = fy,ou

est dérivable sur I et

(u®) = a/u®".

VIIL.6 Fonctions hyperboliques

Définition 5.58 (Sinus, cosinus et tangente hyperboliques).

sh:xER%# et ch:xERr—>¥,
sh(x
th:z e R+— chgxi'
Proposition 5.59. x € R.

chz +shzx =e* et ch?z —sh?z =1, (i)
ch’=sh et sh'=ch et th'=1-th®= #, (ii)
sh(2z) =2shzchz, (iii)
ch(22) = ch?z +sh?z = 14 2sh?z. (iv)
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Yy
2,,
1,,
0 -
] —y=chz
| —y =shz
y=thz
—24 : x
-1.5 -1 —-0.5 0 0.5 1 1.5

VIIL.7 Fonctions trigonométriques inverses

Proposition 5.60. z € [0, 7.

2 .
—r <sinx <z < tanx.
T

Définition 5.61 (Arc sinus, arc cosinus, arc tangente). Les applications sin : [—%, %] —
[—1,1], cos : [0,m] — [—1,1] et tan : | =%, 5[ — R sont bijectives. On note arcsin, arccos

et arctan leurs fonctions réciproques respectives.

Proposition 5.62.
Vz € [—1,1], arccos z + arcsinx = T

1 T six>0
Vz € R*, arctanx + arctan — = { 2.0 ,
2

Va € [—1,1], sin(arccos x) = cos(arcsinz) = /1 — z2.

Proposition 5.63. arcsin et arccos sont C* sur | — 1,1[, arctan C*> sur R.

Vz €] — 1,1[, arcsin’x = 7;
) ) 1 {I,'2’
Vz €] — 1, 1], arccos’ z = _
T V1 =22’
1
Vz € R, arctan’ z = .
1+ 22
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Chapitre

Equations Différentielles Linéaires

Vocabulaire 6.1. Soit F : [ xKP — K. Résoudre ’équation, différentielle yP) = F(t,y,v/,...,y®~1)
sur un intervalle I, c’est déterminer toutes les fonctions y : I — K p fois dérivables sur I

t.q.
vie I, yP(t) = F(t,y(t),y'(t),...,yP~ (b))

I Généralités

Définition 6.2 (Equation différentielle linéaire). Une équation différentielle linéaire d’ordre
N est une équation du type

N
> ay® =, (Ee)
k=0

sur un intervalle I C R, ot ag,...,any: I > K, ay #0 et c: I — K.

Proposition 6.3. Soit y, une solution particuliere de (E;). On appelle (Ey) ’équation
de second membre nul, dite équation homogene. Alors l’ensemble S des solutions de (E.)
est

S = {yp + yn, yn solution de (Ep)}.

Définition 6.4 (Courbe intégrale). On appelle courbe intégrale de (E.) toute courbe
représentative d’une solution de (E.).

Proposition 6.5. Soit ¢,d: I — K, S, lensemble des solutions de (E,).

(Z . I*)K) c Sd :>V()\,,u) eK ) (Ay"'ﬂz) € S)\c+,ud‘ (1)
ap,...,an 4 valeurs dans R = (y € S, & 7 € Sz) . (ii)

IT Conditions initiales

Définition 6.6 (Probleme de Cauchy). On dit que l’on résout un probléme de Cauchy
en a € I lorsque l'on cherche les solutions de (E.) vérifiant

(y(a),y' (@), ...,.yN"D(a)) = (a0, 1, . .., an_1),

ot (g, a1,...,an_1) € KV donné.
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III Equations différentielles linéaires du premier ordre

Proposition 6.7 (Solutions de I’équation homogene). Soit a : I — K C° sur I intervalle.
Alors les solutions de I'équation y' + ay = 0 sur I sont les

y:tel—s e A0,
ot A est une primitive fizée de a sur I, et A € K.

Démonstration. Supposer que y est solution de ’équation homogene et poser z = y -
(expoA). Montrer alors que 2/ = 0 sur I et en déduire que z est constante. ]

Proposition 6.8 (Solution particuliere). Supposons a,b : I — K C° sur I intervalle.
Alors Uéquation y' + ay = b sur I admet une solution particuliére.

Démonstration. Chercher une solution particuliere y, sous la forme y, = c- (exp o(—A)),
ou ¢ : I — K est une fonction dérivable a déterminer. Montrer que ¥, solution de I’équation
ssi ¢ =b- (expoA), et en déduire que y, = ¢ - (expo(—A)) convient. O

Proposition 6.9 (Solution du probléme de Cauchy). Soit a,b: I — K C° sur I intervalle.
to € I,yo € K. Alors le probléme de Cauchy

Yy +ay=>
y(to) = yo
admet une unique solution sur I.

Remarque 6.10. Sia est une fonction constante et b est de la formet € R~ e™ - P(t),
ou P est une fonction polynomiale et m € K, alors on peut chercher y, sous la forme
teR— e™-Q(t), ou Q est une fonction polynomiale. Pour cela, il faut dériver y, puis
résoudre Q' (t) + (a + m)Q(t) = P(t).

IV Equations différentielles linéaires du deuxieme ordre a
coefficients constants

Définition 6.11 (Equation caractéristique). (a,b) € K2. On appelle équation caractéris-
tique de l’équation y" + ay’ + by = 0 Uéquation > + ar +b =0, ot r € K.

Proposition 6.12 (Solutions de 1'’équation homogene). (a,b) € K2. L’ensemble S des
solutions de y" + ay’ + by = 0 sur I intervalle est :

S = {AU + pv, ()‘7 ,u') S K2}7

otu:Il —Ketv:I— K sont définies ci-dessous (on note A le discriminant, r1, ro les
racines de l’équation caractéristique r® +ar +b=0) :

AeRy A=0 A e C\Ry
. 7
K=C | u:tr— et w:it— et uitl_)e?t
. rot . r1t vt e
vit——e v:it——te oF
K-R u:t — e* cos(ft)
N vt — e sin(St)

avec o = R(r1), B = (7).
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Démonstration. Supposer que y est solution de ’équation homogene et poser z : t —
y(t)e ", avec r racine de 'équation caractéristique. Montrer alors que 2’ vérifie 2" + (2r +
a)z' = 0, et en déduire que IN € K, Vt € I, 2/(t) = Ae” " T, Discuter selon que 2r4-a = 0
ou non (ce qui équivaut & A = 0) et selon que K =R ou K = C. O

Proposition 6.13 (Solution particuliere). (a,b) € K2. ¢ : I — R C° sur I intervalle.
Alors Uéquation y" + ay’ + by = ¢ admet une solution particuliére sur I.

Proposition 6.14 (Solution du probléme de Cauchy). (a,b) € K2 c¢: I — R C% sur I
intervalle. ty € I, (o, B) € K2. Alors le probléme de Cauchy

y'+ay +by=c
y(to) = a
Y (to) = 8

admet une unique solution sur I.

Remarque 6.15. Quelques cas particuliers ot l’on sait calculer une solution particuliére :
(i) b# 0 et ¢ est une fonction constante. Alors y" + ay' + by = ¢ a pour solution .

(i) c est de la forme c : t = ve™ . Alors y" + ay' + by = ¢ a une solution de la forme
t = MFe™ avec k € {0,1,2}.

(iii) c est de la forme ¢ : t — cos(wt) (ou sin(wt)). Alors on se raméne au cas précédent
avec vy =1,m = iw.
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Chapitre

Calculs de Primitives

I Généralités
Définition 7.1 (Intégrale). Soit (a,b) € R?, f : [a,b] — R C° sur [a,b]. On note fff
Vaire algébrique entre € et (Ox).

Théoréme 7.2. f: I — R C° sur I intervalle. o € I. Alors :
(i) f admet une primitive sur I.

(ii) z € I — [7 [ est l'unique primitive de f qui s’annule en o

Proposition 7.3. f,g: I — R C° sur I intervalle. (a,b) € I2. F une primitive de f sur
1. Alors :

(i) (f
(ii) (f

Proposition 7.4. f: 1 — C C° sur I intervalle.

gsurleta<b) = [Pf<[lg.
0

<
>0 surl et f:f:0):>f:05url.

(i) f admet une primitive sur I.

. L R(F) primitive de R(f) sur I
(ii) F primitive de f sur I <= { S(F) primitive de S(f) sur I °

Définition 7.5 (Intégrale d’une fonction & valeurs dans C). f: I — C C° sur I intervalle.

(a,b) € I%. Alors on définit
b b b
[ 1= w+i [ s,

Proposition 7.6. f: I — K C° sur I intervalle. (a,b) € I2. F une primitive de f sur I.
Alors

([f:F@—F@)

II Intégration par parties

Proposition 7.7 (Intégration par parties). u,v : I — K C! sur I intervalle. (a,b) € I?.

Alors
b b b
/ u'v = [uv], —/ uv'.
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k

Corollaire 7.8. Pour k € N, les primitives de x — x"e® sont du type x — P(x)e*, ot P

est une fonction polynomiale de degré k.

Démonstration. Par récurrence. O

IIT Intégration par substitution

Proposition 7.9 (Intégration par substitution). f: I — K CY sur I intervalle. ¢ : J — K
Cl sur J avec o(J) C I. (o, B) € J2.

e(B) B
[t de= [ (fep)ee ) a

o(a) o

Proposition 7.10. f: I — K C° sur I intervalle. (a,b) € I? avec (—a) € I.

b 1
| f@ar = /0 F((1 = Na+ Ab)(b— a) dX. (i
b+T b
f T-périodique —> /a+T f :/a I (ii)
[ paire sur [—a,a] = ’ f= 2/(1 f. (iii)
—a 0
f impaire sur [—a,a] = ’ f=0. (iv)

—a

31



Chapitre

Suites Reéelles ou Complexes

I Quelques mots sur R
Définition 8.1 (Q). On définit une relation d’équivalence R sur Z x N* par

(p1,q1)R(p2, 2) <= P1g2 = P241.

On note alors
Q= {Cl(m), m € Z x N*}.

Remarque 8.2. On dit que Z C Q au sens ou il existe une injection de 7 dans Q (par
exemple p — Cl(p,1)).

Définition 8.3 (Propriété de la borne supérieure). Soit K un ensemble muni d’une re-
lation d’ordre. On dit que K vérifie la propriété de la borne supérieure lorsque tout sous-
ensemble non vide et majoré de K admet une borne supérieure.

Proposition 8.4. (Q,+, x) est un corps commutatif, et < est une relation d’ordre total
sur Q, mais Q ne vérifie pas la propriété de la borne supérieure.

Théoréme 8.5. [l existe un ensemble R O Q tel que (R, +, X) est un corps commutatif,
< est une relation d’ordre total sur R, et R vérifie la propriété de la borne supérieure.

Corollaire 8.6. Soit A un sous-ensemble minoré de R non vide. Alors A admet une borne
inférieure (dans R).

Corollaire 8.7. R est archimédien au sens ot
Ve e R*, Vy e RY, In e N, 0 <y < nz.

Démonstration. Supposer par ’absurde R non archimédien. Poser x et y tels que Vn €
N, y > nx, A = {nz, n € N} et s =supA (car A majoré). Montrer que s — x majore A,
ce qui est une contradiction. O

Définition 8.8 (R). On définit R = RU{—o0, +00}, muni de +, x et < définies ci-dessous
(on appelle + et X respectivement + et x dans R) :

+ —o0 | z2 €R | 400
—o0 —o0 —00

1 ER | —00 | 1422 +00

—+00 —+00 +00
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X —o0o | 2 €R™ | 0 | z2€ R} | 400

—00 +00 +00 —00 —00

z1 ER* | +00 T1XTo 0 T1XT2 —00
0 0 0 0

z1 €RY | —o0 T1XTo 0 T1XTo 400

+o00 —00 —00 +00 +00

[ Vo €R, —oo <z < +00 | —o0 < +00 |

Proposition 8.9. Toute partie non vide de R admet une borne supérieure dans R.
Définition 8.10 (Intervalle). Soit I C R. On dit que I est un intervalle de R si I peut
s’écrire sous la forme [a,b], [a,b], |a,b] ou]a,b], avec (a,b) € R’

Définition 8.11 (Convexe). Soit C C R™ (ou C), C # &. C est dit convexe de R" (ou
C) lorsque
V(a,b) € C?, [a,b] C C.

Proposition 8.12. Les intervalles de R sont les convezres de R.

II Notions de limites de suites et premiéres propriétés

IT.1 Généralités sur les suites

Définition 8.13. Une suite de réels ou de complexes est une application de A C N, A # &
dans K. La suite u : A — K est notée (un)nea-
Définition 8.14. Soit (up)nen une suite de réels. On pose A = {uy,, n € N}.

(i) (up)nen est minorée (resp. majorée, bornée) si A est minoré (resp. majoré, borné).
(ii) (un)nen est croissante (resp. décroissante) si Vn € N, upi1 = up (T€Sp. Unt1 < Up).
(iii) (un)nen est périodique si 3T € N*, Vn € N, wpy7 = up.

(iv) (un)nen est stationnaire si Ing € N, Vn = ng, up = Uy, .
Remarque 8.15. Si (un)nen est une suite de complexes, les définitions de périodicité et

de stationnarité restent valables. Et on dit que (up)nen est bornée lorsque (|un|)nen est
bornée.

I1.2 Définitions de limites

Définition 8.16 (Convergence). Soit (upn)nen une suite d’éléments de K, £ € K. On dit
que (un)nen converge vers £ lorsque

Ve >0, dng € N, Vn > ng, |u, — ] < e.

¢ est dite limite de la suite (up)nen, €t on note u, —— L.
n—+oo

Proposition 8.17. (uy)nen une suite d’éléments de K, ¢ € K. (un)nen converge vers £ ssi
pour tout € > 0, {x € K, |z — {| < e} contient tous les termes de (up)nen sauf un nombre

find.
Proposition 8.18. (u,)nen une suite d’éléments de K, £ € K.

(up =€) —— 0

n—-4o00
Uy —— L —> u — U —0
" n—-+oo ( ntl n) n—-+oo

(un)nen bornée
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Proposition 8.19. (u,)nen une suite complexe.

(R(up))nen converge

(Un)nen converge <= { (S(tn))mers converge

Définition 8.20 (Divergence). Soit (un)neny une suite d’éléments de K. On dit que
(un)nen diverge lorsque (un)pen ne converge pas.

Définition 8.21 (Limites infinies). Soit (un)nen une suite réelle. On définit :

Uy —— +00 <= VA € RT, Ing €N, Vn > ng, u, > A. (i)
n—-+o0o

U, ——— —00 <= VA e R™, dng € N, Vn > ng, u, < A. (ii)
n—-+o0o

Remarque 8.22. Si (uy)nen est une suite complexe, on dit que uy, —T 400 lorsque
n (0.)

|| ——— +00.
n—+00

Lemme 8.23. (up)nen une suite d’éléments de K de limite £00. Alors (up)nen n'est pas
bornée.

Proposition 8.24. (uy,)nen une suite d’éléments de K. Si (up)nen admet une limite dans
KU {—o00, +o0}, alors cette limite est unique.

Proposition 8.25. Une suite d’éléments de Z convergente est stationnaire.

I1.3 Densité dans R

Définition 8.26 (Densité). Soit A C R. On dit que A est dense dans R lorsque, pour
tout intervalle owvert I de R, INA # @.

Proposition 8.27. A C R. A est dense dans R ssi tout réel est limite d’une suite d’élé-
ments de A.

Démonstration. (=) Pour x € R,n € N* poser a,, € }ZL‘ — %,w + %[ﬁ A (ay, existe par
la densité de A). On a alors a, — T («<) Pour (a,b) € R? a < b, 5 est limite
n o

d’une suite (an)pen d’éléments de A. Revenir a la définition de limite, poser ¢ = I’_T“ et

en déduire ay, €|a,bNA. O
Proposition 8.28. Vy e R, In€Z, n <y <n+1. On note n = |y].
Démonstration. Utiliser le fait que R est archimédien. ]

Proposition 8.29. D = {min, (k,n) € Z x N} est dense dans R. Ainsi, comme Q D D,
Q est dense dans R.

Proposition 8.30. R\Q est dense dans R.

Vocabulaire 8.31. Pour x € R, n € N, 10 ost dite valeur approchée de x par défaut

107
10"z)+1 . \
% valeur approchée par excés.

a 107" preés et
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III Suites monotones
Théoréme 8.32. Soit (un)nen une suite de réels.

(Un)neN /= up —— supu, (éventuellement +o00). (i)
n—-+oo neN

(Un)neN = U, — inf u,, (éventuellement —oo). (ii)
n—+oo neN

Définition 8.33 (Suites adjacentes). Soit (up)nen €t (Vn)nen deus suites de réels. On dit
que (Up)nen et (Un)nen sont adjacentes lorsque (un)nen 7, (Un)nen N\ €t vp—1up —+> 0.
n—-—+0oo

Proposition 8.34. (uy)nen et (Un)nen deux suites adjacentes. Alors (un)nen €t (Vn)nen
convergent vers une méme limite notée { et Vn € N, £ € [uy, vy).

IV  Opérations et limites

IV.1 Opérations

Lemme 8.35. (an)nen €t (bn)nen deux suites telles que ay, T) 0 et (bp)nen bornée.
n o

Alors apb, — 0.
n—-+oo

Proposition 8.36. (u,)nen €t (vn)nen deuz suites de réels.

tn g W ER = funl S 160 (i)
n—+00 n——+o0o
Un ’—+“> 61 - @
n—-+0oo . ] B
vl eR (T U T o At (si l1 + 0y existe). (i)
n—+oo
Un ——+——> fl e R
n% > 3 . e
vy ———s by eR [ MV TS Cily  (silily existe). (iif)
n—-+00
% si ¢ € R*
R 1 +oo sil =0 et u, 20 a PCR )
unmeeﬂ%iufnm —o0 81 =0¢etu, <0a PCR ° (iv)
0 stf==+c0

Remarque 8.37. Dans C, la formule (i) reste valable. La formule (ii) est valable d condi-
tion que 1 et fo ne soient pas tous deux infinis.

Proposition 8.38. P, Q) deux fonctions polynomiales non nulles de degrés p >0, ¢ >0

et de coefficients dominants a, et by. Alors les suites (%)neN et (Z’ZZZ)”GN ont la méme

limite dans R.

IV.2 Propriétés liées a 'ordre
Proposition 8.39. (un)nen, (Un)nen et (wp)nen trois suites de réels.

u, — f1 €R
n—-+o00

Un——>€2€E = {1 < ¥o. (1)

n—-+00

U, < vy @ PCR
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Uy — +00 ..
n—+00 = v, — +00. (ii)
U, < U, @ PCR n—+00
Vp —— —O0
n—+00 = U, —— —00. (iii)
Uy, < vy @ PCR n—-+00
up, —— L ER
n—+o00
wy, —— 4y = v, —— L. (iv)
n——+00 n——+0o00
Uy < Uy S w, @ PCR
Uy, — L € R" = u, est du signe de { & PCR. (v)

n—-+oo

Proposition 8.40 (Critere de d’Alembert). (un)nen une suite d’éléments de RY t.q.
il 5 ¢ e R. Alors :

Un  p—+too

(i) St ¢ <1, alors uy, —— 0.
n—-+0o00

(ii) Si € =1, alors (up)nen peut converger ou diverger.

(iii) Si ¢ > 1, alors up, —— +o0.

n—-+o0o

Notation 8.41 (Diameétre). Soit I un segment. On note §(I) son diametre : §(I) =
supl —inf I.

Théoréme 8.42 (Théoreme des segments emboités). (K, )nen une suite de segments
emboités : ¥n € N, K41 C Ky, et 6 (K,) — 0. Alors
n—-+oo
HeR, () Kn={}.
neN

Démonstration. Poser K,, = [a,, b,] pour tout n et montrer que (a,)nen €t (by)nen sont
des suites adjacentes. 0

V Ecriture décimale et conséquences

V.1 Retour sur les suites géométriques
Proposition 8.43. ¢ € C. u, =q¢" et S, = > 1 q* pour tout n € N.

lgl < 1= up, ——0
n—-4o00
g =1= (un)nen constante
lgl =1 et ¢ #1 = (up)nen diverge
lg| > 1= up, —— 4+
n—-+o0o

(Sn)nen converge <= |q| < 1. (ii)

V.2 Ecriture décimale d’un réel

Définition 8.44 (Décimales d’un réel). = € R. On définit la suite (ar)ren des décimales
de x par

ap = |z]
Vk € N*, aj, = [10F2] — 10[10F 1|
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Lemme 8.45. (ax)ken une suite d’entiers de [0,9]. n € N.

N
Qg 1 .
> o e 0] )
k=n+1
1 ..
anﬁ<:>Vk>n+1,ak:9. (ii)

Proposition 8.46 (Existence d'un réel associé a une écriture décimale). Soit (ay)ken une
suite d’entiers telle que Vk € N*| ay, € [0,9] et Ik € N*, a, # 9. Alors

a
A 1.
22108 Noroo (20, a0 +1]

Le réel x est noté ag,aras---ag - --

Théoréme 8.47 (Existence et unicité de I’écriture décimale d’'un réel). z € R. (ag)ren
la suite des décimales de x (c.f. définition 8.44).

Vk € N*, ai € [0,9]. (i)
VYng € N, In = ng, a, # 9. (ii)
N ay LlON:UJ .
Z TF= 108 ~nord & (iii)
k=0
La suite (a)ren est la seule vérifiant (i), (ii) et (iii). (iv)

Démonstration. (i) Revenir a la définition 8.44 et écrire les inégalités caractérisant les

[10Fz |
10k

utiliser une somme télescopique pour calculer S5, 10r = un — up. (iv) Prendre (ay)ken
une suite vérifiant les trois propriétés. Poser p, =z — Y 1 _g 1“0—’1 pour tout n. Montrer que

1
» 107

parties entieres. (ii) Par 'absurde. (iii) Poser u; =

, ontrer que {% = up—uj_1, puis

ngv:n 11 1“7’“,@ m Pn- Déduire du lemme 8.45 que p,, € [0 [ Montrer alors que ag =

|z] puis montrer par récurrence forte sur k que Vk € N*, a; = |10%z| — 10[10*"1z]. O

V.3 Non dénombrabilité de R

Définition 8.48 (Dénombrabilité). Un ensemble est dit dénombrable lorsqu’il est en
bijection avec N.

Proposition 8.49. [0, 1] est non dénombrable.

Démonstration (Premiére méthode). Par 'absurde : supposer qu'il existe une bijection
¢ : N — [0,1], et noter u, = ¢(n). On a alors [0,1] = {u,, n € N}. Définir une suite
de segments emboités (I, )nen comme suit. Parmi {0, %}, {%, %} et {%, 1}, au moins un ne
contient pas wug, on le note Iy. On suppose avoir construit les (n + 1) premiers termes
de (In)nen avec 6(I,) = 371 w, & I, et I, C I, 1. On “coupe” alors I, en trois
segments, dont 'un ne contient pas w,+1 et on note ce segment I,1. On a alors bien
§(Ins1) = 372 upy1 & Iny1 et Inyy C I,. Par le théoréme des segments emboités :
3¢ e R, N,en In = {¢}. Donc ¢ € [0,1] mais ¢ & {u,, n € N}. Contradiction. O
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Démonstration (Deuxiéme méthode). Par I’absurde : supposer qu'il existe une bijection
¢ : N* — [0, 1], et noter u, = ¢(n). On a alors [0, 1[= {u,, n € N*}. Pour n € N* noter
ap la n-itme décimale de wu,. Définir alors la suite (b, )nen par by = 0 et

bp=1 sia, #1
b, =2 sinon

Vn € N¥, {

Appeler alors x le réel dont la suite de décimales est (by,)nen et montrer que z € [0, 1] mais
x & {upn, n € N*}. Contradiction. O

Proposition 8.50. Tout intervalle de R est non dénombrable.

Démonstration. Montrer que les bijections suivantes existent : [0,1[— [0,1], | — 1, 1[—
[-1,1], (a,b) — (0,1), R — |=%,5[, Ry — [0,5[, R_ — ]-7%,0], (a,4+oo[— Ry et
] —00,a) = R_. O

Conjecture 8.51 (Hypotheése du continu). Tout sous-ensemble de R est soit en bijection
avec R, soit dénombrable, soit fini.

VI Sous-suites

Définition 8.52 (Sous-suites). (un)nen une suite de réels ou de complexes. On appelle

sous-suite (ou suite extraite) de (un)nen toute suite du type <u¢(n)) N’ ot ¢ : N —
n

N 7 7 est dite extractrice.

Proposition 8.53. (u,)nen une suite de réels ou de complexes.
(Un)nen converge <= (Ugp)neN €t (Uan+1)neN convergent vers la méme limite.

Lemme 8.54. ¢ :N— N " " VneN, ¢(n) >n.

Proposition 8.55. (u,)nen une suite de réels ou de complezxes. (up)nen admet une limite
ssi toute sous-suite de (un)neny admet une limite (qui est alors égale d limy, oo Uy ).

Théoréme 8.56 (Théoreme de Bolzano-Weierstrass). Si (un)nen est une suite réelle ou
complexe bornée, alors il existe une sous-suite de (up)nen qui converge.

Démonstration. Dans un premier temps, supposer (uy)nen réelle. Construire une suite
de segments emboités (I, )nen comme suit. On pose Iy = [m, M|, oi m et M sont respec-
tivement un minorant et un majorant de (u,)nen. On suppose avoir construit les (n + 1)
premiers termes de la suite (I,,)nen tels que I, C I,—1, §(I,) = %5(.7"_1) et I’ensemble

, SUp In}
au moins un contient une infinité de termes de la suite ; on le note I,, ;. On a donc construit
(In)nen tel que 3¢ € R, N, ey In = {£}. Chercher alors p : N — N 7 7 tel que uy ) ———

n—-+00
. Pour cela, choisir ¢(0) = 0, puis supposer avoir construit p(0) < --- < ¢(n) tel que

Vk € [0,n], uymy € Ix. Poser enfin p(n + 1) = min{k > ¢(n), ux € I41}, puis vérifier

{k € N, uy, € I,,} est infini. Parmi les segments [inf I,, ot I”Jgsup I”} et |10t I"gsulo In

que U,y — £. Dans le cas complexe, se ramener au cas réel en posant a,, = R(u,),
e(n) n—-+00
by, = S(uy) et trouver ¢ et 1 tels que (a(wow)(n))neN et (b(@ow)(”))neN convergent. O

Vocabulaire 8.57. (up)nen une suite de réels. Les limites réelles des suites extraites de
(un)nen sont dites valeurs adhérentes de (uy)pen.
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VII Exemples de suites récurrentes

VII.1 Suites arithmético-géométriques

Définition 8.58 (Suites arithmético-géométriques). (a,b) € C2. On appelle suite arithmético-
géométrique toute suite (un)nen telle que

Vn € N, up+1 = auy, + b.
Proposition 8.59. (a,b) € C?, a # 1, b # 0. (un)nen vérifiant ¥n € N, u, 1 = au, + b.
(Un)nen converge <= |a| < 1 ou ug = auy + b.

) b
Dans le cas ot (up)nen converge, on a uy, m 1=.

VII.2 Suites récurrentes linéaires a deux termes

Proposition 8.60. (a,b) € K x K*. On cherche les (un)nen suites d’éléments de K telles
que
Vn € N, Upto = alnt1 + buy. (%)

On appelle équation caractéristique de (%) ’équation

r? = ar + b. (k)

On appelle A le discriminant de (xx) et r1 et ro ses deux racines, et on note ¥ un argument
de ri. On a alors

(tn ) nen vérifie (x) <= I\, u) € K%, ¥n € N, u, = Aoy + 16,

0t (ap)nen €t (Bn)nen sont définies ci-dessous :

AeRy A=0 A e C\R4

n n Qp = (Tl)n

K = n — n — n
C| an=1(r) ap = (1) By = (ra)

Bn = (r2)" Bn=mn(r1)"

an = |r1|" cos(nd)
B, = |r1|" sin(nd)

Démonstration. Poser v, = (T“i%, ce qui est possible car b # 0 donc r; # 0. Poser

ensuite wy, = vp+1 — v,. Montrer alors que Vn € N, w,41 = (%) wy. En distinguant les
cas A=0ou A #0 et K=C ou K=R, montrer le résultat voulu.

VIII Relations de comparaison

VIII.1 Généralités

Définition 8.61 (0, O et ~). (up)nen et (Vn)nen deuz suites réelles.

(i) On dit que u, = o(vy,) lorsqu’il existe (ep)nen de limite O telle que u, = epvy, d
PCR.

(ii) On dit que u, = O(vy,) lorsqu’il existe (¢p)nen bornée telle que u, = ¢nv, ¢ PCR.
(iii) On dit que uy, ~ vy, lorsqu’il existe (n)nen de limite 1 telle que uy, = Ypv, 4 PCR.
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Proposition 8.62. (u,)nen et (vn)nen deuz suites réelles.

Up ~ Uy <= Uy — Uy, = 0(Vy). (ii)
Up, = 0(Vp) = Uy = O(vy). (iii)

VIIL.2 Opérations

Proposition 8.63. (un)nen; (Un)neN, (Wn)nen €t (Tn)nen quatre suites réelles. o € R.

Up + vy = O(wy,)

tn = O(wn) UnpUn = O(wQ)
Un = O<wn) == U — (’)(w 7;
Wy, ~ T n n

un = O(xy)

Cette propriété reste valable en remplagcant O par o.

Proposition 8.64. (u,)nen, (Un)neN: (Tn)nen €t (Un)nen quatre suites réelles. o € RY..
tn ~ 1 } I B
Tn ~ Yn L Yn ’

(un)® ~ (v5)"

a condition que les expressions aient un sens (en particulier pour le quotient et la puis-
sance).

VIII.3 Applications

Proposition 8.65. (uy)nen, (Vn)nen €t (Wn)nen trois suites réelles. ¢ € R.

Uy, —— L F# 0= up ~ L. (i)
n—-+o0o
Up ~ Upn , (ii)
= U, ——— L. 11
Uy ——— £ " n—too
n——+00
Uy < Uy S wy 4 PCR "~ (iif)
Uy ~ W, = Up n-.

VIII.4 Quelques identités

Proposition 8.66. (u,)nen une suite réelle avec u, — 0. a € R.

n—s+o0
sinu, = u, + O(ud), (i)
cosu, =1— sz +O(uy), (ii)
tan u, = u, + O(ud), (iii)

e =1+ u, + O(u2), (iv)
In(1 4 up) = up + O(u2), (v)
(1 +up)® =1+ auy, + O(u?). (vi)
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Chapitre

Limites et Fonctions

I Notations

Définition 9.1 (Voisinage). z¢g € R. On appelle voisinage de x toute partie de R conte-
nant un intervalle ouvert centré en xg. On appelle de plus voisinage de +oo (resp. —o0)
toute partie de R contenant un intervalle du type |M,+oo| (resp. | — oo, M[), ou M € R.

Définition 9.2 (Adhérence). zo € R. A C R. On dit que zo est adhérent a A lorsque
tout voisinage de xg rencontre A.

Remarque 9.3. On notera par la suite Dy = I ou I\{a}, ot I est un intervalle et
a € I\{inf I,sup I}. On étudiera f : Dy — R en tout point xo adhérent a Dy.

Définition 9.4. On dit que f : Dy — R vérifie une propriété au voisinage de xo lorsqu’il

existe un voisinage V' de xq tel que la propriété est vérifiée en tout point de VN Dy.

IT Limite d’une fonction

ITI.1 Limites réelles

Définition 9.5 (Limite réelle). f: Dy — R. ¢ € R. xg adhérent a Djy.
(i) St xzo € R, on dit que limg, f = ¢ lorsque

Ve >0, In > 0, Yz €lag —n,xz0 + n[NDy, |f(z) — ¢ < e.
(ii) Sixo = 400, on dit que limy o f = £ lorsque
Ve >0, 3IM e Ry, Vx €|M,+o0[, |f(z) — ] < e.
(iii) Sixo = —00, on dit que lim_ f = ¢ lorsque
Ve >0,dM e R_, Vo €] — oo, M|, |f(x) —{| < e.

Proposition 9.6. f: I — R (définie sur tout l'intervalle I). Si f admet une limite ¢ € R
en xg € I, alors f(xo) = 4.

Définition 9.7 (Continuité). f: I — R (définie sur tout lintervalle I). On dit que f est
CO en zg € I lorsque f admet une limite réelle ¢ en xy. On dit de plus que f est C° sur
X C I lorsque f est CO en tout point de X .
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Définition 9.8 (Continuité a droite, a gauche). f : I — R (définie sur tout l’intervalle
I).

(i) On dit que f est CY & droite en zg € I\{sup I} lorsque Ji[zo, 400 €St CO en xy.

(i) On dit que f est C° & gauche en xg € I\{inf I} lorsque fl1=oc0,z0] €St C° en xzg.

II.2 Limites infinies
Définition 9.9 (Limite infinie). f: Dy — R. xg adhérent a Dy.
(i) St xo € R, on dit que limg, f = +oo lorsque
VM € Ry, In >0, Va €|zg —n, 20 + n[NDy, f(x) > M.
(ii) Si xg = 400, on dit que limy o f = +00 lorsque
VM € Ry, IM' € Ry, Vo €]M’, +oo, f(z) > M.
(iii) Sixg = —00, on dit que lim_, f = 400 lorsque
VM e Ry, IM' € R_, Vz €] — o0, M'[, f(z) > M.
Proposition 9.10. f : Dy — R. xg adhérent a Dy. Si f admet une limite réelle en xo,
alors f est bornée au voisinage de xq.

Proposition 9.11. f : Dy — R. x¢ adhérent a Dy. Si limy, f = doo alors f est non
bornée au voisinage de xg.

Proposition 9.12. f: Dy — R. x¢ adhérent d Dy. Si f admet une limite £ € R en x,
alors elle est unique.

II.3 Limites a droite et a gauche
Définition 9.13 (Limite a droite, a gauche). f : Dy — R. £ € R. zy adhérent d Dy,
xo #supl, g # inf I.
(i) On dit que limxg [ =€ lorsque limg, fij2 100] = ¢-
(ii) On dit que hng [ =L lorsque limy, fjj—oo .m0 = ¢-
Proposition 9.14. f: Dy — R. zy adhérent ¢ Dy. Si f admet une limite £ € R en o,

alors f admet une limite a droite et a gauche en xg.

Proposition 9.15. f: Dy — R. zg adhérent a Dy.
(i) Si Dy =1, si f admet une limite a droite et a gauche en xg avec f(xg) = limxg f=
hmxg f alors f admet une limite en xg.
(ii) Si Dy = I\{zo}, si f admet une limite a droite et gauche en xqo avec limxo_ f=
limx0+ f alors f admet une limite en xg.

IT.4 Adhérence de la limite

Définition 9.16 (Définition équivalente de limite). f : Dy — R. ¢ € R. zo adhérent a
Dy. On dit que limg, f = £ lorsque

VV woisinage de £, IW wvoisinage de xo, f(W NDy) C V.
Proposition 9.17. f : Dy — R. / ¢ R. zy adhérent a Dy. Silimg, f = £, alors £ est
adhérent a f(Dy).

42



CHAPITRE 9. LIMITES ET FONCTIONS

IIT Etude de u,. = f(uy)

Proposition 9.18. f: Dy — R. £ € R. z¢ adhérent a Dy. limg, f = ¢ ssi pour toute suite
(un)nen telle que u, € Dy a4 PCR et de limite xg, f(u,) —— L.

n—-+oo
Proposition 9.19. f: I — R, avec f(I) CI.ug € I. f C° sur I. On définit up1 = f(un)
pour tout n € N. Alors (un)nen est une suite d’éléments de I ; et si uy, T) ¢ e l, alors
n o

fi)y =1

Proposition 9.20. f: I — R, avec f(I) C I.ug € I. f C° sur I. On définit up1 = f(un)
pour tout n € N.

(i) Si f 7 sur I, alors (up)nen est monotone.

(ii) Si f N\ sur I, alors (ugn)nen €t (Uzn+1)nen Sont monotones et de sens de variation
contraires.

IV  Opérations et limites

Proposition 9.21. f,g: Dy — R. g adhérent a Dy. lim,, f = ¢, € R. lim,, g = {5 € R.

lim || = |6, (i)
Um(f +g) =401+l (sily+ o existe), (ii)
@0
lim(fg) = l10s  (si l1ly existe), (iii)
o
. f) b b .
im (L) =2 (i 2 :
im (g A (si A existe) (iv)

Proposition 9.22. f,g : Dy — R. x¢ adhérent a Dy. Silim,, f = 0 et si g est bornée
dans un voisinage de xo alors limy,(fg) = 0.

Proposition 9.23. f: Dy = R. g: J = R, avec J intervalle, J O f(Dy). xo adhérent d
Dy. limg, f = a € R. limy g = £ € R. Alors limgy(go f) = ¢.

V  Ordre et limite

Proposition 9.24. f,g: Dy — R. g adhérent a Dy. lim,, f = ¢, € R. lim,, g = {5 € R.
Si f < g dans un voisinage de xq intersecté avec Dy, alors {1 < {s.

Théoréme 9.25 (Théoreme de convergence par encadrement). f,g,h : Dy — R. xg
adhérent a Dy.

f < g < h dans un voisinage de xg . . .
limg, f = limg, h= (e R [ g =t )
f < g dans un voisinage de xg . .
1 = .
limg, [ = +oo | WSS )
< iy
g < h dans un voisinage de xg } — Tim g = —oc. (iid)
limg, h = —o0 o

Proposition 9.26. f : Dy — R. xg adhérent a Dy. Silim,, f = { € R", alors f est du
signe de £ dans un voisinage de xg.
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V1 Comparaison de fonctions

Définition 9.27 (o, O et ~). f,g: Dy — R. zg adhérent d Dy.

(i) On dit que f = Oy, (g) lorsque IK > 0, IV wvoisinage de xo, Vo € VN Dy, |f(x)| <

Klg(z)|.

(ii) On dit que f = 04,(g) lorsque Ve > 0, 3V woisinage de xg, Yo € V N Dy, |f(x)] <

elg(x)].
(iii) On dit que f ~ g lorsque f = g+ 04,(9).
e

Proposition 9.28. ~ est une relation d’équivalence. Et la relation R définie par fRg <
X

0
f = 04,(g9) est transitive. Idem avec o.

Proposition 9.29. f,g,h,k: Dy — R. x¢ adhérent a Dy.

f=0z(9)
o 1= = Ouh).
o
f:Oxo(g) — f+h:(9xo(g)
h = Ogzy(9) VA ER, Af = Oyy(9)
fry } { fho gk
h;cvok‘ Foy
f~y -
o = f > 0 dans un voisinage de xg.
g > 0 dans un voisinage de x
Ta9l my=v
lim,, g =¢€eR zo

limf=/leR" = f~L.
X0 Zo
Les propriétés (ii) et (iii) restent valables en remplagant O par o.

Proposition 9.30. (o, 3) € (R%)”. a €]1, +00].

1
—=1- Oo(?).
1+ v+ Oola”)
(Inz)? = 0400 (%), T = 0400 (a"), a® = 0400 (%) .
a" = 0400 (N!), n! = 0400 (n").

VII Généralités sur la continuité

(ii)
(iii)

Proposition 9.31. f: I — R (définie sur tout lintervalle I). zg € I\{inf I,supI}. f
est CO a droite en xq ssi limxf f emiste et vaut f(zo). f est CY d gauche en xq ssi lim%a f
0

existe et vaut f(xq). Et f est C° en xq ssi f CO a droite et a gauche en xg.
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Définition 9.32 (Prolongement par continuité). f : I — R t.q. supl ¢ I. Silimgpy f
existe, alors on appelle prolongement par C° de f en sup I Uapplication

f(z) six#supl
velTU{supl}— { limgyp 7 f sinon

Définition 9.33 (Prolongement par continuité). f: I\{zo} — R t.q. xo intérieur a 1. Si
lim,, f existe, alors on appelle prolongement par C° de f en xq¢ lapplication

erH{f<x>sz'x#xo

limg, f sinon

Proposition 9.34. f : I — R. Si pour toute suite (up)nen d’éléments de I convergeant
vers xo, f(un) T> f(xq), alors f est C en xg € I.
n oo

Proposition 9.35. f,g: I =+ R C? sur I. A C I t.q. tout point de I est limite d’une suite
de points de A. Si f =g sur A, alors f =g sur I.

Proposition 9.36. f,g: I — RCY enxg € I (resp. surI). Les fonctions |f|, max(f, g), min(f,g), (f+
9), (f9), (g) (si g(zo) # 0) sont C° en xq (resp. surI).

Définition 9.37 (Fonction lipschitzienne). f : I — R est dite lipschitzienne sur I de
rapport k > 0 lorsque

V(w,y) € 17, [f(z) — f(y)| < klz —yl.

Définition 9.38 (Fonction contractante). Une fonction est dite contractante si elle est
lipschitzienne de rapport strictement inférieur a 1.

Proposition 9.39. Toute fonction lipschitzienne sur I est C* sur I.

VIII Théoréme de la limite monotone

Théoréme 9.40 (Théoreme de la limite monotone). f :]a,b[— R, a < b réels ou non.
f 7 surla,bl.
(i) Si f majorée alors limy,- f existe et vaut sup,ejqpp f()-
(ii) Si f non majorée alors limy- f = +o00.
(iii) Si f minorée alors limy+ f existe et vaut inf, g, f(7).
(iv) Si f non minorée alors lim,+ f = —oo.
Idem si f \,.

Corollaire 9.41. f : I — R monotone sur I intervalle. Alors f admet une limite & droite
et a gauche en tout point intérieur a I. De plus, si f / sur I, on a :

Vo € I, lim f < f(x0) < lim f, (i)

o 0

V(:Eo,l’l) € 12, T < 1 — hIPf <
xg (

lim f. (i)
x1)”

Idem si f ™\
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IX Quelques théoréemes importants

IX.1 Théoréme des valeurs intermédiaires

Théoréme 9.42 (Théoreme des valeurs intermédiaires). L’image d’un intervalle I par une
application CO sur I est un intervalle. Autrement dit, soit f : I — R C° sur I intervalle,
alors

V(a,b) € I?, ¥y € [f(a), f(b)], 3¢ € [a,b], v = f(e).

Démonstration. Construction par dichotomie. Soit (a,b) € 12, f(a) < f(b), v €]f(a), f(b)[.
Construire deux suites adjacentes (a,)nen €t (b )nen telles que Vn € N f(ay,) < v < f(by).
Poser ag = a, by = b, puis, apreés avoir construit ag < --- < ap < by < -+ < by, procé-

an+bp
2

der comme suit : si v < f (%), poser api1 = an et by = ; sinon, poser

pi1 = “”;rb”, b1 = by. Vérifier que (ap)nen et (by)nen sont adjacentes, et en déduire
qu’elles convergent vers une méme limite ¢ € [a, b]. En utilisant la continuité de f, obtenir

v = f(o). O
Corollaire 9.43. f : [a,+oo[— R CY sur [a, +oo[ et lim o f = € R.

vy € [f(a), £, 3c € [a,+00[, v = f(c).
Corollaire 9.44. f :[a,b[— R C° sur[a,b], a < b, f /7 sur[a,b].

f(la,b) = | (@), lim £

IX.2 Image d’un segment

Lemme 9.45. Soit X C R, X # @.

I(x,) € XN, 2, — sup X.
n—-+oo

Théoréme 9.46. L’image d'un segment S par une application C° sur S est un segment.

Démonstration. Soit f C° sur [a,b], X = f ([a,b]). Premiére étape : montrer que X est

borné. Pour cela, raisonner par I’absurde et supposer X non majoré. Alors par le lemme

9.45, Icy) € [a, b)Y, flen) — +oo. Comme (¢,)nen est bornée, utiliser Bolzano-
n oo

Weierstrass (théoreme 8.56) pour obtenir c, () ——— ¢ € [a,b], et flcym)) —

f(¢) € X (par la C° de f). Contradiction, donc X est majoré. De méme, X est mi-

noré. Deuxieme étape : montrer que sup X et inf X sont atteints par f. Par le lemme

9.45, 3(dy,) € [a,b]N, f(dy) o Sup X. Comme (d,)nen est bornée, utiliser Bolzano-
n o0

Weierstrass (théoréme 8.56) pour obtenir dy ) o @€ [a, 0], et f(dym)) —

f(w) € X (parla C° de f). Donc sup X = f(w). De méme avec inf X. Au final, X est un
intervalle (par le théoreme 9.42) et sup X € X, inf X € X, donc X est un segment. O
IX.3 Continuité et injectivité

Vocabulaire 9.47 (Homéomorphisme). Une fonction f CO et bijective de I sur J est dite
homéomorphisme lorsque f~' est CO sur J.

Théoréme 9.48. f: 1 — R CY sur I intervalle.

f injective sur I = f strictement monotone sur I.
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Démonstration. Soit (a,b) € I?, a < b. On suppose f(a) < f(b). Soit (z,y) € I?, x < y.
Poser ¢ : t € [0,1] — f(ta + (1 —t)xz) — f(tb + (1 — t)y). Raisonner par I’absurde pour
montrer que ¢ ne s’annule pas sur [0,1] (si ¢(tp) = 0, on aurait f(tgpa + (1 — to)z) =
f(tob+ (1 —1tp)y), donc par 'injectivité de f, to(b—a)+ (1 —tp)(y —z) = 0). Donc ¢ est de
signe constant sur [0,1]. Or ¢(1) < 0, donc ¢(0) < 0, donc f(z) < f(y). D’ou f 7,7 O

Lemme 9.49. g : J — R strictement monotone sur J intervalle et g(J) est un intervalle.
Alors g est CY sur J.

Démonstration. On suppose g " sur J. Par I'absurde, supposer qu’il existe xg €
J\{sup J} tel que g n’est pas C° & droite en xg. Comme g 7, limxgg = infysq, 9(2).
Or g non C° & droite en z¢ donc g(zq) < limacsr g. Donc ]g(mo),limxar glNg(J) = @. Soit
x1 €l|xo,sup J|, alors limmar g < g(z1), donc ]g(a:o),limmar 91C [9(z0), g(x1)] C g(J). Donc
lg(z0), limxg g[= @. Contradiction. Raisonner de méme pour la continuité a gauche. [

Théoréme 9.50. f: I — R CY et bijective de I sur f(I). Alors f=% est C° sur f(I).

IX.4 Théoreme du point fixe

Théoréme 9.51 (Théoréme du point fixe). f: I — R contractante, ou I est un intervalle
fermé, f(I) C I. Alors la suite (up)nen définie par ug € I et Yn € N, upy1 = f(up)
converge vers l'unique point fize de f sur I.

Démonstration. Soit n € N*, p € N*. Premiére étape : majorer |un4, — uy|. Pour cela,
écrire |unt+1 — un| = |f(un) — f(un—1)| < k|un, — up—1], en déduire par récurrence que
|un+1 — un| < k™|ur — up|. Obtenir alors

n+p—1 n+p—1 |U1 _ UO|
gy = un| = | D (wigr —w)| < D fuipn —wl < K ()
1=n i=n

Deuziéme étape : montrer que f a un unique point fixe. Soit (¢,¢') € I?, tels que f(¢) = ¢,
fU)y = 0. Alors [¢ — V| = |f(£) — f(0)] < k¢ — |, donc ¢ = {'. Troisieme étape :
montrer que toute valeur d’adhérence de (uy,)nen est un point fixe de f. Par (x), il vient
lup — upl < izl e (tn)nen bornée. Soit o une valeur d’adhérence de (up)nen; on

-k
note ¢ : N = N 77 t.q. Uy ;—>_+;o—> a. On a f(up(n)) = Upn)+1, AONC Up(n)41 m
fla). Or upmy41 — Upm) ——— 0. Donc @ = f(«). Donc (up)neny admet une unique
n oo
valeur d’adhérence «; ainsi u,, —— . ]
n—+00
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Dérivabilite

Notation 10.1. Dans toute la suite, I et J sont des intervalles de R non vides et non
réduits a un point.

Notation 10.2. On note I = I\{inf I,supI}.
I Généralités
I.1 Définition

Définition 10.3 (Dérivabilité). f: I — R. xg € I. On note
f(x) = f(=0)

Tzo : T € I\{z0} — pr—

(i) On dit que f est dérivable en xg lorsque T4, a une limite finie en xg. Dans ce cas,
on note f'(xg) = limg, Tz, -

(ii) On dit que f est dérivable a droite (resp. a gauche) en x lorsque 7., a une limite
finie @ droite (resp. & gauche) en xo. On note fi(xo) = hmxg Tuo (Tesp. fo(wo) =

lim x5 T2 ).

(iii) On dit que f est dérivable sur I lorsque f est dérivable en tout point de f, et f est
dérivable a droite eninf I, a gauche en sup I. On appelle dans ce cas f' ’application
dérivée de f définie par f' iz € I — f'(x).

Vocabulaire 10.4. f: 1 =R, J C I. Alors [ dérivable sur J signifie f; dérivable.

Proposition 10.5 (Caractérisation de la dérivabilité). f: 1 — R, xo intérieur a I. f est
dérivable en xg ssi f est dérivable a droite et d gauche en xq et fy(zo) = fz(zo).

Proposition 10.6 (Définition équivalente de la dérivabilité). f : I — R. xg € I. f est
dérivable en xq ssi

Jo € R, f(x) = f(x0) + (z — z0)0 + 0xy (¢ — o).
Dans ce cas, on note f'(xg) = o.

Vocabulaire 10.7 (Développement limité). On dit que f admet un DL, (z¢) (développement
limité en x¢ a l'ordre n) lorsque

Jag, ... a,) € R f(z) = (Zn: ag(z — xo)k> + 0z, ((x — x0)") .

k=0
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Proposition 10.8. f:I - R. zg € I. Si f dérivable en xq, alors f C° en .
Proposition 10.9. f: I — R. xg € I. f dérivable en xq ssi f admet un DLi(xg).
Corollaire 10.10.

ln(1+x)f(\;x, ez—lr(\;x, (1+Jj)a—1faal‘,

I‘Z

sin:z:fga:, tanx?;:n, cosx—lr(\;——

5
Définition 10.11 (Tangente). f : I — R dérivable en xo € I. On appelle tangente d la
courbe représentative de f la droite d’équation

y = f(x0) + (x — o) f'(x0).

I.2 Opérations et dérivation

Proposition 10.12. f,g: I — R dérivables en xo € I. Alors :

(f +g) dérivable en xq et (f +g)'(x0) = f'(x0) + ¢'(x0), (i)

(fg) dérivable en o et (fg)'(x0) = f'(z0)g(x0) + f(0)g'(z0), (ii)

(}) dérivable en xq si f(xg) # 0 et <}>/ (xo) = (‘;;5:2(;;2. (iii)
Démonstration. Utiliser la proposition 10.6. O

Corollaire 10.13. f : I — R dérivable en xg € I. n € N*. Alors f* = f- f---f est
dérivable en zq et (f*) (zg) = nf'(zo) f*(x0).
I.3 Composition et dérivation

Proposition 10.14. f: I — R dérivable en ¢ € I, g : J — R dérivable en f(x¢), avec
J D f(I). Alors (go f) est dérivable en xq et

(g0 ) (x0) = g'(f(x0)) ' (z0)-

I.4 Dérivée d’une fonction réciproque

Proposition 10.15. f: I — R C° et strictement monotone sur I. f dérivable en xq € I.
Alors f=1 est dérivable en f(xo) ssi f'(zo) # 0.

Démonstration. (=) Clair. (<) Poser A, = f~Y(f(zo) + h) — f~1(f(z0)). Utiliser
Ap = o0o(1) et f1(f(x0) + h) = zo + Ap, pour en déduire que f(zo) +h = f(zo+ Ap) =
F(@o) + Anf'(w0) + 00(An), dott b= Ap(f'(20) + 0o(1)) done Gt ~ 5y O

(zo)
Corollaire 10.16. f : I — R C* sur I, k € N*, f strictement monotone sur I, f' ne
s’annule pas sur I, alors f~1 C* sur f(I).

1.5 Dérivation des fonctions usuelles

Proposition 10.17. Les fonctions polynomiales sont C*° sur R, les fractions rationnelles

sont C*° sur leurs ensembles de définition, In est C°° sur R, exp, sin et cos sont C*° sur
R.

49



CHAPITRE 10. DERIVABILITE

IT Théoréme de Rolle et accroissements finis

IT.1 Condition nécessaire d’extremum

Théoréme 10.18 (Condition nécessaire d’extremum). f: I — R dérivable en a € I. Si
f a un extremum local en a alors f'(a) = 0.

Démonstration. Montrer que, pour h suffisamment proche de 0, w > 0 avec
h >0 et w < 0 avec h < 0. En déduire que f'(a) > 0 et f'(a) <O0. O

Vocabulaire 10.19. Un point a pour lequel f'(a) = 0 est dit point critique.

I1.2 Théoréme de Rolle

Théoréme 10.20 (Théoréme de Rolle). f : [a,b] — R CY sur [a,b] et dérivable sur ]a,b]

avec f(a) = f(b).
Je €la, b, f'(c) =0.

Démonstration. Conséquence du théoreme 10.18. O

II.3 Théoreme des accroissements finis
Théoréme 10.21 (Théoréme des accroissements finis). f : [a,b] — R C° sur [a,b] et
dérivable sur |a,bl.
f(b) = f(a)
b—a
Autrement dit : I\ €]0,1[, f(b) — f(a) = (b—a)f' (Aa+ (1 = A)b).

Je €la,b], f'(c) =

—
2

f(b)

Tustration du théoréme des accroissements finis

Démonstration. Poser g : z € [a,b] — f(x) — xw. Appliquer alors le théoréme
de Rolle (théoréme 10.20) & g et en déduire le résultat souhaité. O

Corollaire 10.22 (Inégalité des accroissements finis). f : [a,b] — R C° sur [a,b] et
dérivable sur]a,b[. SiVz €]a,b, m < f'(x) < M, alors

m(b—a) < f(b) = fla) < M(b—a).

Corollaire 10.23 (Caractérisation des fonctions lipschitziennes). f: I — R dérivable sur
I. Alors [’ est bornée sur I ssi f est lipschitzienne sur I.

Corollaire 10.24. Si f : [a,b] — R est C! sur [a,b], alors f est lipschitzienne sur [a,b).
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IT.4 Monotonie et dérivée

Théoréme 10.25. f:1 — R C° sur I.
(i) f/ >0 surl < f 7 surl,
(ii) f'=0 sur I <= f constante sur I,
(iii) f' > 0 sur I excepté en un nombre fini de points => f 2 sur 1.

Corollaire 10.26. f,g: I — R CO sur I et dérivables sur I. (a,b) € I?, a < b.
f'<g = f(b) = fla) < g(b) — g(a).
Proposition 10.27. f: I — R dérivable sur I, a € I, n € N.
f(z) = Ou (& —a)") = f(z) = f(a) = Ou ((x — )" "),

Cette propriété reste valable en remplagcant O par o.

IIT Limites et dérivée

Théoréme 10.28 (Théoréme de la limite de la dérivée). f: 1 — R C° sur I et dérivable
sur I\{a}. Silim, f' =€ € R alors f est dérivable en a et f'(a) =¢.

Démonstration. Soit z € I'\{a}. Utiliser le théoréme des accroissements finis (théoréme

10.21) pour montrer que 3¢ €la, x|, f'(c) = x) f(a) Soit € > 0, alors In > 0, Va €
la —n,a+n\a} NI, |f(z) —€| < e. En choisissant z tel que 0 < |z —a] < n, on a
‘fx) [(a) 4<g dott f'(a) = 0

Théoréme 10.29. f : I\{a} — R C* sur I\{a} et Vi € [0, k], lim, f(z) =/(; € R. Alors
le prolongement par C° fo de f en a existe, est C* sur I et Vi € [0, k], fo (a) = 4;.

Démonstration. Par récurrence en utilisant le théoréme 10.28. O

o1



e 1 1

Fonctions a Valeurs Complexes

Notation 11.1. Dans toute la suite, I est un intervalle non vide de R et a est un point
adhérent a I.

I Limites, continuité, dérivabilité

Définition 11.2 (Limite). f: I — C. On dit que lim, f = ¢ € C lorsque limg_,, |f(z) —
¢) = 0. Si de plus f(a) = ¢, on dit que f est CY en a.
Définition 11.3 (Dérivabilité). f : I — C. On dit que f est dérivable en a lorsque le

tauz d’accroissement T, (voir définition 10.8) admet une limite compleze finie en a.

Remarque 11.4. On définit alors la continuité et la dérivabilité sur I, les dérivées n-
iémes, les fonctions de classes C™ et C*° exactement comme pour les fonctions a valeurs
réelles.

Proposition 11.5. f: 1 — C.

lim, R(f) = R(¢) ) (i)

. R
lim f = £ { limg S(f) = (0)

(f) dérivable en a

s . %
[ dérivable en a <= { S(f) dérivable en a

et dans ce cas { 2(?) B (é\}f(f))/ - (i)

R(f) C" I

fC" surl <= { %E}c; cn zz: I (iii)
o I .

fCY surl = { |J;f|CO 35:"”:7 (iv)

II Opérations usuelles

Proposition 11.6. La somme, le produit, le quotient (si le dénominateur ne s’annule
pas), la composée de fonctions de classe C™ (resp. dérivables) sont de classe C™ (resp.
dérivables).
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Proposition 11.7. La formule de Leibniz (voir théoréme 5.28) et la formule de dérivation
d’une composée (voir proposition 10.14) sont encore vraies.

IIT Les théorémes

Proposition 11.8. Pour toute fonction f continue sur un segment [a,b], |f| est bornée
et atteint ses bornes sur [a,b] (voir théoréme 9.46).

Proposition 11.9. Pour toute fonction f dérivable sur I, [ est constante sur I ssi f' =0
sur 1.

Remarque 11.10. Pour les fonctions d valeurs complezes, le théoréme de Rolle (théo-
réme 10.20) est faux, donc le théoréme des accroissements finis (théoréme 10.21) aussi.
Cependant, ’inégalité des accroissements finis (corollaire 10.22) reste vraie.

Théoréme 11.11 (Inégalité des accroissements finis). f : [a,b] — C C° sur [a,b] et C*
sur Ja,b[. SiVa €a,b], |f'(z)| < A, alors

[£(b) = Fa)] < Alb —al.

Corollaire 11.12. f: I — C C° sur I et C' sur I. ke R, . Alors f est k-lipschitzienne
sur I ssiVe eI, |f'(z)] < k.

Théoréme 11.13 (Prolongement d’une application C'). f : I — C C° sur I, C* sur
I\{a}, et avec lim, f' =¢ € C. Alors f est C' sur I et f'(a) = /.

Démonstration. Définir Papplication F' : I — C par Vax € I\{a}, F(z) = f'(z) et
F(a) = (. F est C° sur I donc admet une primitive g sur I telle que g(a) = f(a). Et
Vo € IN|—o00,al, ¢'(z) = F(x) = f'(x) donc (g— f) est constante sur IN]—o00, a[. De méme,
(g—f) est constante sur IN]a, +oo. Or (g—f) est C° en a donc lim, (g—f) = g(a)—f(a) = 0.
Donc Vx € I, g(x) = f(x). Ainsi f = g est de classe C! en tant que primitive d'une
application C°. O

Corollaire 11.14. f: 1 — C C° sur I, C* sur I\{a}. k € NU {oco}. On suppose que

Vh € [1,k] NN, 3¢, € C, lim ) =y,

Alors f est C* sur I.

Démonstration. Par récurrence a ’aide du théoréme 11.13. O
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Développements Limités

I Approximation de fonctions par des fonctions polynomiales

I.1 Point de vue global

Proposition 12.1. f : [a,b] — R C"*! sur [a,b]. a < 29 < --- < x, < b. On définit le

polyndéme d’interpolation de Lagrange de f en xg,...,x, par
& I1 ‘;éi(x — ;)
P:z€lab — fla) =2 ).
b= 2 < U i — )
Alors o .
Va € [a, b P(z)| < sup| D] 212
z € [a,b], | /() - P(x) [;g\f D
9 Yy
Y=g
—y=P(x)
1 B
0 L
t t t u X
—4 —2 0 2 4

Une fonction et son polynéme interpolateur

Démonstration. Soit A € R, ¢ : = € [a,b] — f(z) — P(x) — A[[iLo(z — ), t €
[a,b]\{z0, ..., 7n}. Choisir A t.q. ¥(t) = 0. On a ¥ C"*! sur [a,b] et ¥(xg) = -+ =
Y(zy) = (t) = 0, donc ¢ s’annule en (n + 2) points deux a deux distincts. En itérant le
théoréeme de Rolle (théoréme 10.20), en déduire que (") s’annule en au moins un point

¢ € [a,b]. Or (1) = f(+D) _ (n L 1)1A, donc A = £ - Gomme () = 0, il vient

(n+1)!
n u (n+1)
F(8) = P(t) = L2 [0 (¢ — ). Done vt € [a,8], | £(8) = P()] < 2RI ppn g
Supyq 1| f n+1) n
7| < %( a)™tl. O
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CHAPITRE 12. DEVELOPPEMENTS LIMITES

1.2 Point de vue local

Proposition 12.2. f : [a,b] — R CP sur [a,b], xo € [a,b]. Alors il existe au moins une
fonction polynomiale T, s € RR vérifiant Vk € [0, p], 7;(7]})35(:130) = f®)(xq) et donnée par

(z — z0)F.

f* (o)
|

p
7;,7f’m:x€]RHk§::o X

Tp, 1.2 st dit polyndéme de Taylor de f en xq de degré p, et est parfois noté simplement T,.

Remarque 12.3. Si f est paire alors

4 (2k) 0
vr e R’ 7'2p’f70($) _ Z f(2k§| )x2k.

k=0

Si f est impaire alors

P p(2k+1)
I (0) ops1
Vo € R, Topy1,r0(x) = Z 2k £ 1)

= (2k + 1)!

II Formule de Taylor

Proposition 12.4 (Formule de Taylor avec reste intégral). f: I — K CP*! sur I, (a,z) €
1%

P tk(qg z f£(pt+1)
fy =3 L )(az—a)k+/a fp!(t)(x—t)pdt.

Ty p.a(z) Rp,1,0(2)

On peut aussi écrire cette formule comme suit (h € R t.q. (a+h)€I) :

hpt1

fla+h)= f: f(lzl(“) AP 4 /1(1 — NP P (g 4+ AR) d.
k=0 : 0

p!

Démonstration. Par récurrence en utilisant l'intégration par parties (proposition 7.7).

O

Corollaire 12.5. Q : R — R une fonction polynomiale de degré inférieur ou égal a p.
AlorsVa € R, Tpoa = Q.

III Inégalité de Taylor-Lagrange

Proposition 12.6 (Inégalité de Taylor-Lagrange). f: I — K CPT! sur I, (a,z) € I>.

7(@) =Ty pal)] < sup T

[a,7]

f(P'H)’

Corollaire 12.7. f: I — K CP*! dans un voisinage de a € R.

@) =T a(@) + O (@ — a)*!).
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IV  Formule de Taylor-Young

Proposition 12.8 (Formule de Taylor-Young). f: I — K CP dans un voisinage de a € R.
f(@) = Tpr.a(z) + 0a ((x = a)’).

Démonstration. Premiére étape : K = R. Appliquer la formule de Taylor avec reste
intégral (proposition 12.4) en remplacant p par (p — 1), car f est CP. Ainsi f(x) =

(p)
Tp—1.f.a(x) + Rp—1 ta(x). Montrer qu’il existe ¢ € I t.q. Ry_1 ¢q(x) = pr,(c)(:L‘ — a)P.
Pour cela, f) est C° sur [a,z] donc bornée et atteint ses bornes : my = infl, 4 f@)

My = supjq 4 f®).Si z > a, on obtient m, < Rp,Lf’a(x)ﬁ < My;siz <a,ona

my < (—l)pRp,lj,a(:r)# < M,. Or m, et M, sont atteints par f®) qui est C° sur

a,z] donc 3e € [a,z], fP(c) = Ry_1 tolx %!. Le résultat voulu découle du fait que
P 7f7 ({L’ (Z)p

fP(c) = f®(a) + 04(1) (car f®) €O en a). Deuziéme étape : K = C. Se ramener a la
partie réelle et a la partie imaginaire. O

V Formule de Taylor-Lagrange

Corollaire 12.9 (Formule de Taylor-Lagrange). f: I — K CP sur I. (a,z) € I°.

(z —a)f

o f(p)(c).

Je € [a, 2], f(z) =Tp-1,5a(x) +

VI Développements limités

VI.1 Généralités

Définition 12.10 (Développement limité). f : I — K. a € I. On dit que f admet un
DLy(a) (développement limité en a d lordre p) lorsque

I, ..., 0p) € KPP f(2) = Z@k(x—a)k +oq ((x — a)?).
k=0

partie principale du DL

Notation 12.11. Lorsque la partie principale du DL est non nulle, on utilisera plutot
[’écriture normalisée :

p—s
o
fla+h)=ash’ (Z ThEspk 1 o0 (hp_s)> ,
Qs
k=0
en posant h = x — a, et ou s est le plus petit indice tel que ag # 0.

Proposition 12.12. f: 1 - K CP sur I, a € I. Alors f admet un DLy(a), donné par la
formule de Taylor-Young (proposition 12.8).

Proposition 12.13. f: 1 =K, a € I. Si f admet un DLy(a), alors ce DL est unique.

VI.2 Opérations et développements limités

Proposition 12.14. f,g: I - K, a € I. Si f,g ont un DLy(a) alors (f +g), (fg) et %
(si f(a) #0) ont un DLy(a).
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CHAPITRE 12. DEVELOPPEMENTS LIMITES

VI.3 Intégration de développements limités

Proposition 12.15. f: I — K dérivable sur I, a € I. Si f' a un DLy(a), alors f a un
DLyy1(a). Plus précisément :

fl@)=>" ap(z —a)f + o4 ((z — a)?)

k=0

Cette propriété reste valable en remplacant o par O.

VII Utilisation des développements limités

VII.1 Extrema

Proposition 12.16. f: I - R C? sur I, a € I. Si f'(a) =0 et f"(a) # 0, alors f atteint
un extremum local en a (qui est un mazimum si f”(a) <0, un minimum si f"(a) > 0).

Démonstration. Ecrire le DLy(a) de f et en déduire que f(x) — f(a) ~ @f”(a). O

VII.2 Position par rapport a la tangente
Proposition 12.17. f: I — R. Supposons que f a un DLy(a) (p > 1) du type

f@) = fla)+ (x = a)f'(a) + (z — a)’cy + 0a ((z — a)") ,

ot ¢, € R*. On appelle T la tangente en a d la courbe représentative €.
(i) Sip est impair, €5 traverse J localement, i.e. f admet un point d’'inflexion en a.

(ii) Sip est pair, €; est soit au-dessus, soit en dessous de 7 localement.

VII.3 Développements asymptotiques

Vocabulaire 12.18 (Développement asymptotique). Soit f définie dans un voisinage de
Fo00. On dit que f admet un développement asymptotique lorsque x — f (%) admet un
DL,(0).
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Arithmétique dans Z

I Définition d’un groupe, d’un anneau et d’un corps

Vocabulaire 13.1 (LCI). Soit E un ensemble. Une loi de composition interne (LCI) sur
E est une application E*> — E.

Vocabulaire 13.2 (LCE). Soit E un ensemble. Une loi de composition externe (LCE)
sur E est une application K x E — E.

Définition 13.3 (Groupe). Soit G un ensemble, o une LCI sur G. On dit que (G, o) est
un groupe lorsqu’on a les trois propriétés suivantes :
(i) Associativité : V(a,b,c) € G2, (aob)oc=ao (boc).
(ii) Neutre : Je € G, Va € G, eca=ave=a.
(iii) Inversibilité : Va € G, Ja' € G, aod' =d' ca =e.
St de plus ¢ est commutative, G est dit groupe commutatif.
Définition 13.4 (Anneau). Soit A un ensemble, + et x deux LCI sur A. On dit que
(A, +, x) est un anneau lorsque :
(i) (A,+) est un groupe commutatif de neutre noté 04.
(ii) x est associative et distributive par rapport a +.
(iii) x admet un neutre noté 14 # 04 dans A.
Si de plus x est commutative, A est dit anneau commutatif.

Définition 13.5 (Diviseurs de 04). (A, +, x) un anneau, a € A\{04}. a est dit diviseur
de 04 lorsque 3b € A\{04}, a x b=04.

Définition 13.6 (Anneau integre). (A,+, X) un anneau commutatif. A est dit intégre
lorsque
V(a,b) € A%, axb=04 = a=04 oub=04.

Autrement dit, A est intégre ssi 04 n'admet pas de diviseur dans A.

Définition 13.7 (Corps). Soit K un ensemble, + et x deuzr LCI sur K. On dit que
(K, +, X) est un corps lorsque :

(i) (K,+, x) est un anneau commutatif.

(ii) Tout élément de K\{Ox} admet un inverse pour x dans K.

Proposition 13.8. Si (K, +, X) est un corps, alors (K,+, x) est un anneau intégre.
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CHAPITRE 13. ARITHMETIQUE DANS Z

II Divisibilité dans Z
Définition 13.9 (Divisibilité). (a,b) € Z%. On dit que a divise b, noté a | b lorsque
dkeZ, b=ka.
Remarque 13.10. Tout élément de Z divise 0.
Notation 13.11. o € R. On note oZ = {ka, k € Z}.
Proposition 13.12. (a,b) € Z>.
al|b<=bZ C aZ, (i)
albetb|a<=|al =|b| (ii)
Corollaire 13.13. | est une relation d’ordre sur N (mais pas sur 7).

Définition 13.14 (Congruences). n € N*. (a,b) € Z?. On dit que a = b [n] lorsque
n|a-—b.

Proposition 13.15. La congruence modulo n est une relation d’équivalence sur Z., com-
patible avec 4+ et x :

4 a b
V(a,b,c,d) € 27, e=d

[n] axc=bxd [n]

L’ensemble des classes d’équivalence, noté Z/nZ, posséde n éléments distincts.

[n] }:>{ a+c=b+d [n

Notation 13.16. a € Z. On note a (ou @" lorsqu’il peut y avoir ambiguité) la classe
d’équivalence de a pour la congruence modulo n.

Définition 13.17. On définit sur Z/nZ les LCI + et X par

Fb=a+b et axb=a xb.

Q|

Proposition 13.18. (Z/nZ,+, X) est un anneau commutatif.

IIT PGCD et PPCM

ITII.1 PGCD et PPCM de deux entiers

Définition 13.19 (PGCD). (a,b) € Z2. Sia # 0 ou b # 0, on appelle PGCD(a, b), noté
aussi a\b, le plus grand entier positif (pour la relation <) divisant a et b. On définit aussi
0AN0=0.

Définition 13.20 (PPCM). (a,b) € Z2. Sia #0 et b # 0, on appelle PPCM(a, b), noté
aussi a V' b, le plus petit entier strictement positif (pour la relation <) multiple de a et b.
On définit aussi 0V a = 0.
Proposition 13.21. (a,b) € Z>.
() aAb=lal A o],

(ii) 0N a = |al,

(iii) 1ANa=1,

(iv) aVb=la| Vb
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I11.2 Algorithme d’Euclide

Lemme 13.22. (a,b) € Z x Z*. On pose a = bq + r, avec ¢ € Z et r € [0,b]. Alors
aNb=bAT.

Théoréme 13.23 (Algorithme d’Euclide). (a,b) € (N*)?, a > b. On note ro = a, 1, = b.
Tant que ro,...,Th41 Sont tous non nuls, on pose rn = Tn41qn+1 + Tni2, GUEC Gni1 € Z
et Tpyo € [0,rp1[. Alors il existe N € N choisi minimal t.q. ry41 = 0, et on a alors
aANb=ry.

Démonstration. Poser X = {n € N, Vk € [0,n], ry > 0}. Montrer (par I’absurde) que
X est majoré. Comme X # @ (car 0 € X), choisir alors N = max X et montrer que
rnvy1 =0et query =aAb. ]

Définition 13.24 (Suite de Fibonacci). On définit la suite de Fibonacci (F),)nen par
Fo=0,F=1¢etVneN, Foyo=Fo1+ Fy.

Lemme 13.25. Avec les mémes notations que dans le théoréme 13.23, on a Yk € [0, N +
1, r > Fny1—k-

Démonstration. Par récurrence en utilisant le fait que Vk € [0, N — 1], rg = rgs1 + rgao

(car Vk € [0, N = 1], g1 = [ ;2| > 1), O
Proposition 13.26. Le nombre d’étapes de l’algorithme d’Fuclide est majoré par %,
avec p = H—Q\/g

Démonstration. Montrer d’abord que Vp > 2, F), > P2 puis en déduire que V2 <
Fy < ry =b, dou le résultat. O

I11.3 Egalité de Bézout
Théoréme 13.27 (Egalité de Bézout).
V(a,b) € N2, 3(u,v) € Z2, au+bv=a Ab.

Démonstration. Se placer dans le cas o (a,b) € (N*)? et supposer a > b. Avec les
notations du théoréme 13.23, montrer par récurrence que Vk € [0, N|, I(uy, vi) € Z2, aup+
buvir = ri. En appliquant ceci avec K = N, on obtient le résultat souhaité puisque ry =
aNb. 0

Proposition 13.28. (a,b) € Z?. L’ensemble des diviseurs communs a a et b est égal d
l’ensemble des diviseurs de a N\ b.

Corollaire 13.29. (a,b) € N2. a A b est le plus grand entier pour la relation | qui divise
a etb.

IT11.4 PGCD et PPCM de n entiers

Définition 13.30 (PGCD). (ay,...,a,) € Z™. Si3Ji € [1,n],a; # 0, on appelle PGCD(ay, ...

encore noté ay \--- Aap, le plus grand entier positif (pour la relation <) qui divise chaque
ai, i € [0,n]. On définit de plus OA--- A0 =0.

Définition 13.31 (PPCM). (a1,...,a,) € Z". SiVi € [1,n],a; # 0, on appelle PPCM(ay, .. .

encore noté a1 V -+ V ay, le plus petit entier strictement positif (pour la relation <) qui
est multiple de chaque a;, i € [0,n]. On définit de plus 0V a1V ---Va, = 0.
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Proposition 13.32. V(a,b,c) € Z3, a A (bAc)=(aAb)Ac=aAbAc.

Théoréme 13.33 (Egalité de Bézout). n > 2.
n n
V(ai,...,an) € Z", I(uy,...,uy) € Z", Zaiui = /\ a;.
i=1 i=1

Corollaire 13.34. (a1,...,a,) € Z". a1 A--- Aay, est le plus grand entier pour la relation
| qui divise chacun des a;, i € [0,n].

IV Nombres premiers entre eux

IV.1 Généralités

Définition 13.35 (Nombres premiers entre eux). (a,b) € Z2. On dit que a et b sont
premiers entre eux lorsque a Ab = 1.

Théoréme 13.36 (Egalité de Bézout). (a,b) € (Z*)2. a et b sont premiers entre eux ssi
I(u,v) € Z2%, au + bv = 1.

Corollaire 13.37. n € [2,+o0]. z € Z.
T inversible dans Z/nZ <= x An = 1.

Définition 13.38 (Nombres premiers entre eux). (ai,...,a,) € Z". ay,...,a, sont dits
premiers entre eux dans leur ensemble lorsque ai A --- A a, = 1, premiers entre eux deux
a deux lorsque Y(i,j) € [1,n]? i # j = a; Naj = 1.

Proposition 13.39. Si aq,...,a, sont premiers entre eux deux d deux, alors ai,...,an
sont premiers entre eux dans leur ensemble.

Lemme 13.40 (Lemme de Gauss). (a,b,c) € Z3. Sia|bc et a ANb=1, alors a | c.
Démonstration. Ecrire I’égalité de Bézout puis multiplier par c. ]

Proposition 13.41. (a,b,¢) € (Z*)*. (x1,...,x,) € (Z*)".

a/\(ﬁ:m):1<:>Vi€[[1,n]],a/\mi:1. (i)

=1
aNb=1=VY(k () e (N)?, d*nb’=1. (ii)
bla
cla p = bc|a. (iii)
bhc=1
Vk € N*, k(a Ab) = (ka) A (kb). (iv)
a=(aNb)a
Ia,B) €Z?, { b= (aAb)S . (v)
alp=
A(c,d) € Z x N¥, { (%:j:l (vi)
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IvVv.2 PPCM
Proposition 13.42. (a,b) € (Z*)°.
aANb=1=aVb=|abl. (i)
(a Ab)(aVDb)=|abl|. (ii)

Corollaire 13.43. (a,b) € (Z*)?. L’ensemble des multiples communs d a et b est égal a
l’ensemble des multiples de a V b.

Corollaire 13.44. (a,b) € N2. a V b est le plus petit entier pour la relation | qui est
multiple de a et b.

Proposition 13.45. V(a,b,¢c) € (Z*)*, aV (bVe) = (aVD)Ve=aVbVe.

Proposition 13.46. Y(a,b) € (Z*)?, Vk € N*, k(a V b) = (ka) V (kb).

V Nombres premiers

V.1 Généralités

Définition 13.47. p € [2,400[. p est dit premier lorsque p n'admet comme diviseurs
positifs que 1 et lui-méme.

Notation 13.48. On note P l’ensemble des nombres premiers et, pour n € Z, P, = {p €

Proposition 13.49.

VpeP, YacZ,aNp=1oup]a. (i)

V(p,q) P’ p#q=pAg=1 (ii)

Vp e P, V(z1,...,2,) €EZ", p | (H%) < Jie[L,n], p| . (iii)
i=1

Lemme 13.50. Vp € P, Vk € [1,p— 1], p| (}).

Théoréme 13.51 (Petit théoréme de Fermat). Vp e P, Vn e N, n? =n  [p].
Démonstration. Par récurrence a 'aide du binéme de Newton (théoréme 1.16) et du
lemme 13.50. O
V.2 Théoréme fondamental de ’arithmétique

Proposition 13.52. Tout entier supérieur ou égal a 2 admet un diviseur premier.
Proposition 13.53. P est infini.

Démonstration. Par I’absurde : supposer P = {p1,--- ,pn} et considérer l'entier A =
N
L+t pi- O

Définition 13.54 (Valuation p-adique). p € P, n € N. On appelle valuation p-adique de
n l’entier
vp(n) = max{k € N, p* | n}.
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Théoréme 13.55 (Théoreme fondamental de larithmétique).
N k
Vn € [2, +oof, I(p1,-..,pk) € P*, (ay,...,0p) € (N n = pr‘z
i=1

De plus, cette écriture est unique da ordre prés des facteurs (en supposant V(i,j) €
[1,7]?, i # j = pi # pj)-

Démonstration. Existence. Par récurrence forte. Unicité. Supposer n = Hle pit =
Hle qiﬁ . Montrer que Vi € [1,k], 3j € [1,4], pi = ¢, et inversement. En déduire que
{p1,....oe} ={a@1,-..,q}. Montrer ensuite que Vi € [1,k], a; = vp,(n) et Vj € [1, 4], B; =
Vg, (n). D’ott 'unicité de Iécriture. O

Remarque 13.56. n € N*. Le théoréme précédent peut s’écrire

n = H p")p(n) — Hpvp(n).

peP, peP
V.3 Conséquences
Proposition 13.57. (a,b) € (N*)2.
VpeP, pla<= vy(a) >0. (i)
Vp € P, vp(ab) = vp(a) + vp(b). (ii)
a|b<=VpeP, vy(a) <vp(b). (iii)
Corollaire 13.58. (a,b) € (N*)?,
anb=T] pmin(vp(a),vp(b) (i)
peP
avb=]] pax(vp(a).vp (b)) (i)
p€eP

VI Calculs dans Z/nZ

VI.1 Corps
Proposition 13.59. n € [2, +oo[. Z/nZ est un corps ssi n € P.

VI.2 Résolution d’équations dans Z/nZ

Méthode 13.60. (a,b,n) € (Z*)>. On considére Iéquation

On note d = a A n.
(i) St d1b, alors il n’y a aucune solution.

(ii) Si d | b, poser a = da’, n = dn’ et b = db’ tels que ' An' = 1. On a alors
ar=b [n] < dx =0V [n']. Utiliser alors Uinversibilité de a’ dans Z/n'Z pour
résoudre [’équation.
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VI.3 Systémes d’équations dans Z/nZ

Méthode 13.61. (a,b,m,n) € (Z*)*, m An = 1. On considére le systéme
r=a [m]
r=b [n]

Pour le résoudre, on recherche d’abord une solution particuliére. On sait (théoréme 13.27)
que I(u,v) € Z2, mu +nv = 1. Alors x9 = mub + nva convient. On a ainsi

{xfa [m] <:>{£L‘f$0 [m] —azay [,

Corollaire 13.62. On a construit une bijection

' ‘(Z/ng) — (Z/mZ) x (Z/nZ)
¥ —mn
" — (T, T")

VII Indicatrice d’Euler

Définition 13.63 (Indicatrice d’Euler). n € [2, +oo[. On appelle indicatrice d’Euler de
n, notée p(n), le nombre de nombres premiers avec n compris entre 1 et n.

Proposition 13.64.

VpeP, o(p)=p-1 (1)
Vp € P, Vk € N*, ¢ (pk) —pF — ph L. (i)
Vn € [2,+oo[, n = p(d). (iii)

dn
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Groupes, Anneaux et Corps

I Groupes

I.1 Définitions et généralités
Définition 14.1 (Groupe). Soit G un ensemble, ¢ une LCI sur G. On dit que (G, o) est
un groupe lorsqu’on a les trois propriétés suivantes :
(i) Associativité : V(a,b,c) € G, (aob)oc=ao (boc).
(ii) Neutre : Je€ G, Va € G, eca=acve=a.
(iii) Inversibilité : Va € G, Ja' € G, aod =d oa =e.
Si de plus ¢ est commutative, G est dit groupe commutatif.
Proposition 14.2. Soit (G,o) un groupe. Alors le neutre est unique, et tout élément de
G a un unique inverse.
Notation 14.3. On utilise principalement deux notations :

(i) Notation additive. Soit (G, +) un groupe. On note Og son neutre ; pour x € G, (—x)
est l'opposé de x. Pourn € 2}, nt = x+---+x (n fois), 0x = 0g, et pour n € Z* ,
nx = (—n)(—x).

(ii) Notation multiplicative. Soit (G, X) un groupe. On note 1¢ son neutre; pour x € G,
71 est linverse de x. Pour n € 7%, 2" = x x --- x x (n fois), 2° = 1g, et pour
nezZ, "= (z7H) "

Proposition 14.4. (G, ) un groupe. V(x,y) € G?, (zoy) =y Lox™ L

Exemple 14.5. (Z,+), (Q,+), (R,+), (C,+), (Z/nZ,+), (RE,+), (RN, +), (Q*, x),
(R*, x), (C*, x), (Uy, x) sont des groupes commutatifs.

Notation 14.6. Pour X # @&, on note Sx l’ensemble des bijections X — X (dites aussi
permutations).

Exemple 14.7. (Sx,0) est un groupe en général non commutatif.

Définition 14.8 (Produit cartésien de groupes). (G,o) et (H,o) deux groupes. On définit
la LCI % sur G x H par

(GxH)x(GxH)— GxH
((z,2"), (1, 4) > (zoy,a’ oy)

Alors (G x H,x) est un groupe, dit produit cartésien de G et H.
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I.2 Sous-groupes
Définition 14.9 (Sous-groupe). (G,<) un groupe. H C G, H # @. H est dit sous-groupe
de G (pour ©) lorsqu’on a les deux propriétés suivantes :

(i) H est stable par o (i.e. V(x,y) € H?, (xoy) € H).

(ii) (H,o) est un groupe.
Proposition 14.10. (G, o) un groupe. H C G, H # @&. H est un sous-groupe de G ssi on
a les trois propriétés suivantes :

(i) H est stable par <.

(ii) Le neutre de G appartient a H.

(ili) Ve € H, 27! € H.

Proposition 14.11. Les sous-groupes de Z sont les nZ, n € N. De plus, n ainst déterminé
est unique.

Démonstration. Vérifier d’abord que les nZ sont des sous-groupes de Z. Prendre alors
H un sous-groupe de Z. Supposer H # {0} (dans le cas contraire H = 0Z) et choisir
n = min H NN*. L’inclusion nZ C H est claire. Prendre alors h € H et utiliser la division
euclidienne de h par n pour montrer que h € nZ, i.e. H C nZ. Montrer ensuite 'unicité
de n. Ol

Définition 14.12 (Centre). (G,©) un groupe. On appelle centre de G ’ensemble
Z(G)={reG, Vye G, zoy=youx}.
Proposition 14.13. (G, ) un groupe. Alors Z(G) est un sous-groupe de G.

Proposition 14.14. (G, ) un groupe. (H;);cr une famille de sous-groupes de G, ot I est
un ensemble quelconque. Alors (\;c; H; est un sous-groupe de G.

Théoréme 14.15 (Théoreme de Lagrange). (G, o) un groupe fini. H un sous-groupe de
G. Alors le cardinal de H divise le cardinal de G.

Démonstration. Introduire sur G la relation R définie par xRy ssi xtH = yH. Montrer
que R est une relation d’équivalence. Montrer alors que Vx € G, Cl(x) = zH. Remar-
quer que xH et H sont en bijection, donc ont le méme cardinal. En utilisant le fait que
(Cl(x))zeq est une partition de G, obtenir le résultat. O

I.3 Groupes engendrés par une partie

Définition 14.16 (Groupe engendré par une partie). (G,<) un groupe. A C G. On appelle
groupe engendré par A, noté (A), le plus petit sous-groupe de G contenant A.

Proposition 14.17. (G,¢) un groupe. A C G. On note X l’ensemble des sous-groupes de
G contenant A. Si A# @, alors (A) = Ngex H. Si A= @, (A) = {eg}, ot eq désigne le
neutre de G.

Proposition 14.18. (G,©) un groupe. g € G. Alors (g) = {¢", n € Z}.

Vocabulaire 14.19 (Groupe monogene). (G,©) un groupe. On dit que G est monogene
lorsque 3g € G, G = (g). g est alors dit générateur de G. On dit de plus que G est cyclique
si G est monogéne fini.

66



CHAPITRE 14. GROUPES, ANNEAUX ET CORPS

Proposition 14.20. (G, ) un groupe fini de cardinal n et de neutre ec. g € G\{eg}. On
note ¢ = min{r € N*, g" = eqg}. Alors :

1) ¢" =eq,
(i) (9) ={g" k€ [0,¢—1]},
(iii) card((g)) = ¢.

I.4 Morphismes de groupes

Définition 14.21 (Morphisme de groupes). (G,¢) et (H,o) deux groupes. On dit que
¢ : G — H est un morphisme de groupes lorsque

V(z,y) € G, p(zoy) = d(x) 0 p(y).

Proposition 14.22. (G,¢) et (H, o) deuz groupes de neutres respectifs eq et eg. ¢ : G —
H un morphisme de groupes.

dlec)=en et VG, ¢ (a7) = (o(x) "

Proposition 14.23. (G,¢) et (H,o) deux groupes. ¢ : G — H un morphisme de groupes.
G’ et H' des sous-groupes de G et H respectivement. Alors ¢ (G') est un sous-groupe de
H et ¢~1 (H') est un sous-groupe de G.

Définition 14.24 (Noyau). (G,©) et (H,o) deux groupes de neutres respectifs ec et ep.
¢ : G — H un morphisme de groupes. On définit

Ker¢ = ¢~ ({en}).
D’apres la proposition 14.23, Ker ¢ est un sous-groupe de G.

Proposition 14.25. (G, ) et (H,o) deuzx groupes de neutres respectifs eq et egy. ¢ : G —
H un morphisme de groupes.

Ker ¢ = {eq} <= ¢ est injective.

Vocabulaire 14.26. (G, ) et (H,o) deuz groupes. ¢ : G — H un morphisme de groupes.
(i) ¢ est dit isomorphisme si ¢ est bijectif.
(ii) ¢ est dit endomorphisme si G = H.

(iii) ¢ est dit automorphisme si ¢ est un endomorphisme bijectif.

Vocabulaire 14.27. (G, ) et (H,o) deux groupes. On dit que G et H sont isomorphes,
et on note G ~ H, lorsqu’il existe un isomorphisme G — H.

Proposition 14.28. (G,©) un groupe cyclique de cardinal n. Alors G est isomorphe d
Z/nZ.

Proposition 14.29. (G, ¢) un groupe monogéne infini. Alors G est isomorphe a Z.
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II Anneaux et corps

IT.1 Généralités

Définition 14.30 (Anneau). Soit A un ensemble, + et x deuxr LCI sur A. On dit que
(A,+, X) est un anneau lorsque :

(i) (A,+) est un groupe commutatif de neutre noté 04.
(ii) x est associative et distributive par rapport a +.

(iii) x admet un neutre noté 14 # 04 dans A.

Si de plus x est commutative, A est dit anneau commutatif.

Définition 14.31 (Diviseurs de 04). (A4, +, x) un anneau, a € A\{04}. a est dit diviseur
de 04 lorsque 3b € A\{04}, a x b=04.

Définition 14.32 (Anneau integre). (A, +, X) un anneau commutatif. A est dit intégre
lorsque
Y(a,b) €A% axb=04 =>a=04 oub=04.
Autrement dit, A est intégre ssi 04 n’admet pas de diviseur dans A.
Définition 14.33 (Corps). Soit K un ensemble, + et x deuxr LCI sur K. On dit que
(K,+, X) est un corps lorsque :
(i) (K,+, x) est un anneau commutatif.

(ii) Tout élément de K\{Ox} admet un inverse pour x dans K.
Proposition 14.34. Si (K, +, x) est un corps, alors (K, 4+, X) est un anneau intégre.

Exemple 14.35. (Mx(R),+, %), (Z/nZ,+, x), (P(E),A,N) sont des anneauz en général
non integres.

Exemple 14.36. (C,+, x), (R, +, x), (Q, +, X) sont des corps.

Définition 14.37 (Sous-anneau). (A, +, x) anneau, B C A. B est dit sous-anneau de A
lorsque (B, 4+, X) est un anneau.

Proposition 14.38. (A, +, X) anneau, B C A. B est un sous-anneau de A ssi les trois
propriétés suivantes sont vérifiées :
(i) (B,4+) est un sous-groupe de (A, +).
(ii) x est stable dans B.
(iii) 14 € B.
Définition 14.39 (Sous-corps). (K, +, x) corps, B C A. B est dit sous-corps de A lorsque
(B, 4+, x) est un corps.
Proposition 14.40. (K,+, x) corps, B C A. B est un sous-corps de A ssi les quatre
propriétés suivantes sont vérifiées :
(i) (B,+) est un sous-groupe de (A,+).
(ii) x est stable dans B.
(iii) 14 € B.
(iv) Vo € B\{04}, 27! € B.
Exemple 14.41. Z[i] = {a + bi, (a,b) € Z?} est un sous-anneau de C.

Notation 14.42. (A, +, x) anneau. On note A* (ou A’ ou U(A)) l’ensemble des éléments
inversibles de A (pour X ).

Proposition 14.43. (A, +, x) anneau. (A*, x) est un groupe.
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II.2 Regles de calcul
Définition 14.44. (A, +, x) anneau. (a,b) € A t.q. ab = ba et n € N*.

(a+b)" =Y (Z) ak ok, (i)

k=0

n—1
a —b" = (a—0b) Z akpr—1k, (ii)
k=0

I1.3 Morphismes d’anneaux et de corps

Définition 14.45 (Morphisme d’anneaux ou de corps). (A, +, X) et (B,+, x) deuz an-
neauz (ou corps). On dit que ¢ : A — B est un morphisme d’anneaux (ou de corps)
lorsque :

V(a.b) € 42, d(a+b) = é(a) + H(0), (i)
W(a,b) € 42, d(ab) = d(a) (), (i)
6(14) = 1p. (i)

Vocabulaire 14.46. (A,+, x) et (B,+, x) deux anneauz (ou corps). ¢ : A — B un
morphisme d’anneauz (ou de corps).

(i) ¢ est dit isomorphisme si ¢ est bijectif.
(ii) ¢ est dit automorphisme si ¢ est un isomorphisme et A = B.

Proposition 14.47. id est le seul automorphisme de (Z,+, x), de (Q, +, x) et de (R, +, X).

Démonstration. Soit 1) un automorphisme de (R, +, x) (oude (Z, 4, x) oude (Q, +, x)).
Dans tous les cas, commencer par montrer que Vn € Z, 1¥)(n) = n. Montrer ensuite que
Vr € Q, ¥(r) = r. Montrer que ¢ . Pour 2 € R construire deux suites (u,) € QY et
(vn) € QN t.q. ¥n €N, u, < < vy et limy, sy oo Uy = limy, 400 vy = 2. En déduire que
Y(z) = x. O

Proposition 14.48. (A,+, x) et (B,+, xX) deur anneauzr. ¢ : A — B un isomorphisme
d’anneauz. Alors ¢p(A*) = B*.

Proposition 14.49. (A, +, x) et (B, +, X) deux anneaux. A X B est un anneau muni des
lois produits, et (A x B)* = A* x B*.

Lemme 14.50 (Lemme chinois). (m,n) € (N*)Q, m An = 1. Alors application
' |(Z/ng) — (Z/mZ) x (Z/nZ)
' s (27, 7")

est un isomorphisme d’anneauz.

Corollaire 14.51. (m,n) € [2,+o0o[?, m An = 1. En notant ¢ lindicatrice d’Euler (voir
définition 13.63), on a :

p(mn) = p(m)e(n).
Corollaire 14.52. n € [2, +oco[. Alors
1 1
(p(n) = H ) (pvp(n)) = H pvp(n) (1 — ) =n H <1 — ) .
pGPn pePn p
Théoréme 14.53 (Théoréme d’Euler). (a,n) € (N*)?, a An =

a?™ =1 [n].
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IT.4 Idéaux d’un anneau

Notation 14.54. Dans ce paragraphe, (A, 4+, x) est un anneau commutatif.

Définition 14.55 (Idéal). I C A. I est dit idéal de A lorsque :
(i) (I,4) est un sous-groupe additif de (A,+).
(ii) Ya€e A, al C 1.

Proposition 14.56. Les idéaux de Z sont les nZ, n € N.

Proposition 14.57. I,J deuz idéaux de A. Alors INJ et [+J ={z+y, (z,y) € I x J}
sont des idéauz de A.

Proposition 14.58. a € A. Alors aA = {ax, © € A} est un idéal de A.

Définition 14.59 (Idéal principal). On dit qu’un idéal I de A est principal si Ja € A, I =
aA. On dit gu’un anneau est principal si tous ses idéaux sont principauz.

Proposition 14.60. (m,n) € (N*)%,
mZ+nZ = (mAn)Z et mZNnZ = (mV n)Z.

Remarque 14.61. On démontre cette propriété en utilisant uniquement les définitions
13.19 et 13.20, et aucune autre propriété du PGCD et du PPCM. De plus, on peut ainsi
définir le PGCD et le PPCM dans des anneaux principauz autres que Z.
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Polynomes

I Généralités
1.1 Définition

Définition 15.1 (Suite & support fini). On dit qu’une suite u € KN est a support fini si
lensemble {n € N, u,, # 0}, dit support de u, est fini.

Notation 15.2. Dans la section I, on notera A l’ensemble des suites a support fini.

1.2 Lois de composition interne

Définition 15.3 (LCI sur A). On définit les LCI + et x, pour (u,v) € A2, par :

n
U+ v = (Up + Vn)nen et U XV = (Z ui'Uni) .

Proposition 15.4. (A, +, X) est un anneau commutatif.

Notation 15.5. On définit, pour n € N, la suite e,, € A par

1 sik=n

Yk €N, (en)y = { 0 sinon

Proposition 15.6. Vn € N, (e1)" = e,,.
1.3 Loi de composition externe
Définition 15.7 (LCE sur A). On définit la LCE -, pour (\,u) € K x A, par :

Aru= ()‘un)nEN'
Vocabulaire 15.8 (Combinaison linéaire). Soit (u;)ien une famille d’éléments de A.
On appelle combinaison linéaire (finie) de (u;)ien toute suite du type Y 8_o Niyui,, 0U
(Aio,...,)\ip) e Krtt,

Proposition 15.9. Toute suite u € A est combinaison linéaire finie de la famille (e)nen.
De plus u s’écrit u = ) oy uker, et cette écriture est unique.
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Notation 15.10. On note X =e1, et Vn € N, X" = (e1)" = e,. Soit P € A. On a donc
montré que P s’écrit de maniére unique

P=> NXF,
keN

ot A\ = P € A. L’ensemble A est noté K[X]|, ses éléments sont dits polynémes, et les
(Ak)ken sont dits coefficients de P.

Vocabulaire 15.11. Pour k € N, A\, € K, le polynéme A\, X* est dit monéme. De plus,
tout polynome de la forme M\gX° est dit constant.

I.4 Composition de deux polynémes

Définition 15.12 (Composition). (P,Q) € K[X]?, avec P = 3 ey M X*. On définit alors

PoQ=> NQF e K[X].

keN
Proposition 15.13.
V(P,Q,R) € KIX]’, (P+Q)oR=(PoR)+(QoR), (i)
Y(P,Q,R) e K[X]?, (PxQ)oR=(PoR)x(QoR), (ii)
Y(P,Q,R) e K[X]?, (PoQ)oR=Po(QoR). (iii)

Définition 15.14 (Parité). P € K[X]. On dit que P est pair lorsque Po (—=X) =P ; on
dit que P est impair lorsque P o (—X) = —P.

Proposition 15.15. P € K[X], avec P = Y ey M XF.
P est pair <= Vk € N, Aypy1 = 0 <= 3Q € K[X], P = Qo X°. (i)
P est impair <= Yk €N, Ayy =0 < 3Q € K[X], P= X (Q o X2) . (i)

Notation 15.16. (P, Q) € K[X]?. On notera souvent P(Q) a la place de P o Q.

IT Degré d’un polynéme

IT.1 Généralités

Définition 15.17 (Degré). A = 3oy ax X" € K[X]. Si A # 0, Uensemble {k € N, ay, #
0} admet un plus grand élément noté deg A, et dit degré de A. Si A = 0, alors deg A =
—00.
Proposition 15.18. (A, B) € K[X]?.

(i) degA e N« A #0,

(ii) deg A € N* ssi A non constant,

(iii) deg(A + B) < max(deg A, deg B) avec égalité dés que deg A # deg B,

(iv) deg(AB) = deg A + deg B.
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Corollaire 15.19. (Ay,...,4,) € K[X?.

i€[[1,p]

deg <ZA ) < max (deg 4;), (i)

p p
deg (H Ai> = Zdeg A;. (ii)
i=1 i=1

Vocabulaire 15.20. A = ", .y ax X* € K[X]. Le coefficient ag est dit coefficient constant.
Si A # 0, le coefficient aqeg o est dit coefficient dominant, et le mondme adegAXdegA est
dit monome de plus haut degré.

Notation 15.21. m € N. On note K,,,[X] = {P € K[X], deg P < m}.

deg A si A#0

Proposition 15.22. A € K[X], A € K. Alors deg(\A) = { oo sinon

Proposition 15.23. m € N. K,,,[X] est stable par combinaison linéaire.

I1.2 Intégrité de K[X] et éléments inversibles
Proposition 15.24. (K[X],+, X) est un anneau intégre.
Corollaire 15.25. (A, B,C) € K[X]\{0} x K[X].
AB=AC = B=_C.
Proposition 15.26. K[X]* = {P € K[X], degP = 0}. Autrement dit, les éléments

inversibles de K[X] sont les polynémes constants non nuls.

I1.3 Degré et composition

Proposition 15.27. (A, B) € K[X]?, B non constant. Alors deg(A o B) = deg Adeg B.

III Divisibilité dans K[X]

Définition 15.28 (Divisibilité). (A, B) € K[X]%. On dit que A divise B, noté A | B
lorsque 3C € K[X], B = AC.

Notation 15.29. A € K[X]. On note AK[X] = {AC, C € K[X]}.

Proposition 15.30. A € K[X]|. AK[X] est un idéal de K[X].

Définition 15.31 (Polynémes associés). (A, B) € K[X]?. A et B sont dits associés lorsque
A|BetB]|A.

Proposition 15.32. (A, B) € K[X]2. A et B sont associés ssi IN € K*, B = \A.

Vocabulaire 15.33. A = >, .yap X" € K[X]|\{0}. A est dit unitaire (ou normalisé)

lorsque ageg A = 1. Le polynome A* = dl AA est dit polyndme normalisé de A.
eg

Proposition 15.34. Deux polyndmes unitaires associés sont égauz.

Proposition 15.35. A € K[X]\{0}. Alors A* est l'unique polynéme unitaire de K[X]
vérifiant A*K[X] = AK[X].
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Proposition 15.36.
V(A, B) € K[X]?, A| B <= BK[X] C AK[X]. (i)
V(4, B) € (K[X]\{0})?, AK[X] = BK[X] <= A et B associés <= A* = B*. (i)
Théoréme 15.37 (Division euclidienne). (A, B) € K[X] x K[X]\{0}.
3(Q,R) e K[X]?, A= BQ + R et degR < deg B.

Démonstration. Existence par récurrence. P(n) : VA € K,[X], 3(Q, R) € K[X]?, A =
BQ + R et deg R < deg B. Vérifier d’abord P(deg B — 1). Supposer ensuite P(n) vraie
et considérer un polynéme A € K[X] t.q. degA = n + 1. En notant a le coefficient
dominant de A, b le coefficient dominant de B et p = deg B, poser A" = A — ¢ BX ntl-p,
Vérifier que deg A" < n et utiliser P(n) pour écrire A’ = Q'B + R, avec deg R < deg B
puis A = (%X”H_p + Q') B+ R. Dot P(n + 1). Unicité. Supposer A = BQy + Ry =
BQ2 + Ro, avec deg Ry < deg B, deg Ry < deg B. Ecrire B(Q1 — Q2) = Re — Ry. Or
deg(R2 — R1) < max(deg Rj,deg Ry) < deg B, d’ou deg B + deg(Q1 — @2) < deg B, ou
encore deg(Q1 — Q2) < 0, donc deg(Q1 — Q2) = —o0, i.e. Q1 = Q2 et Ry = Ro. O

Corollaire 15.38. K[X] est principal.

Démonstration. Soit I un idéal de K[X]. Poser H = {deg P, P € I\{0}}. Montrer que
H admet un plus petit élément dy puis choisir Py € I de degré dy. Montrer alors grace a
la division euclidienne que I C PyK[X] (I'inclusion réciproque est claire). O

IV Arithmétique dans K[X]

IV.1 Congruences

Définition 15.39 (Congruences). A € K[X]\{0}. On définit la relation de congruence
modulo A sur K[X]| par P=0Q [A] ssi (P — Q) € AK[X].

Proposition 15.40. La congruence modulo A est une relation d’équivalence sur K[X],
compatible avec + et X :

[A]
A

Y(P,Q,R,S) € K[X]%, A

Q
S

P P+R=Q+S 4]
R }:{PszQxS [A]

IVv.2 PGCD

Définition 15.41 (PGCD). (A, B) € K[X]| x K[X]\{0}. On appelle un PGCD de A et B
tout polynome de degré mazximal divisant A et B.

Lemme 15.42. (A4, B) € K[X] x K[X]\{0}. On pose A = BQ + R, avec (Q, R) € K[X]?,
deg R < deg B. Alors les PGCD de A et B sont les PGCD de B et R.

Théoréme 15.43 (Algorithme d’Euclide). (4, B) € (K[X]\{0})?, degA > degB. On
note Ry = A, Ry = B. Tant que Ry,...,Ry11 sont tous non nuls, on pose R, =
Ryi1Qni1 + Rpyo, avee (Qni1, Rnyo) € K[X]? et deg Ryio < deg R,y1. Alors il existe
N € N choisi minimal t.q. Ryy1 =0, et Ry est un PGCD de A et B.

Démonstration. Méme démonstration que dans Z (voir théoreme 13.23). O
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Théoréme 15.44 (Egalité de Bézout). (4, B) € (K[X]\{0})?, A un PGCD de A et B.
(U, V) e K[X)?, AU + BV = A.
Démonstration. Méme démonstration que dans Z (voir théoréme 13.27). O

Proposition 15.45. (A, B) € K[X] x K[X]\{0}.

(i) L’ensemble des diviseurs communs de A et B est l’ensemble des diviseurs d’un PGCD
de A et B.

(ii) Tous les PGCD de A et B sont associés.

Définition 15.46 (PGCD). (A, B) € K[X] x K[X]|\{0}. Il existe un unique PGCD uni-
taire de A et B, dit le PGCD de A et B, et noté AN B.

Proposition 15.47. (A, B) € K[X]| x K[X]\{0}.
AK[X] + BK[X] = (A A B)K[X].

Corollaire 15.48. (4, B,C) € K[X] x (K[X]\{0})2. (CA) A (CB) = C*(A A B).

IV.3 PPCM

Définition 15.49 (PPCM). (4, B) € (K[X]\{0})%. On appelle un PPCM de A et B tout
polynéme non nul de degré minimal multiple de A et de B.

Proposition 15.50. (A4, B) € (K[X]\{0})?. Tous les PPCM de A et B sont associés.

Définition 15.51 (PPCM). (A, B) € (K[X]\{0})2. II existe un unique PPCM unitaire
de A et B, dit le PPCM de A et B, et noté AV B.

Proposition 15.52. (A4, B) € (K[X]\{0})*.
AK[X] N BK[X] = (AV B)K[X].

Corollaire 15.53. (4, B,C) € (K[X]\{0})®. (CA) vV (CB) = C*(AV B).

IV.4 Polynémes premiers entre eux

Définition 15.54 (Polynomes premiers entre eux). (A, B) € (K[X]\{0})?. On dit que A
et B sont premiers entre eux lorsque AN B = 1.

Lemme 15.55 (Lemme de Gauss). (4, B,C) € (K[X]\{0})®. 8i A| BC et ANB =1,
alors A | C.

Théoréme 15.56 (Egalité de Bézout). (4, B) € (K[X]\{0})?.
ANB=1+=3(U,V) € K[X)?, AU+ BV = 1.

De plus, dans ce cas et a condition que deg A > 1, deg B > 1, il existe un unique polynome
U t.q. degU < deg B, et on a alors degV < deg A.
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Démonstration. L’implication (=) découle du théoreme 15.44, 'autre est facile & démon-
trer. Existence de U et V vérifiant degU < deg B, degV < deg A. Supposer AAB = 1. Soit
(Uo, Vo) € K[X]? t.q. AUy+BVy = 1. Onaalors AU+BV = 1 <= A(U~Uy) = B(Vy—V).
Supposer (U, V) solution, utiliser le lemme 15.55 pour en déduire que A | Vi — V. Donc
(U, V) = (Up+ QB,Vh — QA), avec Q € K[X]. Vérifier réciproquement que ces couples
conviennent. Utiliser alors la division euclidienne : Uy = QB + R, (Q,R) € K[X]? et
deg R < deg B. Choisir U = R, V = Vj + QA, et vérifier que U et V conviennent (ils
sont solutions de AU + BV =1 et degU < deg B, degV < deg A). Montrer 'unicité de
maniere classique. ]

Proposition 15.57. (4, B,C) € (KIX]\{0})%. (P1,...,Py) € (K[X]\{0})".

AA(HB>_1<:>v¢eﬂl,nﬂ,AA3_1. (i)
i=1
AANB=1=V(k,{) € (N)?, Ak A B =1. (ii)
B|A
C|A } = BC|A. (iii)
BAC =1
A= (AANB)A
(A1, A2) €K[X]?,{ B=(AAB)B; . (iv)
AiNB =1
(AAB)(AV B) = A*B*. (v)

IV.5 PGCD et PPCM de n polyndémes

Définition 15.58 (PGCD). (44,...,A4;,) € (K[X]\{0})". On appelle PGCD de Ay, ..., A,
tout polynome de degré maximal divisant chacun des A;, i € [1,n].

Définition 15.59 (PPCM). (Ay,...,A,) € (K[X]\{0})". On appelle PPCM de Ay, ..., A,
tout polynoéme non nul de degré minimal multiple de chacun des A;, i € [1,n].

Proposition 15.60. (Aj,..., A4,) € (K[X]\{0})". P € K[X].
Vi€ [1,n], P| A; <= P divise un PGCD de Ay,..., Ay. (i)
Vi € [1,n], A; | P <= P est multiple d’un PPCM de Ay, ..., A,. (ii)
Corollaire 15.61. Tous les PGCD (resp. PPCM ) de n polynomes non nuls sont associés.

Notation 15.62. (A1,...,4,) € (K[X]\{0})". On note Ay A --- AN A, Uunique PGCD
unitaire de A1, ..., A,. On note A1V ---V A, Uunique PPCM unitaire de Aq, ..., A,.

Proposition 15.63. (4, B,C) € (K[X]\{0})?.
(ANB)ANC =AANBAC. (i)
AK[X] + BK[X] + CK[X] = (A A B A O)K[X]. (ii)
Proposition 15.64. (A4y,...,4,) € (K[X]\{0})". On suppose que V(i,j) € [1,n]?, i #

j:>Ai/\Aj:1.AlO’FSAl\/---\/An: zl:lA;k

76



CHAPITRE 15. POLYNOMES

V  Fonctions polynomiales

V.1 Généralités

Définition 15.65 (Fonction polynomiale). P = 3", .y A\ X" € K[X]. On appelle fonction
polynomiale associée a P la fonction

K—K
Pilg— Z Ak -
keN
Proposition 15.66. L’application ¢ : K[X] — KK définie par ¢ : P —s P est un mor-
phisme d’anneau et on a de plusV(\, P) € KxK[X],A\P = AP et ¥(P,Q) € K[X]%, PoQ =
PoQ.

Notation 15.67. P =", .y \eX* € C[X]. On définit

P=> Nx"
keN
Proposition 15.68. L’application 1) : C[X] — C[X] définie par ¢ : P — P est un
morphisme d’anneau et on a de plus V(\,P) € K x K[X], AP = X P et V(P,Q) €
K[X]?, Po@=PoQ.

Proposition 15.69. VP € C[X]|, P = P.

V.2 Racines d’un polynéme

Définition 15.70 (Racine d’un polynéme). P € K[X], a € K. On dit que a est racine de
P lorsque P(a) = 0.

Lemme 15.71. P € K[X], a € K. Le reste de la division euclidienne de P par X — a est
P(a)XV.
Proposition 15.72. P € K[X], a € K. a est racine de P ssi X —a | P.

Définition 15.73 (Multiplicité d’une racine). P € K[X]|\{0}, a € K, m € N. On dit que
a racine de P est de multiplicité m lorsque (X —a)™ | P et (X —a)™ { P. On dit que
a est de multiplicité O lorsque a non racine de P.

Vocabulaire 15.74. P € K[X|\{0}, a € K. Si a est de multiplicité 1, a est dit racine
simple ; st a est de multiplicité strictement supérieure a 1, a est dit racine multiple.

Proposition 15.75. P € K[X]|\{0}, a € K, m € N.

P=Q(X —a)"
Qla) #0

Proposition 15.76. P € C[X|\{0}, a € C, m € N. a est racine de multiplicité m de P
ssi @ est racine de multiplicité m de P.

a racine de multiplicité m de P <= 3Q € K[X], {
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V.3 Nombre de racines d’un polynéme

Proposition 15.77. P € K[X|\{0}, (a1,...,a,) € K", (m1,...,m,) € (N*)", avec a1 <
s K ar_

Vi € [1,7], a; racine de multiplicité m; de P

P=qQ szng — ;)™

Vi e [[LT]L Q(az) 7é 0
Vocabulaire 15.78. P = Q[[;_; (X —a;)™ € K[X]\{0}, avec (a1,...,a,) € K", (m1,...,m,) €
(N*)" et Q € K[X], ot Q n'admet aucune racine dans K. Alors on dit que P a Y;_; m;

racines comptées avec leur multiplicité. Si de plus deg @Q = 0, on dit que P est scindé sur
K.

<~ 3Q € K[X], {

Proposition 15.79. P € K[X]|\{0}. P posséde au plus deg P racines comptées avec leur
multiplicité.

Corollaire 15.80. (x¢,...,z,) € K" (yo,...,yn) € K" avec 29 < -+ < . On
suppose ici K =R ou C.
P e K,[X], Vi € [0,n], P(x;) = y;.

H;;&Z(IZ_%)
convient. Unicité. Utiliser la contraposée de la proposition 15.79. O

Démonstration. Existence. Poser P = Y1 jvy;L;, avec L; = . Vérifier que P

V.4 Identification entre fonctions polynomiales et polynémes
Proposition 15.81. Le morphisme d’anneauz 1 : K[ X] — KX défini par ¢ : P — P
est injectif.

V.5 Relation entre coefficients et racines

Définition 15.82 (Fonctions symétriques). (Ai,...,Ap) € KP. On définit les fonctions
symétriques élémentaires o1,...,0, de A1,..., A, par :

VkE[[l,p]],O'k: Z )‘11)‘74@

1<i1 < <ip<p

Proposition 15.83. P € K[X]|\{0} scindé sur K. On suppose P = n[[i_;(X — a;)™ =
S ken MXF. On note p = deg P.

Vk € [[Lp]]v Ap—k = (71)k)‘p0-k

VI Dérivation

VI.1 Généralités

Définition 15.84 (Dérivée d'un polyndme). P = >,y X" € K[X]. On définit la
dérivée de P comme étant le polynome

Pl=3" kxXFL
keN*

On définit de plus par récurrence les dérivées successives de P : PO = p et V) €
N, PU+1) = (p(j))'_
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Proposition 15.85.

VP € K[X], P' =0 <= P polynéme constant. (i)

VP € K[X], Vj € [0,deg P], deg PY) = deg P — j. (ii)

VP e K[X]\{0}, pPUFdeeP) — . (iif)

(P+Q) =P +qQ

V(P,Q,\) € KIX]? x K, E )) SRR (iv)
(PoQ) =Q" - (P'oQ)

vP e RIX), P' = (P)". v)

vPeClx), P = (P). (vi)

Théoréme 15.86 (Formule de Leibniz). (P, Q) € K[X]?, n € N.

PQM =Y (Z) PRIk,

keN

VI.2 Formule de Taylor et conséquences
Proposition 15.87. P € K[X]|\{0}, a € K.

deg P

P = Z —a)®.

Démonstration. Supposer d’abord a = 0 et montrer I’égalité voulue. Pour a € K quel-

conque, poser Q = Po(X +a). Utiliser la premiére étape pour écrire Q) = Zdeg@ Q(M( )Xk

puis en déduire ’égalité souhaitée en utilisant P = Q o (X — a). O

Remarque 15.88. On sait que tout polynome P € K[X] s’écrit sous la forme P =
Y keN M XE de maniére unique. De plus, pour tout a € K, P peut s’écrire sous la forme
P = 1en k(X — a)F de maniére unique.

Lemme 15.89. P ¢ K[X], a € K, m € N*. Le reste de la division euclidienne de P par

(X —a)™ est Y74 P(k>,(a) (X —a)k.

Proposition 15.90. P € K[X]|\{0}, a € K, m € N*.

a racine de multiplicité m de P
Vk € [0,m — 1], P®)(a) = 0
™ (a) # 0

<= a racine de multiplicité (m — 1) de P'. (ii)

: (i)

a racine multiple de P <= P'(a) = P(a) = 0. (iii)
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VII Polynémes irréductibles

VII.1 Généralités

Définition 15.91 (Polynome irréductible). P € K[X|\Ko[X]. P est dit irréductible dans
K[X] lorsque

Y(Q,H) e K[X]?, P = QH — Q constant ou H constant.
Proposition 15.92. P € K[X]|\Kq[X].

deg P = 1 = P irréductible. (i)
deg P > 2 et P admet une racine dans K = P non irréductible. (ii)
Proposition 15.93. P € K[X]\K[X] irréductible.
VAeK[X], P|Aou PNA=1. (i)
V(A1,..., Ay) € K[X]™, P | (H Ai> < Ji € [1,n], P| A;. (i)
i=1

Définition 15.94 (Valuation P-adique). P € K[X]\Ko[X] érréductible. A € K[X]\{0}.
On appelle valuation P-adique de A [’entier
vp(A) = max{k € N, P¥ | A}.
Lemme 15.95. P € K[X]|\Ko[X] #rréductible. (A, B) € (K[X]\{0})?. Alors vp(AB) =
UP(A) + vp(B).
Proposition 15.96. P € K[X|\Ko[X] #rréductible. (A, B) € (K[X]\{0})>.
A ’ B — ’Up(A) < UP(B).

VII.2 Décomposition d’un polynéme

Proposition 15.97.
VA € KIX\Ko[X], 3(P1,...,P) € K[X]" drréductibles unitaires,

,
Hay,...,ar) € (NH)", IN €K, A=A]] P
i=1

De plus, cette écriture est unique da l'ordre prés des facteurs (en supposant V(i,j) €

[Lr]% i#j= P #F;).

Démonstration. Existence. Par récurrence forte. Unicité. Supposer A = [[i_; P/ =
Y sz Montrer que Vi € [1,r], 35 € [1,s], P, = Qj, et inversement. En déduire

que {P1,..., P} = {Q1,...,Qs}. Montrer ensuite que Vi € [1,r], oy = vp,(A) et Vj €

[1,s], Bi = vg,(A). D’ott I'unicité de I’écriture. O

Proposition 15.98. (4, B) € (K[X]\{0})%. On écrit A = N[[_, P*, B = u[[i_, P,

avec (Pi,...,Py) € K[X]|" irréductibles unitaires, (a,...,a,) € N', (B1,...,5,) € N7,

(A1) € (K7)’.

A|B<=Vie[l,r], & < Bi, (i)

AANDB = H Pimin(aiﬂi)’ (11)
=1

Av B = [ B, (i)
=1
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VII.3 Décomposition dans C[X]

Théoréme 15.99 (Théoreme de d’Alembert-Gauss). Tout polynéme non constant de
C[X] admet au moins une racine dans C.

Corollaire 15.100. Tout polynéme non constant dans C[X] est scindé dans C[X].
Démonstration. Par récurrence sur le degré. O

Proposition 15.101. Les polynomes irréductibles de C[X| sont les polynomes de degré 1.

VII.4 Décomposition dans R[X]

Proposition 15.102. P € K[X]\Ko[X]. P est scindé ssi le degré de P est égal au nombre
de racines de P comptées avec leur multiplicité.

Proposition 15.103. Les polynomes irréductibles dans R[X] sont les polynomes de degré
1 et les polynomes de degré 2 sans racines réelles.

Démonstration. Montrer d’abord que les polynémes de degré 1 et les polynémes de
degré 2 sans racines réelles sont irréductibles dans R[X]. Réciproquement, prendre un
polynoéme P t.q. deg P > 3 (si deg P = 2 et P admet une racine réelle, P n’est clairement
pas irréductible). P admet une racine complexe o d’aprés le théoreme 15.99. Si a € R,
factoriser P par (X — a) € R[X], sinon @ est aussi racine et on peut factoriser P par
(X —a)(X —a) € RIX]. Donc P n’est pas irréductible. O
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Fractions Rationnelles

I Généralités

Notation 16.1. Soit R la relation définie sur K[X] x K[X]\{0} par
(A, BYR(C, D) <= AD = BC.

Proposition 16.2. R est une relation d’équivalence.

Définition 16.3 (Fraction rationnelle). Pour (4, B) € K[X] x K[X]\{0}, on note 4 la
classe d’équivalence de (A, B), dite fraction rationnelle. L’ensemble des fractions ration-
nelles est noté K(X).

Remarque 16.4. On dit que K[X]| C K(X) au sens ou il existe une injection K[X] —
K(X).

Définition 16.5 (LCI sur K(X)). Pour (%, %) € K(X)2, on définit les LCI + et x par :

A+C_AD+BC’ AXC’_AC
B D~ BD “ B D BD
Proposition 16.6. (K(X),+, x) est un corps.

Proposition 16.7 (Ecriture normalisée). F' € K(X)\{0}.

PAQ=1
(P, Q) € K[X] x K[X]\{0}, ¢ @ unitaire .
F=2
Q

On dit que g est un représentant irréductible et normalisé de F'.
Définition 16.8 (Composition). Pour 4 € K(X), P € K[X]\Ko[X], on définit

A Ao P
P =
BoP

(0]
On dit que F' est paire lorsque F o (—X)=F; on

B
Définition 16.9 (Parité). F € K(X).
X)=—F.

dit que F est impaire lorsque F o (—
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Notation 16.10. % € C(X). On définit

C
Proposition 16.11. L’application 7 est un automorphisme de corps.

Proposition 16.12. VF € C(X), FeER(X) <= F=F.

IT Degré, dérivation et racines

II.1 Degré
Définition 16.13 (Degré). % € K(X). On définit deg % = deg A — deg B.
Proposition 16.14. (F,G) € K(X)2.

deg F' = —oc0 <= F =0, (i)
deg(F + G) < max(deg F,deg G) avec égalité dés que deg F' # deg G, (ii)
deg(FG) = deg F + deg G. (iii)

I1.2 Dérivation

Définition 16.15 (Dérivée d’une fraction rationnelle). % € K(X). On définit la dérivée
de % comme étant la fraction rationnelle
(A)’ _ A'B-ApB’

B B2

S/

0
On définit de plus par récurrence les dérivées successives de % : (%)( ) = et Vj €
A\ U+ NGV
N(5)7 = ((3)7)
Proposition 16.16. (F,G) € K(X)?, A € K.
(F+GQ) =F +G e (\F)=XF e (FG)=FG+FqG.

I1.3 Fonctions rationnelles

Définition 16.17 (Fonction rationnelle). % € K(X). On appelle fonction rationnelle
associée a % la fonction

K\ — K

A -

(B> : T — jil(m) ’
B(x)

avec # = {p e K, B(p) = O}.
Proposition 16.18. (F,G) € K(X)?, A € K.
F+G=F+G et \F=AF et FG=FG.
Proposition 16.19. K=R ou C. (F,G) € K(X)2. Si F et G sont égales en un nombre
infini de points, alors F = G.
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II.4 Racines et pdles d’une fraction rationnelle

Définition 16.20 (Racines et pdles d’une fraction rationnelle). % € K(X). On appelle
racine de % de multiplicité m toute racine de A de multiplicité m ; on appelle pole de &
de multiplicité m toute racine de B de multiplicité m.

Proposition 16.21. F € K(X), a € K. a racine de F < F(a) = 0.

III Décomposition d’une fraction rationnelle en éléments
simples dans K(X)

ITII.1 Partie entiere

Proposition 16.22 (Partie entiére d’une fraction rationnelle). F' € K(X).
MEr,G) e KIX]xK(X), F=FEr+G et degG < 0.

Er est dite partie entiere de F'.

Démonstration. Avec F = 4 écrire la division euclidienne de A par B. O

B>

Proposition 16.23. F' = % € K(X). On note Er la partie entiére de F.

deg A < degB = Er = 0. (i)
degA:dengEp:%, (ii)

ot a et b sont les coefficients dominants respectifs de A et B.

Proposition 16.24. V(F,G) € K(X)?, V(\, u) € K%, Expyuc = AEp + pEg.

II1.2 Décomposition d’une fraction rationnelle

Définition 16.25 (Décomposition en éléments simples). F' = % € K(X), avec B unitaire.

On écrit B = [[i—; P/, avec (P,...,P.) € K[X]" irréductibles unitaires deuz d deux
distincts, (aq,...,a,) € (N*)". Alors toute écriture de la forme
r oy Vi
F = Ep + Z Z =2 )
M i=1 Pt

partie entiére de

partie polaire associée a P;

est dite décomposition en éléments simples de F' dans K(X), ou les V; j sont des polynomes
vérifiant degV; ; < deg P;.

Lemme 16.26. (P,Q1,Q2) € K[X] x (K[X ]\{0}) ,avec Q1 ANQ2 =1 el degﬁ <0.
P U U-
30, U) €KIXP, o= 5ot

et deglU; < deg@q et degUs < degQa.

Démonstration. Utiliser Bézout pour écrire AQq + BQs = 1, avec (4, B) € K[X]%.
En déduire APQ, + BPQs = P. Ecrire la division euclidienne de AP par Qq : AP =
WQs + Us, avec deg Us < deg Q2. Poser alors Uy = BP + Q1 W, puis vérifier que Uy et Us
conviennent. O
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Lemme 16.27. (U,Q) € K[X] x K[X]\{0}, n € N* t.. deg {5z < 0.

U "V
3Va,..., V) € KX, o = Z@ et Vi € [l,n], degV; < degQ.
k=1

Démonstration. Par division euclidienne de U par @, écrire U = QW +V,,, avec deg V,, <
deg ), donc F' = % + %, et deg % < 0. Justifier alors 'existence de Vi,...,V, par
récurrence descendante. ]

Proposition 16.28. Toute fraction rationnelle admet une unique décomposition en €élé-
ments simples.

Démonstration. Existence. Appliquer le lemme 16.26 puis le lemme 16.27. Ol

IV Détermination des éléments simples

IV.1 Eléments simples associés a (X — «)
Proposition 16.29. F = x=ays € K(X), avec (A, B) € K[X] x K[X]\{0}, 4(a) # 0,
B(a) #0, et n € N*. Alors

Ak

n
FZEF—I—H—FZma

k=1

ot H € K(X), deg H < 0, H n’admet pas o pour pole et

N = /I(a) _ n!ﬁ(a)
" Bla) CW(a)

avec C = (X — a)"B.

IV.2 Quelques régles en pratique
Méthode 16.30. F € K(X). Pour simplifier la décomposition en éléments simples de F,
on peut s’appuyer sur les régles suivantes :

(i) Si F est paire (resp. impaire), on a F(X) = F(=X) (resp. F(X) = —F(-X)),
donc on obtient deuxr décompositions en éléments simples de F. Par unicité de la
décomposition en éléments simples, on obtient des relations entre les coefficients.

(ii) Si F € R(X), on peut décomposer F sur C(X) et utiliser F = F.

(iii) On peut évaluer F en certains points judicieus (y compris en +00).

IV.3 Un exemple important

Proposition 16.31. P € K[X]\{0} scindé sur K, avec K =R ou C. On peut alors écrire
P =\[[_1(X —ag), avec (ai,...,a,) € K", X € K*. On a alors :
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Espaces Vectoriels

I Généralités
1.1 Définition

Définition 17.1 (Espace vectoriel). E un ensemble, + une LCI sur E, - une LCEKXE —
E. On dit que (E,+,-) est un K-espace vectoriel lorsque :
(i) (E,+) est un groupe commutatz'f

A(z+y)=A-xz+ Ay
(i) VO, u) € K2, V(z,y) € B2, { A+p)-z=X-a+p-x .
Axp)-z=X (p-x)
(iii) Vx € B, 1Ig -z = x.
Les éléments de E sont dits vecteurs, les éléments de K sont dits scalaires.

Définition 17.2 (Produit cartésien d’espaces vectoriels). (E,+1,1) et (F,+2,2) deux
K-espaces vectoriels. On définit la LCI 4+ sur E x F par

N(EXF)x(ExF)— ExF
((x1,m2), (y1,y2)) — (@1 +1 Y1, 22 +242)
On définit de méme la LCE - par

KX (ExF)— ExF
(A (21, 22)) — (A1 21, A -2 2) '
Alors (E x F,+,") est un K-espace vectoriel, dit produit cartésien de E et F.

Proposition 17.3. (E, +, ) un K-espace vectoriel, A un ensemble non vide. Alors (E4, +,)
est un K-espace vectoriel.

Exemple 17.4. Pour n € N*, (R", +,-), est un R-espace vectoriel, (C", +,-) est un R-
espace vectoriel et un C-espace vectoriel. (R®, +,.), (RN, 4, -) sont des R-espaces vectoriels.
(K(X),+,-) est un K-espace vectoriel.
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I.2 Regles de calcul dans un espace vectoriel

Proposition 17.5. (E,+,-) un K-espace vectoriel. (z,y) € E?, (A, u) € K2.

(vi) (A= )x—/\x—ux

Vocabulaire 17.6 (Combinaison linéaire). (E,+, ) un K-espace vectoriel. (z1,...,x,) €
E"™. On appelle combinaison linéaire de 1, ..., x, tout vecteur de E du type > j}_i Xk,
ot (A1,...,\n) € K" De méme, pour A C E, on appelle combinaison linéaire (finie)

d’éléments de A toute combinaison linéaire d’un nombre fini d’éléments de A.

II Sous-espaces vectoriels

IT1.1 Généralités

Définition 17.7 (Sous-espace vectoriel). (E,+,-) un K-espace vectoriel. F C E. F est

dit sous-espace vectoriel de E lorsque F' est un espace vectoriel muni des lois induites par
celles de E.

Proposition 17.8. (E, +,-) un K-espace vectoriel. F C E. F' est un sous-espace vectoriel
de Essi F# @ et V(\p) € K2 V(z,y) € E?>, \x + uy € F.

Vocabulaire 17.9 (Vecteurs colinéaires). (E,+,-) un K-espace vectoriel. (u,v) € E%. u
et v sont dits colinéaires lorsque u = 0g ou I\ € K, v = Au.

Définition 17.10 (Droite et plan). (E,+,-) un K-espace vectoriel. (u,v) € (E\{0g})?,
avec u et v non colinéaires. On appelle droite dirigée par u le sous-espace vectoriel D, =

{Au, X\ € K} ; on appelle plan dirigé par u et v le sous-espace vectoriel {\u + pv, (A, u) €
K?}.

II.2 Opérations ensemblistes et espaces vectoriels

Proposition 17.11. (E,+,-) un K-espace vectoriel. (F;);c; une famille de sous-espaces

vectoriels de F/, ou I est un ensemble quelconque. Alors (\;c; F; est un sous-espace vectoriel
de E.

Définition 17.12 (Espace vectoriel engendré par une partie). (F,+,-) un K-espace vec-
toriel. A C E. On appelle espace vectoriel engendré par A, noté Vect(A), le plus petit
sous-espace vectoriel de E contenant A.

Lemme 17.13. (E,+,:) un K-espace vectoriel. F' un sous-espace vectoriel de E. Alors
toute combinaison linéaire d’éléments de F' est dans F'.

Proposition 17.14. (E,+,) un K-espace vectoriel. A C E, A # &. Alors Vect(A) est
Uensemble des combinaisons linéaires d’éléments de A.
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II.3 Somme de sous-espaces vectoriels

Notation 17.15. (E,+,-) un K-espace vectoriel. F,..., F, n sous-espaces vectoriels de
E. On note
n n n
S F= {zfi, (Frv.osfu) € HF}
i=1 i=1 i=1
Proposition 17.16. (E,+,-) un K-espace vectoriel. F,...,F, n sous-espaces vectoriels
de E.
n n
Vect (U F) =) F.
i=1 i=1

II.4 Somme directe de deux sous-espaces vectoriels

Définition 17.17 (Somme directe). (E,+,-) un K-espace vectoriel. Fy, Fy deuz sous-
espaces vectoriels de E. On dit que la somme Fy + Fb est directe, et on la note alors
Fy @ Fs, lorsque Vo € (Fy 4+ F), 3(f1, f2) € F1 X Fo, © = f1 + fo.

Proposition 17.18. (E,+,-) un K-espace vectoriel. Fy, Fy deuz sous-espaces vectoriels
de E.

Fy + F; est directe <= Y(f1, fa) € F1 X F5, 0Op = fi+ fa= f1 = fa=0g (i)
<— M NF= {OE} (ii)

Définition 17.19 (Sous-espaces vectoriels supplémentaires). (E,+,-) un K-espace vecto-
riel. F1,Fy deux sous-espaces vectoriels de E. On dit que Fy et Fy sont supplémentaires
lorsque F1 @ Fo = F.

Proposition 17.20. (E,+,-) un K-espace vectoriel. F1, Fy deuz sous-espaces vectoriels
de E. Fy et Fy sont supplémentaires ssi Fy + Fo = E et Fy N Fy, = {0g}.

Proposition 17.21. On note P = {f e RE f paire}, I= {f e RE, f impaire}.
RE=PoT.

I1.5 Somme directe de n sous-espaces vectoriels

Définition 17.22 (Somme directe). (E,+,-) un K-espace vectoriel. Fi,..., F, n sous-
espaces vectoriels de E. On dit que la somme Y ;| F; est directe lorsque

Vee Y F, Afi.....fa) e[[Fa=>_ [
=1 =1 i=1

On note alors cette somme

Proposition 17.23. (E,+,-) un K-espace vectoriel. F1,...,F, n sous-espaces vectoriels
de E.

n
ZFi est directe
i=1

= V(f1,.. L f) €[] Fi 0 =) fi=Vie[L,n], fi =0g.
=1

i=1
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Proposition 17.24. (E,+,-) un K-espace vectoriel. Fy,..., F, n sous-espaces vectoriels
de E. Si 311 F; est directe, alors V(i,5) € [1,p]?, i # j = F;NF; = {0g}.

Proposition 17.25. (E,+,-) un K-espace vectoriel. F1,...,F, n sous-espaces vectoriels
de E. Si E = @;_, F;, alors pour tout j € [1,n], un supplémentaire de F} est

P F.

1<i<n

i#]
IIT Familles libres, génératrices et bases

III.1 Systemes finis de vecteurs

Vocabulaire 17.26 (Systéme fini de vecteurs). (E, +, ) un K-espace vectoriel. On appelle
systéme fini de vecteurs toute suite (x1,...,z,) € E™.

Définition 17.27 (Systeme libre ou lié). (E,+,-) un K-espace vectoriel. (x1,...,x,) un
systeme de n vecteurs de E. On dit que le systéme (x1,...,x,) est libre lorsque

V(A1 .., A) €KY, Z)\ixi =0p = Vi € [1,n], \; = Ok.
=1

On dit que le systéme (z1,...,x,) est lié s’il n’est pas libre.
Proposition 17.28. (E,+,-) un K-espace vectoriel. (x1,72) € E%. Le systéme (w1, x2)
est li€ ssi x1 et xo sont colinéaires, i.e. x9 = 0 ou IN € K, 1 = Azs.
Proposition 17.29. (E,+,-) un K-espace vectoriel. (z1,...,x,) € E™.
(1) (z1,...,2p) lié ssi F(A\1,..., ) € KN\{(Ok,...,0x)}, Diq Nizi = 0p.
(i

) Un systéme contenant un vecteur nul est lié.
(iii) Un systéme contenant deux vecteurs colinéaires est lié.
(iv) Un systéme est lié ssi un des vecteurs est CL des autres.

Proposition 17.30. (E,+,-) un K-espace vectoriel. (x1,...,z,) € E™. (x1,...,2,) est
libre ssi tout vecteur de E s’écrit d’au plus une fagon comme combinaison linéaire de
TlyeeeyTp.

Proposition 17.31. (E,+, ) un K-espace vectoriel. (x1,...,x,) € E™ libre. x € E. Alors
(x1,...,Tpn,x) est lié ssi x € Vect(x1,...,2p,).

Vocabulaire 17.32 (Sur-systéme et sous-systeme). (E, +, -) un K-espace vectoriel. (z1,. ..
E™. On appelle sur-systéme de (z1,...,xy,) tout systéme contenant (x1,...,xy,). On ap-
pelle sous-systeme de (z1,...,%,) tout systéme dont (x1,...,x,) est sur-systéme.
Proposition 17.33.

(i) Tout sous-systéme d’un systéme libre est libre.

(ii) Tout sur-systéme d’un systéme lié est lié.
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III.2 Systémes générateurs

Définition 17.34 (Famille génératrice). (E, +, ) un K-espace vectoriel. On dit que (x1,...,xy,) €
E" est une famille génératrice (ou systéme générateur) de E lorsque E = Vect(x1,...,zy).

Proposition 17.35. (E,+,:) un K-espace vectoriel. Tout sur-systéme d’un systéme gé-
nérateur de E génére F.

Proposition 17.36. (E,+,-) un K-espace vectoriel. (z1,...,x,) € E™ un systéme géné-
rateur de E. H un systéme de vecteurs de E.

H génére E <= Vi € [1,n], z; € Vect(H).

I11.3 Base d’un espace vectoriel

Définition 17.37 (Base). (E,+,-) un K-espace vectoriel. (z1,...,x,) € E™. (x1,...,Tp)
est dit base de E lorsque (x1,...,xy,) génére E et (x1,...,x,) est libre.

Proposition 17.38. (E,+,-) un K-espace vectoriel. (z1,...,x,) € E™. (x1,...,Tp) est
une base de I ssi .
Ve € E, N\, ... . ) €K™, 2= Ny
k=1
On dit alors que (A1,...,An) sont les composantes ou coordonnées de x dans la base
(xla"wwn)'

III.4 Famille quelconque de vecteurs

Définition 17.39 (Famille presque nulle). (\;);er une famille d’éléments de K, o I est
un ensemble quelconque non vide. On dit que la famille (\;);er est presque nulle lorsque
tous les \; sont nuls excepté un nombre fini d’entre eux.

Définition 17.40 (Combinaison linéaire). (E,+,-) un K-espace vectoriel. (x;)ier une
famille de vecteurs de E. x € E. On dit que x est combinaison linéaire de la famille
(xi)icr lorsqu’il existe une famille presque nulle (A\;)ier de scalaires t.q. x =3 ;o1 Ni;.

Définition 17.41 (Famille génératrice). (E,+,-) un K-espace vectoriel. (x;)icr une fa-
mille de vecteurs de E. On dit que (x;);c; est une famille génératrice de E lorsque tout
vecteur de E est CL des (z;)icr. Autrement dit, E = Vect ((;)ier)-

Définition 17.42 (Famille libre). (E,+,-) un K-espace vectoriel. (x;)icr une famille de
vecteurs de E. On dit que (x;);er est libre dans E lorsque pour toute famille presque nulle
(N\i)ier de scalaires

Z)\iwi =0g=VWViel, \; =0k.

i€l
Proposition 17.43. (E,+,) un K-espace vectoriel. (z;)ieny une famille de vecteurs de
E. (x;)ien est libre ssi pour tout n € N, (xq,...,z,) est libre.

Vocabulaire 17.44 (Dimension finie ou infinie). (E,+,-) un K-espace vectoriel. On dit
que E est de dimension finie si¢ E admet une famille génératrice finie. Sinon, on dit que
FE est de dimension infinie.

Remarque 17.45. Les propositions 17.29, 17.530, 17.31, 17.33, 17.35 et 17.36 restent
valables en remplacant systéme fini de vecteurs par famille de vecteurs.
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IV  Applications linéaires

IV.1 Généralités

Définition 17.46 (Application linéaire). (E,+,-) et (F,+,:) deux K-espaces vectoriels.
u: E — F une application. On dit que u est une application linéaire lorsque

(i) Y(z,y) € E%, u(z +y) = u(@) + u(y),
(ii) VAe K, Vz € E, u(A-z) = X - u(z).

Proposition 17.47. u: E — F une application linéaire. Alors u(0g) = Op.

Proposition 17.48. (E,+,-) et (F,+,-) deuzr K-espaces vectoriels. v : E — F une ap-
plication. u est une application linéaire ssi

V(z,y) € B%, V(A 1) € K2, u(Az + py) = Mu(z) + puly).
Proposition 17.49. u : E — F une application linéaire. ST E admet une famille généra-

trice (e;)ier, alors u est entierement déterminée par (u(e;))icr.

IV.2 Image et noyau
Définition 17.50 (Image et noyau). u: E — F une application linéaire. On définit :

Imu = u(FE) et Keru=u"1({0p}).

Lemme 17.51. u : E — F une application linéaire. G et H des sous-espaces vectoriels
de respectivement E et F. Alors u(G) est un sous-espace vectoriel de F et u™'(H) est un
sous-espace vectoriel de E.

Proposition 17.52. u : E — F une application linéaire. Alors Keru est un sous-espace
vectoriel de & et Imu est un sous-espace vectoriel de F'.

Proposition 17.53. u : E — F une application linéaire. ST E admet une famille généra-
trice (e;)ier, alors
Imwu = Vect (u(e;)ier) -

Proposition 17.54. u : E — F une application linéaire. A € K*. Alors l'application Au
est linéaire, et on a

Ker(Au) = Keru et Im(A\u) = Imw.
Proposition 17.55. u: E — F une application linéaire.
u injective <= Keru = {0g}, (1)
u surjective <= Imu = F. (ii)

Vocabulaire 17.56. u : £ — F une application linéaire.
(i) w est dit isomorphisme si u est bijective.
(ii) w est dit endomorphisme si E' = F'.

(iii) w est dit automorphisme si u est un endomorphisme bijectif.

Proposition 17.57. u: E — F un isomorphisme. Alors u™' est aussi un isomorphisme.
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IV.3 Restrictions

Proposition 17.58. u : E — F une application linéaire. G un sous-espace vectoriel de
E. Alors Uapplication ug est linéaire et

Kerujg = G NKeru.

Corollaire 17.59. u : E — F une application linéaire. G un sous-espace vectoriel de F.
St u est injective, alors u|g est injective.

IV.4 Opérations et applications linéaires

Notation 17.60. (E,+,:) et (F,+,-) deuxr K-espaces vectoriels. L(E, F) désigne l’en-
semble des applications linéaires de E dans F. On note de plus L(E) = L(E, E).

Proposition 17.61. (E,+,-) et (F,+,-) deuz K-espaces vectoriels. (C(E, F),+,-) est un
K-espace vectoriel.

Proposition 17.62. uv: F — F et v : F — G deuz applications linéaires. Alors vou est
une application linéaire.

Proposition 17.63. v: E — F et v: F — G deux applications linéaires.

Imu C Kerv < vou=0.

IV.5 Résolution d’équations linéaires

Proposition 17.64. u: E — F une application linéaire, b € F. L’équation u(x) = b est
dite linéaire et a pour solution @ si b & Imu, ou bien {xo+ x, © € Keru}, ot xy vérifie
u(xo) = b, si b € Imu. xg est dit solution particuliere de [’équation.

IV.6 Image d’une famille par une application linéaire

Proposition 17.65. u: E — F une application linéaire.
(i) L’image d’une famille liée par u est liée.
(ii) L’image d’une famille génératrice de E par u génére Im .

)
(iii)
)
)

(iv
(v) Siu isomorphisme, alors ”image d’une base de E par u est une base de F.

Si u injective, alors l'image d’une famille libre par u est libre.

Si u surjective, alors l'image d’une famille génératrice de E par u génére F'.

V  Structure d’algébre de L(F)

Proposition 17.66. (E,+,) un K-espace vectoriel. Alors (L(E),+,-) est un K-espace
vectoriel et (L(E),+,0) est un anneau. On dit que L(E) est une algebre.

Notation 17.67 (Groupe linéaire). On note GL(E), dit groupe linéaire de E, [’ensemble
des automorphismes de E.

Proposition 17.68. (GL(FE),o) est un groupe.

Notation 17.69. u € L(E), n € N. On note u™ = uo---ou sin € N*, u® = idg. Si
————
n fois

u € GL(E), n € Z, on note u™ = (u=Y)"" pour n < 0.
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Vocabulaire 17.70 (Nilpotence et idempotence). u € L(E).

(i) w est dit nilpotent lorsque In € N, u™ = 0. L’entier min{n € N, u™ = 0} est alors
dit indice de u.

2

(ii) w est dit idempotent lorsque u” = u.

Proposition 17.71. u € L(E) nilpotent d’indice n.
(i) w non injective.
(ii) (idg —u) € GL(E).

(iii) Jzo € F, (u (x0)>ke[[0,n[[ est libre dans E.
Démonstration. (i) Montrer que (idg — u) Y7—s u* = idg. (iii) Choisir 9 € E t.q.
u" (o) # 0 et montrer que zg convient. O

VI Projecteurs et symétries

Définition 17.72 (Projecteur). p € L(E) est dit projecteur de E lorsque p* = p.
Définition 17.73 (Symétrie). s € L(E) est dit symétrie de E lorsque s*> = idg.
Proposition 17.74. s € L(E). s est une symétrie de E ssi % est un projecteur de E.

Définition 17.75 (Projection et symétrie). (E,+,-) un K-espace vectoriel. F' et G deux
sous-espaces vectoriels de E t.q. F®&G = E. On a alorsVx € E, I(zp,zq) € F X G, x =
xp + xg. On appelle projection sur F' parallélement a G 'application

EF—F

TH—— T )

TEG :

On appelle symétrie de base F' parallélement a G l'application

EFE—F
:I:HJ;F—JZG.

OFG :

Projection et symétrie sur un plan dans R?

Remarque 17.76. Pour u € L(E), Ker(u — idg) est I’ensemble des vecteurs invariants
par u.
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Proposition 17.77. (E,+,-) un K-espace vectoriel. F' et G deuz sous-espaces vectoriels
de Et.q FoG=EF.

(i) mrc est un projecteur.

(ii) opq est une symétrie.

(iii) Im7pg = Ker(rpg —idg) = F et Kermpg = G.

(iv) Ker(opg —idg) = F et Ker(opg + idg) = G.
)

(v
Proposition 17.78.

TaF =idgp —Trg et mgromrg = 0.

(i) p € L(E) un projecteur. Alors Imp @ Kerp = F et p = Timp Kerp-
(ii) s € L(E) une symétrie. Alors Ker(s—idg)©Ker(s+idg) = E et 8 = OKer(s—idp),Ker(s+ids)-

Définition 17.79 (Projections associées a une somme directe). (E,+,-) un K-espace vec-
toriel. (Fi,...,F.) r sous-espaces vectoriels de E t.q. E = @;_, F;. On appelle projections
associées a cette somme directe les projections pi,...,p,, o p; est la projection sur Fj
parallélement a @K;fr F;, pour j € [1,7].

i#]
Proposition 17.80. (E,+,-) un K-espace vectoriel. (Fi, ..., F,) r sous-espaces vectoriels
de E t.q. E=@&;_, F;. p1,-..,pr les projections associées a cette somme directe. Alors

r
V(i,j)e[[l,?"]]Q, i?éj:>pi0pj:0 et sz:ZdE
=1

Proposition 17.81. (E,+,-) un K-espace vectoriel. (Fy,...,F,.) r sous-espaces vecto-
riels de E t.q. E = @;_1 F;. w € L(E,F). Alors u est entiérement déterminée par ses
restrictions a chacun des F;. On pose de plus, pour i € [1,r],

. E— F;
. 7
x — pi(x)
ot p1,...,pr sont les projections associées a la somme directe E = @;_, F;. Alors

r
=1

VII Noyaux, formes linéaires et hyperplans

VII.1 Définitions

Définition 17.82 (Forme linéaire). (E,+,-) un K-espace vectoriel. On appelle forme
linéaire toute application linéaire de E dans K. On note E* = L(FE,K), dit espace dual
de E.

Définition 17.83 (Hyperplan). On appelle hyperplan tout noyau d’une forme linéaire
non nulle.

Proposition 17.84. (E,+,-) un K-espace vectoriel. Tout hyperplan de E est un sous-
espace vectoriel de E.

94



CHAPITRE 17. ESPACES VECTORIELS

VII.2 Caractérisation des hyperplans

Proposition 17.85. (E,+,-) un K-espace vectoriel. H C E. H est un hyperplan de E
ssi H admet comme supplémentaire une droite vectorielle de E. Dans ce cas, on a

Va € E\H, E = H & Vect(a).

Démonstration. (=) Choisir a € EF\H et montrer que £ = H & Vect(a). (<) Sup-
poser que E = H & Vect(a), ou a € E\{0} et définir 'application ¢ : z € E
I'unique scalaire A t.q. (z — Aa) € H. Montrer que ¢ est une forme linéaire et que H =
Ker ¢. O

VII.3 Formes linéaires colinéaires

Proposition 17.86. Deux formes linéaires non nulles sont colinéaires ssi elles ont le
méme noyau.

Démonstration. (<) Soit (E, 4, -) un K-espace vectoriel, (¢, 1) € (E*\{0})? t.q. Kerp =
Ker . Comme Ker ¢ est un hyperplan, on a (par la proposition 17.85) : 3a € E\{0}, E =
Ker ¢ @ Vect(a). Montrer alors que ¢ et ¢ sont colinéaires sur Ker ¢ et sur Vect(a). O
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Espaces Vectoriels de Dimension Finie

Vocabulaire 18.1 (Dimension finie ou infinie). (E,+,-) un K-espace vectoriel. On dit
que E est de dimension finie si¢ E admet une famille génératrice finie. Sinon, on dit que
FE est de dimension infinie.

I Théoreme de la base incompléete

Théoréme 18.2 (Théoréme de la base incomplete). (E,+,-) un K-espace vectoriel de
dimension finie, E # {0}. £ une famille libre finie de E (éventuellement &). G une
famille génératrice finie de E. Alors il existe une base de E obtenue en complétant la
famille £ avec uniquement des vecteurs de G.

Démonstration. Considérer A = {card(£LUC),C C G, L£UC libre}. Ona ACN, A # &
et A majoré par card £ + card G, donc A admet un plus grand élément noté card(£ U Cp).
Montrer alors que £ U Cy est une base de E. Soit € G. Supposer z & £ U Cp, sinon il est
évident que z € Vect(£UCy). Par maximalité de card(£UCp), la famille LUCyU{z} est liée
(puisque Co U {z} C G); et LUCy est libre, donc z € Vect(£UCy), d’ou G C Vect(LUCp).
Ainsi E = Vect(G) C Vect(L£UCy), donc E = Vect(LUCp). Et LUCy est libre, donc LUCy
est une base de F. Ol

Corollaire 18.3. Tout espace vectoriel de dimension finie admet une base.

II Dimension d’un espace vectoriel de dimension finie

Lemme 18.4 (Lemme de Steinitz). (E,+,-) un K-espace vectoriel, n € N. Alors (n+ 1)
vecteurs d’un sous-espace vectoriel de E généré par n vecteurs sont liés.

Démonstration. Récurrence. P(n) : V(ay,...,a,) € E™,V(z1,...,2nt1) € (Vect(ay,. .. ,an))"Jrl ,
(z1,...,Zne1) lice. P(0) vraie. Fixer n € N t.q. P(n) vraie. Soit (a1, ...,an+1) € B

F = Vect(ai,...,ans1), (T1,...,Zns2) € F"2. On peut supposer quun des vecteurs
Z1,...,Tnt2, qu'on note x,o, n’appartient pas a Vect(ay, ..., ay) (sinon, par P(n), (x1,...,Tnt+2)
est liée). On a F' = Vect(aq, ..., a,) ® Vect(a,+1). Poser alors p € £(F) la projection sur
Vect(apny+1) parallelement a Vect(ay,...,ay), et ¢ = idp — p. Ecrire 42 = p(Tpy2) +
q(xpy2), avec p(rpi2) # 0 car xpyo & Vect(ay,...,an), donc p(zpi2) = Ant2an+t1,

ou A\pg2 € K*. Pour ¢ € [1,n+ 1], z; = p(x;) + ¢(xi) = Niany1 + q(x;), o A\; €
K, donc y; = Ai&ni2 — Anyoz; € Vect(ay,...,an). Par P(n), (y1,...,Yn+1) liée. Donc
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il existe (aq,...,an41) € K" avec oy # 0, t.q. Z?:ﬁl Y = (Z?jll ozi)\i> Tpio —
An+t2 (Z:‘:ll aixi) = 0. Comme \,42 # 0 et oy, # 0, le coeflicient de z;, est non nul, donc
(21,...,Tnt2) est liée. Donc P(n + 1) vraie. O

Corollaire 18.5. Toute sur-famille d’une famille génératrice d’un espace vectoriel est
liée.

Théoréme 18.6. (E,+,-) un K-espace vectoriel de dimension finie. £ une famille libre
finie de E. G une famille génératrice finie de E.

card £ < card G.

Corollaire 18.7. (E, +,-) un K-espace vectoriel. E est de dimension infinie ssi pour tout
n € N, il existe une famille libre de E de n éléments.

Démonstration. (=) Par récurrence. (<) Par I’absurde. O

Définition 18.8 (Dimension). (E,+,-) un K-espace vectoriel de dimension finie. Alors
toutes les bases de E ont le méme nombre d’éléments, noté dim E.

Démonstration. Utiliser le théoréme 18.6. O

Proposition 18.9. (E,+,:) un K-espace vectoriel de dimension finie. B une famille de
E.

B est une base de E <= B est libre et B génére E (i)
<= B est libre et card B =dim FE (ii)
<= B génére E et card B =dim E. (iii)

Proposition 18.10. (E,+, ) un K-espace vectoriel de dimension finie. F' un sous-espace
vectoriel de E. Alors F est de dimension finie et dim F' < dim E, avec égalité ssi F' = E.

Démonstration. Noter §) ’ensemble des familles libres de F' puis considérer I’ensemble
A={card £, £ € H}. Poser £y € 9 t.q. card £y = max A, et montrer que £y est une base
de F, avec card £9 < dim F. ]

IIT Somme de sous-espaces vectoriels d’un espace vectoriel
de dimension finie

III.1 Somme de deux sous-espaces vectoriels

Proposition 18.11. (E, +,-) un K-espace vectoriel de dimension finie. F un sous-espace
vectoriel de E. Alors F' admet un supplémentaire dans E. De plus, tout supplémentaire de
F est de dimension égale d (dim E — dim F).

Démonstration. Choisir une base b de F' et utiliser le théoréme de la base incompléte
(théoreme 18.2) pour obtenir une base B D b de E, puis montrer que E = F @& Vect(B\b).
O

Proposition 18.12. (F,+,-) un K-espace vectoriel de dimension finie. F,G deuz sous-
espaces vectoriels de E.

(i) dim(F + G) =dim F + dim G — dim(F N G).

97



CHAPITRE 18. ESPACES VECTORIELS DE DIMENSION FINIE

(ii) dim(F + G) < dim F + dim G, avec égalité ssi la somme F + G est directe.

Démonstration. (i) Montrer que F +G = F & H, ou H est un supplémentaire de F NG
dans G. Utiliser ensuite la proposition 18.11. O

Proposition 18.13. (F,+,:) un K-espace vectoriel de dimension finie. F,G deuz sous-
espaces vectoriels de E. La somme F+ G est directe ssi il existe une base de F'+G réunion
disjointe d’une base de F' et d’une base de G. De plus, dans ce cas, toute réunion d’une
base de F' et d’une base de G est une base de '@ G.

Vocabulaire 18.14 (Base adaptée). (E,+,-) un K-espace vectoriel de dimension finie.
F, G deuzx sous-espaces vectoriels de 2 en somme directe. On appelle base adaptée ¢ FHG
toute réunion d’une base de F et d’une base de G.

II1.2 Supplémentaires

Notation 18.15. Si A et B sont deur ensembles disjoints (i.e. ANB = @), on note leur
union AU B.

Proposition 18.16. (E,+,) un K-espace vectoriel de dimension finie. F,G deuzx sous-
espaces vectoriels de E.

E=F®G <= 3By base de F, AB> base de G, B1 U By base de E (i)
<= dimF +dimG =dimE et FNG = {0} (ii)
< dimF +dimG =dimF et F+G=FE. (iii)

Corollaire 18.17. (E,+,-) un K-espace vectoriel de dimension finie. H un sous-espace
vectoriel de E. H est un hyperplan de F ssi dim H = dim E — 1.

III.3 Somme de n sous-espaces vectoriels

Proposition 18.18. (E,+, ) un K-espace vectoriel de dimension finie. Fy, ..., F, r sous-
espaces vectoriels de E. Alors dim (3 ;_ F;) < >.i_; dim F;, avec égalité ssi Y ;_; F; est
directe.

Proposition 18.19. (E,+, ) un K-espace vectoriel de dimension finie. Fy, ..., F, r sous-
espaces vectoriels de E. Y i, F; est directe ssi il existe une base de Y ;_, F; réunion dis-
jointe de bases de F1,...,F,.. Dans ce cas, toute réunion de bases de F1,..., F, est une

base de @j_, F;.

Proposition 18.20. (E,+,-) un K-espace vectoriel de dimension finie. Fi,..., F, r sous-
espaces vectoriels de E.

E=PF < dmE =) dimF; = dim (ZF) (i)

i=1 i=1 i=1
< Vi € [1,r], IB; base de F;, |_| B; base de E (ii)
i=1
> dimE =) dimF, (iif)
1=1

,
et 0 se décompose de maniére unique sur E F;.
i=1
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I11.4 Espace produit
Proposition 18.21. (E,+,-) et (F,+,-) deur K-espaces vectoriels de dimension finie.
n € N*.

(i) E x F est un espace vectoriel de dimension finie et dim(E x F') = dim E + dim F'.

(ii) E™ est un espace vectoriel de dimension finie et dim E™ = ndim E.

IV Applications linéaires et dimension finie

IV.1 Généralités

Proposition 18.22. (E, +,-) un K-espace vectoriel de dimension p. (F,+,-) un K-espace
vectoriel quelconque. (e1,...,e,) une base de E.

V(f1,....fp) € FP, 3w e L(E,F), Vi € [1,p], u(e;) = fi.
Proposition 18.23. (E,+,-) un K-espace vectoriel de dimension finie. (F,+,-) un K-
espace vectoriel quelconque. B une base de E. w € L(E, F).
(i) w est injective ssi u(B) est libre dans F.
(ii) w est surjective ssi u(B) génére F.
(iii) w est un isomorphisme ssi u(B) est une base de F'.
Proposition 18.24. (E,+,-) un K-espace vectoriel de dimension finie. (F,+,-) un K-

espace vectoriel quelconque. E et F sont isomorphes ssi I est de dimension finie et
dim F' = dim F.

Proposition 18.25. (E,+,-) et (F,+,-) deur K-espaces vectoriels de dimension finie.
Alors L(E, F) est de dimension finie est

dim £(E, F) = dim E dim F.

Démonstration (Premieére méthode). Soit (eq,...,ey) une base de E, (f1,..., fn) une
base de F. Pour (i,7) € [1,m] x [1,n], poser u; ; € L(E, F) définie par u; j(e;) = f; et
Vk € [1,m]\{7}, u;j(ex) = 0. Montrer alors que (u; j)ic[1,m] est une base de L(E, F)). [

Jjeltn]
Démonstration (Deuxiéeme méthode). Soit (ey,...,en) une base de E. Montrer que
I’application
L(E,F)— F™
ur— (uler),...,u(en))
est un isomorphisme, puis utiliser la proposition 18.24 et la proposition 18.21. O

Vocabulaire 18.26 (Isomorphisme canonique). (E,+,-) un K-espace vectoriel de dimen-

sion n. (e1,...,ey) une base de E. Alors l’isomorphisme
K" — FE
. n
(xlv s axn) — inei
1=1

est dit isomorphisme canonique.

Proposition 18.27. (E,+,-) un K-espace vectoriel de dimension finie, A un sous-espace
vectoriel de E. Alors tous les supplémentaires de A sont isomorphes.

99



CHAPITRE 18. ESPACES VECTORIELS DE DIMENSION FINIE

IV.2 Rang de vecteurs et d’applications linéaires

Définition 18.28 (Rang). (E,+,-) et (F,+,-) deuzr K-espaces vectoriels.
(i) (x1,...,2q) € E9. On définit rg(x1, ..., xq) = dim Vect(z1,. .., xq).
(i) w € L(E,F). Si Imu est de dimension finie, on dit que rgu est fini et on définit
rgu = dim Imu.

Proposition 18.29. (E,+,-) un K-espace vectoriel de dimension finie. (z1,...,x4) € E9.
(i) rg(z1,...,24) < min(g,dim E).
(ii) rg(z1,...,2q) = ¢ <= (x1,...,24) libre dans E.
(iii) rg(x1,...,2q9) =dimE <= (21,...,24) génére E.
(iv) rg(z1,...,2¢) = ¢ =dimFE <= (x1,...,24) est une base de E.

Proposition 18.30. u € L(E, F).
(i) Si E ou F est de dimension finie, alors rgu est fini.
(ii) rgu < min(dim E, dim F').
(iii) Si B est une base de E, alors rgu = dim Vect(u(B)).

IV.3 Rang et composition

Proposition 18.31. (E,+,-), (F,+,-) et (G, +,-) trois K-espaces vectoriels de dimension
finie. w € L(E,F), ve L(F,G).
(i) rg(vowu) < min(rgv,rgu).
(ii) v injective = rg(vou) =rgu.
(iii) w surjective = rg(v o u) = rgv.
)

(iv) La composition a droite ou a gauche par un isomorphisme ne modifie pas le rang.

IV.4 Théoreme du rang

Théoréme 18.32 (Théoreme du rang). (E, +,-) un K-espace vectoriel de dimension finie.
(F,+,-) un K-espace vectoriel quelconque. v € L(E, F).

dim F = rgu + dim Ker u.

Démonstration. Comme Keru est un sous-espace vectoriel de F, qui est de dimension
finie, Ker u admet un supplémentaire ‘H dans E : E = H @ Ker u. Montrer alors que

. H— Imu
' h +— u(h)

est un isomorphisme. En déduire que dim E = dim H + dim Ker v = dim Im u + dim Ker u.
O

V Applications linéaires entre deux espaces de méme di-
mension

V.1 Généralités

Proposition 18.33. (E,+,-) et (F,+,-) deur K-espaces vectoriels de dimension finie.
ue L(EF).

dim F = dim F = (u injective < u surjective < u isomorphisme) .
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V.2 Endomorphismes

Définition 18.34 (Inverses a gauche et a droite). u € L(F). On dit que u admet un
inverse & gauche (resp. a droite) s’il existe v € L(E) t.q. vou =idg (resp. uov =idg).

Proposition 18.35. (E,+,-) un K-espace vectoriel de dimension finie. u € L(E).

u isomorphisme <= u admet un inverse a gauche (i)
<= u admet un inverse q droite. (ii)

Dans ce cas, les deux inverses de u sont égauz d u™'.

VI Suites récurrentes linéaires et équations différentielles

VI.1 Suites récurrentes linéaires
Proposition 18.36. (a,b) € K x K*. On note
E = {(uyp) € K", Vn € N, upy2 = atupt1 + buy} .

Alors E est un espace vectoriel de dimension 2.

VI.2 Equations différentielles

Théoréme 18.37 (Théoréme de Cauchy-Lipschitz linéaire). I intervalle. (a,b) € R%. On
note
S = {y e R deux fois dérivable, y" = ay’ + by} .

Alors on a

V(a,B) € R, VYoo € I, Ay € .7, y(wo) = @
(a,5) T b=y {y’(wo)ZB

Corollaire 18.38. Awvec les notations du théoréme précédent, ./ est un espace vectoriel
de dimension 2.

VII Dualité

VII.1 Généralités

Notation 18.39 (Espace dual et bidual). (E,+,-) un K-espace vectoriel. On note E* =
L(E,K), dit espace dual de E, et E** = L(E*,K), dit espace bidual de E.

Proposition 18.40. (E,+,-) un K-espace vectoriel. Alors lapplication

E — E**
0 : B —K
v {— l(x)

est linéaire et injective.

Démonstration. Montrer d’abord la linéarité. Supposer alors par I’absurde qu’il existe
z € (Kerf)\{0}. En admettant que Vect(x) admet un supplémentaire H dans FE, poser

© uAeK, he H. Mont fi o(z) =1 et o) =0 i
: , ol , . Montrer enfin que p(x) =1 et que p(x) =0, ce qui
Ax +h— A 4 4 E

est impossible, d’ou l'injectivité de 6.
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VII.2 Bases duales et antéduales
Notation 18.41 (Symbole de Kronecker). Soit (i, ) € Z2. On note
5 — 1 sii=j
TV 0 sii#j
Proposition 18.42. (E,+,-) un K-espace vectoriel de dimension finie. (e1,...,e,) une
base de E. ({1,...,4,) € (E*)" t.q.
V(i,4) € [1,n]?, ti(e;) = 8i5.

Alors (L1, ...,¢y) est une base de E*, dite base duale de (eq,...,e,), et notée (ef,...,ek).
Corollaire 18.43. (E, +,-) un K-espace vectoriel de dimension finie. (e1,. .., ey) une base
de E.
n
Vx € F, z:Ze;‘(x)~ei. (i)
i=1
n
Vo e E*, o =) ole;) €. (i)
i=1
Proposition 18.44. (E,+,-) un K-espace vectoriel de dimension finie. (¢1,...,4,) une

base de E*. Alors
(et ..., en) base de E, V(i,j) € [1,n]?, Li(e;) = &i;.

(e1,...,en) est dite base antéduale de (¢1,...,¢,).

. . E+— K" . .
Démonstration. Poser @ : . Montrer que ® est un isomorphisme
et en déduire que les éléments de la forme (0,...,0,1,0,...,0) € K" admettent un unique
antécédent par ®, d’ou le résultat. O

Proposition 18.45. (E, +,-) un K-espace vectoriel de dimension finie. F' un sous-espace
vectoriel de E. On note n = dim E, k = dim F. Alors F' est l'intersection de (dim E —
dim F') hyperplans (Ker ¢1,...,Kerp,_k), ot la famille (p1,...,on—1) est libre dans E*.

Démonstration. Choisir une base (f1, ..., fx) de F' et la compléter (a ’aide du théoreme
de la base incomplete) en une base (fi,..., f,) de E. Montrer alors que z = >1* ;| \ifi €
F<Vie[k+1n], \s =0 x € Kerf¥, ou (ff,..., f;) est la base duale
de (f1,..., fn). En déduire que F' = (;_;, | Ker f et que (f;_,.,..., f;) est libre dans
E*. O
Proposition 18.46. (E,+,:) un K-espace vectoriel de dimension n. k € [0,n[]. Soit
(P15 s Pn—k) € (E*)”_k une famille libre dans E*. Alors ﬂ?;lk Ker ¢; est un sous-espace
vectoriel de E de dimension k.

Démonstration. Compléter (& I’aide du théoréme de la base incomplete) (o1, ..., @n—k)
en une base (1, ..., ¢,) de E*. Soit (ey, ..., e,) la base antéduale de (1, ..., ¢,). Montrer
que ﬂ?;lk Ker p; = Vect(ep—g41,---,€pn) et en déduire le résultat. O

Proposition 18.47. (E,+,-) un K-espace vectoriel de dimension finie. F' un sous-espace
vectoriel de E. On note n = dim E, k = dim F. Soit (¢1,...,¢n—k) € (E*)nik libre t.q.
F = N'=F Ker g;. Soit ¢ € E*\{0}. Alors

F Cc Kery < ¢ € Vect(p1,...,0n—k)-

Démonstration. (=) Compléter (p1,...,p,_r) en une base (¢1,...,p,) de E*  puis
écrire ¢ dans la base (¢1,...,¢n). O
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Chapitre

Matrices

I Généralités
Définition 19.1 (Matrice). (n,p) € (N*)2. On appelle matrice n x p toute application

4 [1,n] x[1,p] — K

(4,7) — aij
On note
ail ayj a1p
A= an a;j Qip
anl Qnj Qnp

Notation 19.2. L’ensemble des matrices n x p est noté My, (K). On note de plus
M, (K) =M,, ,, (K).

Vocabulaire 19.3 (Matrices lignes et colonnes). Si A € M, ,, (K), alors A est dite matrice
ligne. Si A € M, 1 (K), alors A est dite matrice colonne.

Notation 19.4. Pour (ig,jo) € [1,n] x [1,p], on note

Eiojo - (6i,i06j,j0)ie[[17n]] € MTL,P (K) .
Jellp]

Définition 19.5 (Addition et multiplication par un scalaire). On définit les lois + et -
par :

Mp (K)? — M (K) ; K X Myp (K) — My, (K)
: e -
(@), (bi) — (aij + bij) A, (aij) — (Aaij)
Proposition 19.6. (M, (K),+,-) est un K-espace vectoriel de dimension np.

Démonstration. Montrer que (Ejj,)iye[1,n] €st une base de M, ;, (K). O
]Oe[[lvp]]

Définition 19.7 (Sous-matrice). A € M, ,, (K). Une sous-matrice de A est une restriction
de AalIxJ,oulcC][l,n]etJcC]lp].
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Définition 19.8 (Transposée). A = (ai;) € M, (K). On appelle transposée de A, notée
tA, la matrice (aj;) € M, ,, (K).

M, p (K) — M, (K)

' est linéaire.
A— A

Proposition 19.9. (i) L’application

(ii) VA € M, (K), {(A) = A.
M, (K) — M, (K)

; . Alors
A—'A

(iii) Soit T :

M,, (K) = Ker (T — idy, ) ) ® Ker (T + idyg, ) ) -

S (K) o7, (K)

Vocabulaire 19.10 (Matrices symétriques et antisymétriques). ./, (K) est dit espace
vectoriel des matrices symétriques et o7, (K) est dit espace vectoriel des matrices antisy-
métriques.

II Matrice d’une application linéaire

Définition 19.11 (Matrice d’un vecteur ou d’un systéme de vecteurs). E un K-espace

vectoriel de dimension p, e = (e1,...,ep) une base de E.
T
(i) Pour a=Y"L_,xze; € E, on note Mate(a) = | : | € M,; (K).
Tp

(ii) Pour (a1,...,a,) € E™, on note Matc(ai,...,a,) la matrice de M, ,, (K) dont la
j-iéme colonne est Mat.(a;) pour tout j € [1,n].

Définition 19.12 (Matrice d’une application linéaire). E et F' deux K-espaces vectoriels
de dimension finie. e = (e1,...,ep) une base de E, f = (fi1,...,fn) une base de F.
uw e L(E,F). Pour j € [1,p], soit (Aij,...,\n;) les composantes de u(e;) dans la base f.
On définit alors

M1 oo A e App
Mate p(u) = | An -+ Aij -+ Aip | € My, (K).
Aot 0 Mmoo Amp

Autrement dit, Mat, r(u) = Maty (u(e1),...,u(ep)).

Notation 19.13. E un K-espace vectoriel de dimension p, e = (e1,...,ep) une base de
E. ue L(E). On notera Mat,(u) = Mate ((u).

Notation 19.14. F un K-espace vectoriel de dimension p. e une base de E. On note :
(i) I, = Mat.(idg) € M, (K),
(ii) 0 = Mat.(0) € M, (K).
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Théoréme 19.15. E et F deux K-espaces vectoriels de dimensions respectives p et n. e
une base de E, [ une base de F. w € L(E,F). Alors u est entiérement déterminée par
Mate ¢(u). De plus, Uapplication
L(E,F) — M, , (K)
u — Mat, ¢(u)

est un isomorphisme d’espaces vectoriels.

Vocabulaire 19.16 (Application linéaire canoniquement associée a une matrice). e la
base canonique de KP, f la base canonique de K". M € M, , (K). L’application linéaire
u € L(KP,K") t.q. M = Mat, ¢(u) est dite application linéaire canoniquement associée a

M.

IIT Produit matriciel

Définition 19.17 (Produit matriciel). A = (ai;) € My, (K), B = (b;j) € M, 4 (K). On
définit

p
AB = (Z aikbkj> € M, (K).
k=1

i€[1,n]

j€ll,d
Proposition 19.18. A € M,,, (K),B € M,,(K). On note £1,...,£, les n vecteurs
lignes de A, &1,...,¢&, les q vecteurs colonnes de B. En notant AB = (m;;), on a

V(i,7) € [1,n] x [1,q], mi; = £:€;,
en identifiant K a M, (K).

Proposition 19.19. E, F et G trois K-espaces vectoriels de dimension finie. e, f et g
des bases respectives de E, F et G. u € L(E,F), v e L(F,G).

Mate g(v o u) = Maty 4(v) x Mate ¢(u).

Proposition 19.20. (4, A') € M, , (K)?, (B, B') € M,,, (K)?, C € M, (K), X € K.
(i) A(BC) = (AB)C,
(i) (A+ A")B= AB+ A'B,
(iii) A(B+ B') = AB + AB/,
(iv) AM(AB) = (A\A)B = A(AB).

Démonstration. Utiliser les applications linéaires canoniquement associées aux matrices,
puis appliquer les propriétés des applications linéaires. ]

IV  Algebre des matrices carrées

IV.1 Généralités

Proposition 19.21. (M, (K),+,) est un K-espace vectoriel et (M, (K),+, x) est un
anneau. On dit que M, (K) est une algebre.

Proposition 19.22. (i, 4, k,¢) € [1,n]*.

EijExe = 0k Ei.
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IV.2 Matrices particulieres

Vocabulaire 19.23 (Matrices diagonales et triangulaires). A = (a;;) € M, (K).

(i) A est dite diagonale lorsque V(i,j) € [1,n]? i # j = a;j = 0. On note D,(K)
l’ensemble des matrices diagonales.

(ii) A est dite triangulaire supérieure (resp. inférieure) lorsque V(i,j) € [1,n]?, i >
j = aij =0 (resp. V(i,j) € [1,n]? i < j = a;; = 0). On note T, (K) (resp.
% (K)) l’ensemble des matrices triangulaires supérieures (resp. inférieures).

(iii) A est dite triangulaire supérieure stricte (resp. inférieure stricte) lorsque ¥(i,j) €
[1,n]% i > j = a;; = 0 (resp. ¥(i,j) € [1,n]? i < j = a;; = 0). On note
TH(K) (resp. T, (K)) l’ensemble des matrices triangulaires supérieures strictes
(resp. inférieures strictes).

Définition 19.24 (Diagonalisabilité). E un K-espace vectoriel de dimension finie. u €
L(E) est dit diagonalisable s’il existe e base de E t.q Mat.(u) € D, (K).

Notation 19.25. (v1,...,7) € K". On note

v 0 0
diag(yi,--sm) =10 . 0 | €Du(K).
0 0

Proposition 19.26.

(i) Dp(K) est un sous-espace vectoriel de My, (K) de dimension n, et est stable par x.
Et de plus :

diag(aq, ..., ay) x diag(fy,. .., Bn) = diag(a1 81, . - ., nfn)-

(ii) T (K) est un sous-espace vectoriel de M, (K) de dimension ”(";1) , et est stable par

X.

(iii) S (K) et o, (K) sont des sous-espaces vectoriels de M, (K) de dimensions respec-
n(n+1) et n(n—1)
2 2 -

tives

IV.3 Trace
Définition 19.27 (Trace). M = (m;;) € M, (K). On définit

n
tr M = Z M.
=1

Proposition 19.28.
(i) tr € LM, (K),K).
(ii) V(4, B) € M, (K)?, tr(AB) = tr(BA).
(iii) VA € M, (K), tr (*A) = tr A.
IV.4 Transposition et produit

Proposition 19.29. V(4, B) € M, (K)?, (AB) = 'B'A.
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V Applications linéaires et matrices

Proposition 19.30. E et ' deur K-espaces vectoriels de dimension finie. e une base de
E, f une base de F. uw € L(E,F).

Vo € E, Maty (u(x)) = Mat ¢(u) x Mate(z).

Proposition 19.31. A € M, ,, (K). Alors lapplication linéaire canoniquement associée d

A est
. KP — K"

u: ,
X — AX
en identifiant KP a M, (K) et K" a M, ; (K).

Corollaire 19.32. E et F' deuxr K-espaces vectoriels de dimension finie. e une base de
E, f une base de F'. w € L(E,F). (x,y) € E x F. A = Mat, f(u), X = Mat.(z) et
Y = Mat(y).

(i) x € Keru <= AX =0.
(ii) y € Imu <= 3U € Mat, 1(K), Y = AU.

V1 DMatrices carrées inversibles

VI.1 Généralités

Définition 19.33 (Matrices inversibles). A € M, (K) est dite inversible lorsqu’il existe
B eM,, (K) t.q. AB= BA=1,. On note alors A~ = B.

Notation 19.34. L’ensemble des matrices inversibles est noté G L, (K).
Proposition 19.35.

(i) Pour A € M, (K), A~! est déterminée de maniére unique si elle existe.

(ii)) (GL,(K), x) est un groupe isomorphe a (GL(K"™), o).
Proposition 19.36. A € M, (K). A est inversible ssi ‘A est inversible. Et dans ce cas,
(f4) " =1AT).

Proposition 19.37. A € M, (K). E un K-espace vectoriel de dimension n. e une base de
E.u € L(FE) t.q Mate(u) = A. On note £1,...,£, les n vecteurs lignes de A, &1,...,&,
les n vecteurs colonnes de A.

A inversible <= u isomorphisme (i)
<= A inversible a gauche (ii)
<= A inversible a droite (iii)
— VX eM,(K), AX=0=X=0) (iv)
— (VY e M, (K), IX e M, (K), Y = AX) (v)
< (€4,...,€&,) est libre dans K" (vi)
<~ (£4,...,L,) est libre dans K" (vii)
< rgu =n. (viii)

Proposition 19.38. A € M, (K). E et F deur K-espaces vectoriels de dimension n. e
une base de E, f une base de F'. v € L(E,F) t.q. Mate ¢(v) = A. Alors A est inversible
ssi v est un isomorphisme. Et dans ce cas, A~' = Mat . (v_l).
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Proposition 19.39. (a,b,c,d) € K*. Si ad # be, alors

a 0\ 1 (d —b
c d ad—be\—c a ]’

VI.2 Opérations élémentaires sur les lignes et les colonnes

Proposition 19.40. A € M, (K).

(i) Ei;A est la matrice dont la i-iéme ligne est la j-iéme ligne de A, les autres étant
nulles.

(ii) AE;; est la matrice dont la j-iéme colonne est la i-iéme colonne de A, les autres

étant nulles.

Démonstration. Ecrire A dans la base (Ejy) ke[1,n] €t utiliser la proposition 19.22. [
Le1,n]

Définition 19.41 (Matrices élémentaires). A € K*. (i,5) € [1,n]?.
(i) Pouri # j, la matrice de transvection T;;(\) € M, (K) est définie par

Tii(X) = I, + \Ej;.
(ii) La matrice de dilatation D;(\) € M, (K) est définie par
Di(N) =1, + (A= 1)E;.
(i) Pour i # j, la matrice de transposition P;; € M, (K) est définie par
P =1, — Eij — Ejj + Eij + Ejj.

Proposition 19.42. Les matrices de transvection, de dilatation et de transposition sont
inversibles et :
1

(T ) =Ty(=N) et (Di(N) ™ =D, (

)\> et (Py)~' =Py

Proposition 19.43. A € M, , (K). A € K*, (i,5) € [1,n]*. On note £1, ..., L, les n vec-
teurs lignes de A, €1,..., &, les n vecteurs colonnes de A. On a alors une correspondance

entre les matrices élémentaires et les opérations élémentaires sur les lignes et les colonnes
de A (c.f. définition 4.6) :

Transvection | £ +— £, +A&; | A— T;;(M)A

Lignes Dilatation L +— Mg A— D;(N)A
Transposition Li— £ A+— P;A

Transvection | €; ¢— &+ A¢; | A— ATj;i(N)

Colonnes Dilatation C;, +—— \C; Av—— AD;(\)
Transposition ¢ +— ¢ A— APy

VI.3 Cas des matrices triangulaires

Proposition 19.44. A = (a;;) € T}/ (K) (ou %, (K)). Alors A est inversible ssi Vi €
[[1,71]], (27 75 0.
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VII Rang d’une matrice

VII.1 Définition
Définition 19.45 (Rang). A= [¢ -+ &,] € M, (K). On définit
rg A = dim Vect(Cy, ..., &,).

Proposition 19.46. E un K-espace vectoriel de dimensionn, e une base de E. (x1,...,x),) €
EP,
rg(z1,...,xp) = rgMate(z1, ..., 2p).

Proposition 19.47. E et F deux K-espaces vectoriels de dimension finie. e une base de
E, f une base de F. u € L(E,F).

rgu = rg Mat, s(u).
Corollaire 19.48. A ¢ M, ,, (K), B € M, , (K).
(i) rg A < min(n,p).
(ii) rg(AB) < min(rg A,rg B).
(iii) Sin =p, alors A € GLy(K) <= rg A =n.
)

(iv) La multiplication a droite ou d gauche par une matrice inversible ne modifie pas le
rang.

VII.2 Calcul du rang
Proposition 19.49. o € K*.

a 0 -+ 0
rg | : A/ =1+rgA.
Démonstration. En notant &i,...,¢, les vecteurs colonnes de A, utiliser le fait que
Vect(&q,...,C,) = Vect(€;) & Vect(Ca, ..., E,). O

VIII Changement de base

VIII.1 Matrice de passage

Définition 19.50 (Matrice de passage). E un K-espace vectoriel de dimension finie.
e=(e1,...,en) et f=(f1,...,fn) deuzx bases de E. On note

Pl =Mat(f1,..., fn).

Proposition 19.51. FE un K-espace vectoriel de dimension n. e, f, g trois bases de E.
(i) P/ =Maty,(idp).
(ii) P/ € GLn(K) et (Pef)*1 = P5.

(iii) P? = P/P{.

Proposition 19.52. F et ' deur K-espaces vectoriels de dimension finie. e une base de

E, f une base de F. v € L(E,F) un isomorphisme. Alors Mat, ¢(u) = P}L(e).
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VIII.2 Formules de changement de base

Proposition 19.53. E un K-espace vectoriel de dimension finie, e et €' deux bases de E.
x e FE. Alors
Mate(z) = PS x Mate ().

e

Proposition 19.54. E et F' deur K-espaces vectoriels de dimension finie. e, e’ bases de
E, f,f bases de F. uw € L(E,F).

f/ / —1
Mate,f(u) = Pf X Mate/,f/ (u) x (PE) .
Corollaire 19.55. E un K-espace vectoriel de dimension finie, e et € deux bases de E.
Y e L(E,K), ue L(E).
A -1
(i) Mate,1 () = Mater 1 () x (P) .

/ N —1
(i) Mate(u) = P¢’ x Mate (u) x (P¢) .

VIII.3 Matrices semblables

Définition 19.56 (Matrices semblables). (4, B) € M, (K)?>. On dit que A et B sont
semblables lorsque 3P € GL,(K), A= PBP~ L.

Proposition 19.57. (A4, B) € M, (K)2. A et B sont semblables ssi A et B sont les
matrices d’un méme endomorphisme dans deux bases éventuellement différentes.

Proposition 19.58. “Etre semblable a” est une relation d’équivalence.

Proposition 19.59. A et B deux matrices semblables.
(i) trA=tr B,
(ii) rg A =rgB.
Proposition 19.60. A et B deur matrices semblables t.q. A = PBP™', avec P €
GL,(K).
(i) Vk € N, A = pBFp—1,
(ii) ‘A et 'B sont semblables.

(ili) Si A et B sont inversibles alors A~ et B~! sont semblables.

VIII.4 Trace d’un endomorphisme

Définition 19.61 (Trace d’un endomorphisme). E un K-espace vectoriel de dimension
finie, e une base de E. u € L(FE). On définit

tru = tr Mat, (u).

s . |L(E)—K o
Proposition 19.62. L’application est une forme linéaire.
u+— tru

110



CHAPITRE 19. MATRICES

IX Polynémes de matrices et d’endomorphismes

IX.1 Généralités

Définition 19.63 (Polynomes de matrices et d’endomorphismes). Soit P = 3.y M X" €
K[X], uw e L(E), A€ M, (K). On définit :

(i) P(u) = X pen Mu® € L(E).
(i) P(A) = X pen AR € M, (K).

Vs o K[X] — L(E) L
Proposition 19.64. u € L(FE). L’application est linéaire, et de plus :
P+— P(u)

Y(P,Q) € KIX], P(u) 0 Q(u) = (PQ)(u) = (QP)(u) = Q(u) o P(u).

IX.2 Stabilité et polynémes

Proposition 19.65. (u,v) € L(F)? t.q. uov =vou. Alors Imv et Kerv sont stables par
u.

Corollaire 19.66. u € L(E), P € K[X]. Alors Im P(u) et Ker P(u) sont stables par u.
Notation 19.67. Pour u € L(E), on notera J, = {P € K[X], P(u) = 0}.
Proposition 19.68. u € L(E). Alors J, est un idéal de K[X].

~

Définition 19.69 (Polynéme minimal annulateur). u € L(E). Alors 3, € K[X], Ju =
K[ X]. Si Ju # {0}, alors i, est dit le polyndme minimal annulateur de w.

Proposition 19.70. E un K-espace vectoriel de dimension finie, u € L(E). Alors J, #

{0}

Démonstration. Voir proposition 20.16. Ol

IX.3 Lemme des noyaux

Lemme 19.71 (Lemme des noyaux). u € L(E).

\V/(Pl,PQ) S K[X]2, PiNP,=1=— Ker (Plpg) (u) = KerPl(u) @KQI‘PQ(U). (1)

WPy, Pa) €KX, [V, 5) € Lol i # 5 = PA Py = 1]

(H a) <u>] — D Ker Pw). (i)
i=1 i=1

Démonstration. (i) Soit (P, P2) € K[X]? t.q. P A P, = 1. En appliquant 1’égalité de

Bézout, obtenir l'existence de (U,V) € K[X]? t.q. UP, + VP, = 1. En déduire Vx €
Ker(P1 P2)(u), [U(u) o Py(u)] (z)+ [V (u) o Po(u)] (x) = x. Montrer que z1 € Ker Py(u),

— Ker

1 x2
xo € Ker P (u) et en déduire que Ker (P P,) (u) = Ker P;(u) + Ker Py(u). Montrer alors
que Ker P (u)NKer Py(u) = {0} et en déduire que la somme est directe. (ii) Par récurrence.
O
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X Matrices blocs

X.1 Généralités

Notation 19.72 (Matrices blocs). Pour (i,7) € [1,a] x [1,b], soit A;; € My, (K). On

note alors
A - Ap

A= 0 1] €My ((K),
Aal Aab

\ b
oun= Z?:l ng, p= Zj:l Dj-

Proposition 19.73. Soit A = (Ai;) € My, (K) et B = (By;) € My, (K) deur matrices
écrites sous forme de blocs, (A, p) € K2.

Air o Ap By -+ By
% ISRV o 7 S
At 0 A Ba1 -+ B
M1 +pBir - My + pBry

AAAal + ,UBal T AAAab + MBab

Proposition 19.74. E et F deux K-espaces vectoriels de dimension finie, avec E =
@, E;, F = @j_1 Fj. e et f bases respectives de E et I' adaptées auxr sommes directes
P, E; et Dj_1 Fj. u € L(E,F). A = (Ajj) = Mat g(u) écrite sous forme de blocs.
Alors

Aij = Mate, 1,(pj o ujg,),

ot p; est la projection sur F; parallélement a @;‘/:1 Fj.
J'#j
X.2 Produits par blocs
Proposition 19.75. Soit A = (A;;) € M, , (K) et B = (Byj) € M4 (K) deuz matrices

écrites sous forme de blocs.

A -+ Aw\ /B -+ Bie

Aal e Aab Bbl T Bbc
St L AuBy - Y0 AipBre

Ezzl Aak’Bkl o ZZ:]_ AakBkc

XI Matrices équivalentes et conséquences

XI.1 Définition

Définition 19.76 (Matrices équivalentes). (A, B) € M, (K)?. On dit que A et B sont
équivalentes lorsque I(P, Q) € GL,(K) x GL,(K), A= QBP~L.
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Proposition 19.77. E et F deuzr K-espaces vectoriels de dimensions respectives p et n.
e une base de E, f une base de F. u € L(E,F). M € M, ), (K). Alors M est équivalente
a Mate ¢(u) ssi

Je’ base de E, 3f' base de F, M = Mates /(u).
XI1.2 Rang et transposition

Notation 19.78. On note J, = (g 8) e M, , (K).

Proposition 19.79. A € M, ,, (K). Alors A et Jig 4 sont équivalentes.

Démonstration. Soit u € L(KP,K") I'application linéaire canoniquement associée a A.

En notant r = rg A, choisir (e].,,.. ~761/u) base de Keru, puis compléter cette base en
(e1,---,€p,) base de KP. Poser alors f] = u(ej) pour i € [1,7] et compléter cette base en
une base (fi,..., f,) de K". Vérifier alors que Mat f/(u) = J.. O

Proposition 19.80. rg'J, =rgJ,. =r.
Corollaire 19.81. A € M, , (K).
rg A =rglA.

Corollaire 19.82. A € M, ,, (K). £;,...,£, les n vecteurs lignes de A. Alors rg A =
rg(Sl, ce ,Sn).

XI.3 Rang et matrices extraites

Proposition 19.83. A € M, , (K). Alors rg A est l'ordre maximal des sous-matrices
carrées inversibles de A.
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Réduction d’Endomorphismes et de
Matrices

I Sous-espaces vectoriels stables

I.1 Généralités

Vocabulaire 20.1 (Sous-espace vectoriel stable). uw € L(E), F sous-espace vectoriel de
E. F est dit stable par E lorsque u(F) C F.

Proposition 20.2. L’intersection et la somme de deux sous-espaces vectoriels stables par
un endomorphisme sont stables par cet endomorphisme.
Définition 20.3 (Eléments propres d’un endomorphisme). u € £(E).
(i) On dit que x € E est un vecteur propre de u lorsque x # 0 et Vect(x) est stable par
u (i.e. x #0 et u(x) colinéaire d x).
(ii) On dit que A € K est une valeur propre de u lorsque Iz € E\{0}, u(z) = A\z.
(iii) On note Spg(u) l’ensemble des valeurs propres de u.
(iv) Pour A € Spg(u), on appelle espace propre associé a \ ’ensemble Ey = Ker(u —
Xidg).

Proposition 20.4. Pour u € L(E), X\ € Spx(u), E\ est stable par u.

I.2 Propriétés des espaces propres
Proposition 20.5. v € L(E). (A\1,...,\s) € Spx(u)® avec V(i,j) € [1,s]% i # j =
A # A

(i) La somme Ey, + E\, est directe.

(ii) La somme > ;| E\, est directe.

Corollaire 20.6. E un K-espace vectoriel de dimension finie. Alors u € L(E) admet au
plus (dim E) valeurs propres.
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1.3 Version matricielle

Définition 20.7 (Eléments propres d’une matrice). A € M, (K).

(i) On dit que X € M, 1 (K) est un vecteur propre de A lorsque X # 0 et 3N € K, AX =
AX.

(ii) On dit que X € K est une valeur propre de A si 3X € M, 1 (K)\{0}, AX = \X.
(iii) On note Spg(A) l’ensemble des valeurs propres de A.
(iv) Pour A € Spg(A), on appelle espace propre associé a A l'ensemble Ey = {X €
M,.1 (K), AX = AX}.
Proposition 20.8. E un K-espace vectoriel de dimension finie. e une base de E. u €
L(E). A= Mat(u). A € K.

(i) Spx(A) = Spg(u).
(ii)) A € Spg(A) <= (A — AI) non inversible <= rg(u — Nidg) < n.

II Diagonalisabilité

Définition 20.9 (Diagonalisabilité d’'un endomorphisme). E un K-espace vectoriel de
dimension finie. uw € L(E) est dit diagonalisable s’ existe e base de E t.qg Mat.(u) €
D, (K).

Proposition 20.10. u € L(E).

u diagonalisable <= il existe une base de E constituée de vecteurs (1)

propres de u

= E= P E, (ii)
AESp (u)
= dimE= )Y dimE),. (iii)
AESPK (u)

Proposition 20.11. E un K-espace vectoriel de dimension finie. Si u € L(E) a (dim E)
valeurs propres alors u est diagonalisable et chaque espace propre de u est de dimension
1.

Définition 20.12 (Diagonalisabilité d’une matrice). A € M, (K) est dite diagonalisable
lorsque A est semblable d une matrice diagonale.

Proposition 20.13. F un K-espace vectoriel de dimension finie. e une base de E. u €
L(E). Alors u est diagonalisable ssi Mat.(u) est diagonalisable.

IIT Diagonalisation et polynémes d’endomorphismes

Notation 20.14. u € L(E). On note K[u] = {Q(u), @ € K[X]}.

Proposition 20.15. v € L(E). K[u] est un sous-espace vectoriel de L(E) et un sous-
anneau de L(E).
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Proposition 20.16. E un K-espace vectoriel de dimension finie, u € L(E). On considére
Uapplication
o K[X] — Klu]
v P+ P(u)’

Alors ®, est une application linéaire, un morphisme d’anneaux et ®, est non injective.

Corollaire 20.17. E un K-espace vectoriel de dimension finie, u € L(E). Alors J, =
{P € K[X], P(u) =0} # {0}.

Proposition 20.18. E un K-espace vectoriel de dimension finie, u € L(E). P € J,\{0}.
Alors Spg(u) C {a € K, P(a) = 0}.

Théoréme 20.19. E un K-espace vectoriel de dimension finie, u € L(E). u est dia-
gonalisable ssi il existe un polynome P € K[X]| scindé sur K et d racines simples t.q.

P(u) = 0.

Démonstration. (=) Vérifier que P = []ycgp, (u)(X — A) convient. (<) Appliquer le
lemme des noyaux (lemme 19.71). O

Proposition 20.20. E un K-espace vectoriel de dimension finie, u € L(E) diagonalisable.
Pour X\ € Spi(u), on appelle py la projection sur Ey parallélement a D espy(u) Eu- Alors

HFEA
VA € Spg(u), pa € K[u].
Démonstration. Pour A € Spg(u), poser
HMESpK(u) (X - :u)
Ly= — k7 € K[X]
H,uGSpK(u) ()‘ - /‘)
HFEA
(i.e. Lx(A) =1 et Ly(p) =0 pour p # A). Vérifier alors que py = Ly (u). O
Proposition 20.21. E un K-espace vectoriel de dimension finie, (u,v) € L(E)?.
F—F
(i) Soit F' un sous-espace vectoriel de E stable par u. On définit 4 : .St u

est diagonalisable alors 4 est diagonalisable.

(ii) Siu et v sont diagonalisables et wov = vou, alors il existe une base de E constituée
de vecteurs propres communs d u et v.

Démonstration. (i) Appliquer le théoréme 20.19. (ii) Comme u est diagonalisable, on a
E = @) espy (u) Er(u) (on note ici Ej(u) = Ker(u — Midg)). Soit A € Spg(u). Justifier que
Ex(u) — Ex(u)

x — v(x)
wy est diagonalisable. Donc Ey(u) = @ esp, (wy) Eu(Wr) = D uespy (wy) (Er(w) N EL(v)).
Donc

E)(u) est stable par v, puis poser w), : . Appliquer (i) pour en déduire que

E = @ (Ex(u) N EL(v)) C Z (Ex(u)NEL(v)) C E,
AESpg (w) AESpy (w)
HESPK (wy) KESPg (v)
d’olt E = Y xespy(u) (Ex(u) N Ey(v)). Montrer alors que la somme est directe, d’ott £ =

HESPK (v)
Daespy (u) (Ex(u) N Ey(v)), puis en déduire le résultat. O

HESPK (v)
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Groupe Symétrique

I Généralités

Notation 21.1. Pour X # @&, on note Sx l’ensemble des bijections X — X (dites aussi
permutations).

Proposition 21.2. (&x,0) est un groupe en général non commutatif.

Proposition 21.3. Si deux ensembles X et Y sont en bijection alors Gx et Gy sont
isomorphes.

Notation 21.4. Pour n € N*, on note &,, = Gy -

Proposition 21.5.
(i) card S,, = nl.

(ii) &, est commutatif ssin < 2.

. 1 [ n
Notation 21.6. s € &,,. On notera s = (s(l) s(2) - s(n)

>, en omettant éventuel-

lement les points fixes de s.

Notation 21.7. Pour n > 3, on notera (ij) = <; ‘Z) € &, ou (i,j) € [1,n]?. Une
telle permutation est dite transposition.

II Orbites et cycles

IT1.1 Orbites

Définition 21.8 (Orbites). s € &,,, a € [1,n]. On appelle orbite de a sous l'action de s
Uensemble O,(a) = {s*(a), k € Z}.
Proposition 21.9. s € 6, a € [1,n].
(i) card Os(a) = min{p € N*, sP(a) = a}.
(ii) (Os(a))aeqing st une partition de [1,n].
(iii) Vb € Os(a), Os(a) = O5(b).
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II.2 Cycles et composées de cycles

Définition 21.10 (Cycle). On dit que s € S,, est un cycle lorsque s a une seule orbite non
réduite a un élément. On appelle alors cette orbite support de s; et on appelle longueur
de s le cardinal du support de s.

Vocabulaire 21.11 (Permutation circulaire). On appelle permutation circulaire de &,
tout cycle de longueur n.

Notation 21.12. Soits € &, un cycle de longueur p et de support Os(a) = {a, s(a),...,s""1(a)},
ot a € [1,n]. On notera s = (as(a) -+ sP~1(a)).
Proposition 21.13.
(i) Sio € &, est un cycle de longueur p, alors oP = id et oP~' # id.
(ii) Soit o = (araz -+ ap) € &y, alors o~ = (apap—1 -+ a1).
(iii) Deuz cycles a supports disjoints commutent.

Théoréme 21.14. Toute permutation s’écrit de maniére unique a l'ordre prés comme
produit de cycles d supports disjoints.

Démonstration. FExistence. Soit o € &,,. Soit k le nombre d’orbites de o non réduites a un

élément, qu’on note O, (ay),..., Oy (ay). Pouri € [1, k], poser o; = (ai o(a;) - aei_l(ai)>,
ou ¢; = card O,(a;). Montrer alors que o = o7 ---0. Unicité. Supposer sy---8p =
ry---rp € 6y, ou si,...,S, sont des cycles a supports deux a deux disjoints dont on
note Si, ..., les supports respectifs, rq,...,7, sont des cycles a supports deux & deux
disjoints dont on note Ry,..., Ry les supports respectifs. Montrer que Vi € [1,k], 3!j €
[1,4], s; = rj, d’ott I'unicité. O

II.3 Permutations et transpositions

Proposition 21.15. Tout cycle est produit (non unique) de transpositions.
Démonstration. On a (ajaz --- ap) = (a1 a2) (a2 a3) - - (ap—1ap). O
Théoréme 21.16. Toute permutation est produit (non unique) de transpositions.

Démonstration. Par récurrence. H(n) : Toute permutation de &,, est produit de transpo-
sitions. H(2) est vraie. Supposer H(n) vraie pour n € [2, +o00[. Soit s € &,,41. Si s(n+1) =

' [1,n] — [1,n]

n+1, soit §: . Alors § € &,,, donc par H(n), § s’écrit comme produit de

k — s(k)
[1,n+1] — [1,n+1]
transpositions : § = 71 - - - 7. Pour ¢ € [1, /], soit 7; : 7i(k) sik e [1,n] -

k— .
n + 1 sinon

Alors 7; est une transposition pour tout i € [1,/] etonas=7---7. Sis(n+1) #n+1,
poser § = ((n+1)s(n+1))os € &,41. On a alors (n + 1) = n+ 1, donc d’apres le cas
précédent, 0 s’écrit comme produit de transpositions, donc s = ((n+ 1) s(n + 1)) o0 aussi.
Donc H(n + 1) est vraie. O
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IIT Signature d’une permutation

Théoréme 21.17. I existe une unique application € : &,, — {—1,1} t.q.
(i) Pour toute transposition T € &, e(1) = —1,
(ii) & est un morphisme de groupes : ¥(o1,02) € &2, e(0102) = &(01)e(02).

L’application € est dite signature.

Démonstration. Poser
S, — {-1,1}
et

iiyePsmy 'Y
1#]
ot Pa(n) est I'ensemble des parties a deux éléments de [1,n]. Montrer d’abord (i), puis
(ii). En déduire, grace au théoreme 21.16, que Vo € &, (o) € {—1,1}. € ayant une
expression explicite, elle est donc bien définie. Et £ convient, et est unique (puisque ¢ est
définie sur les transpositions, qui engendrent &,,). O

Corollaire 21.18.

(i) La parité du nombre de transpositions intervenant dans la décomposition d’une per-
mutation est indépendante de la décomposition choisie.

(ii) Le groupe A, = Kere = {0 € &, (o) = 1}, dit groupe alterné, est constitué des

. . . .. |
permutations produits d’un nombre pair de transpositions; et on a card?, = 5.

Vocabulaire 21.19 (Parité d’une permutation). Les permutations de 2, sont dites paires,
les autres impaires.
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s 22

Déterminants

I Formes n-linéaires

Définition 22.1 (Forme n-linéaire). E un K-espace vectoriel. f : E™ — K est dite n-
linéaire lorsque pour tout (x1,...,z,_1) € E" ' et pour tout i € [1,n], Uapplication
EF—K

est linéaire.
x’—>f(x17""xi717q"7mi7"'7l‘n71

Définition 22.2 (Caractere antisymétrique ou alterné). f : E™ — K une forme n-linéaire.

(i) f est dite antisymétrique lorsque

v(xla" : 7xn) € En? V(Z7]) € [[Ln]]Qa Z#]
= f(x1, . %y, X, n) = —f(@1, T, Ty, T,
(ii) f est dite alternée lorsque
Y(z1,...,2,) € E", (El(i,j) ce[1,n]? i#jet 2= xj)
= f(z1,...,2,) =0.

Proposition 22.3. f: E" — K une forme n-linéaire. f est alternée ssi f est antisymé-
trique.

Notation 22.4. On note A, (E) l’ensemble des formes n-linéaires alternées sur E.
Proposition 22.5. (A,(E),+,-) est un K-espace vectoriel.

Proposition 22.6. f € A, (F), 0 € &, (x1,...,zy,) € E™.

f (:L‘U(l),...,xa(n)) =ce(o)f(x1,...,xp). (%)

Démonstration. Par récurrence. H(k) : Si o est le produit de k transpositions, alors
(%) est vraie. O
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II Déterminant d’une famille de n vecteurs d’un espace vec-
toriel de dimension n

Définition 22.7 (Déterminant). E un K-espace vectoriel de dimension n. B une base de
E. On définit

E" — K
det : L ,
B |(x1,...,2n) — Z g(o) H To(k),k
o€, k=1

ot z;; est la i-iéme composante de x; dans la base B pour (i,j) € [1,n]?.

Théoréme 22.8. F un K-espace vectoriel de dimension n. B une base de E. Alors detp
est l'unique forme n-linéaire alternée sur E t.q. detg(B) = 1. De plus, A,,(E) = Vect(detp)
et

Vf € An(E), f=f(B)-det.

Démonstration. Soit f € A, (F), (z1,...,2,) € E™. En notant B = (ey, ..., e,), vérifier
que

n n
f(xl,...,:zn) = f Z L1 1€41 5«5 Z Ly ,nCip

i1=1 in=1

= Z iy, 1" Tigm fler,- - €i,)
—_— ———

1<, in<n R . .
St =0 dés que i}, = iy avec k # £

= 3 (o Toma F (Coy o))

ceG,
= ( Z E(J) H mU(k:),k) : f(eb s 7€n)'
o6y k=1

IIT Propriétés du déterminant

III.1 Propriétés usuelles

Proposition 22.9. E un K-espace vectoriel de dimension n. By, Bs bases de E. Alors

det = det (By) - det .
Ba Ba B

Proposition 22.10. E un K-espace vectoriel de dimension n. B une base de E. Alors

YV(x1,...,2n) € E™, dgt(xl, S Z (o) H Thoo (k)
ceGy, k=1

ot m;;j est la i-iéme composante de z; dans la base B pour (i,7) € [1,n]?.
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I11.2 Déterminant d’une matrice carrée

Définition 22.11 (Déterminant d’une matrice carrée). A € M, (K). On note det A le
déterminant des n vecteurs colonnes de A dans la base canonique de K™.

Notation 22.12. On note

ailr - Qin ailr -+ Qln
= det
Gn1 *** Gnpn anl - Qnn
Proposition 22.13. A = (a;5) € M, (K).
n n
det A = Z H a(k),k = Z E(O‘) H ak’(,(k). (1)
o€e6, k=1 ceGy, k=1
det A = det A. (ii)
Corollaire 22.14. det I, = 1.
a c
Exemple 22.15. bod = ad — be.

Exemple 22.16 (Regle de Sarrus).

ail a2 a3
21 Q22 Q23| = @12023031 + Q1122033 + 421032013 — (21312033
azy azz2 a3

— (31022013 — 032023011 -

I11.3 Familles libres, matrices inversibles et déterminants

Proposition 22.17. E un K-espace vectoriel de dimension n. B une base de E, F une
famille de n éléments de E. Alors F est une base de E ssi detg F # 0.

Corollaire 22.18. A € M, (K).
A€ GL,(K) <= det A # 0.

IV Calculs de déterminants

IV.1 Quelques propriétés immédiates

Proposition 22.19. A € M, (K), T = (t;;) € T, (K). On note €1, ...,&, les n vecteurs
colonnes de A.

(i) VAL, ..., An) € K7, det (617---,¢i+2#i N, €)= det A,
(ii) VA € K, det (€4, ... oo &) = Adet A.
(il)) VA € K, det(M\A) = A det A.
(iv) Vo € &, det (ea(l), . @,U(n)) = (o) det A.
(V) det T = H?:l tii-

Démonstration. (v) Par récurrence. Pour k € [1,n], poser H(k) : det T = (Hle tii> detg(eq, ...

ou B = (ey,...,ey) est la base canonique de K". O

Remarque 22.20. Dans la propriété précédente, les manipulations sur les colonnes peuvent
aussi étre effectuées sur les lignes.

122

ek, Cpgt, .



CHAPITRE 22. DETERMINANTS

IV.2 Développement par rapport a une ligne ou une colonne.

Définition 22.21 (Mineur, cofacteur et comatrice). A € M, (K), (i,4) € [1,n]?.

(i) On appelle mineur (i,5) de A, noté M;j, le déterminant de la sous-matrice carrée
de A d’ordre (n — 1) obtenue en retirant la i-iéme ligne et la j-iéme colonne de A.

(ii) On définit le cofacteur (i,j) de A par Cof;;(A) = (—1)""M;; € K.
(iii) On appelle comatrice de A la matrice Com A =37, i<, Cofi;(A)Ei; € M, (K).
Proposition 22.22. A = (a;;) € M, (K), j € [1,n].
n
det A = Z Qjj COfU(A)
i=1
Remarque 22.23. Cette propriété reste valable pour un développement par rapport d une

ligne : Vi € [1,n], det A = Z?ﬂ a;j Cof;;(A).

IV.3 Inverse d’une matrice

Proposition 22.24. A € M, (K). Alors A x {Com A) = {Com A) x A = (det A) I,,.

V Déterminant et morphisme de groupes

V.1 Déterminant d’'un endomorphisme

Proposition 22.25. E un K-espace vectoriel de dimension n. f € L(E).

INeK, Y(z1,...,z,) € E", VB base de E,

Définition 22.26 (Déterminant d’un endomorphisme). E un K-espace vectoriel de di-
mension n. f € L(E). On note Det f l'unique scalaire t.q.

V(x1,...,2,) € E™, VB base de E,

Corollaire 22.27. E un K-espace vectoriel de dimension n. f € L(E). B base de E.
Alors Det f = det Matp(f).

Corollaire 22.28. (A, B) € M,, (K). Si A et B sont semblables alors det A = det B.

V.2 Morphisme

Proposition 22.29. E un K-espace vectoriel de dimension n. ¥(f,g) € L(E)?, Det(f o
g) = (Det f) (Det g).

Corollaire 22.30.
V(A4, B) € M, (K)?, det(AB) = (det A) (det B).

Proposition 22.31. E un K-espace vectoriel de dimension n. f € L(E), A € M, (K).
(i) f € GL(E) <= Det f # 0. Dans ce cas, Det f~! = Deltf'
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(i) A € GL,(K) <= det A # 0. Dans ce cas, det A1 = 1.

GL(E) — K* )
est un morphisme de groupes.

(iii) L’application s Det f

Corollaire 22.32. (Aj1, A2, Ay) € M, (K)S.

det (AH A12> = (det A7) (det Ags) .

, . o o (An A\ (I, 0 A An
Démonstration. Ecrire ( 0 A22> = ( 0 A22> ( 0 I, > O

VI Déterminant de Vandermonde

Définition 22.33 (Déterminant de Vandermonde). Pour (zg,...,z,) € K", on note

1 1 - 1 - 1

rog X1 B 113] I

2 2 2 2

xo xl M :L'] :En

V(xo, ..., Tn) = Pt D D

1 1 2 (2

xy @y ' al,

n n n n

zy ol ] !

Proposition 22.34.

Y(zo,...,2,) € K" V(xg,...,z,) = H (xj —x5). (%)

Démonstration. Par récurrence. H(n) : (x). H(1) est vraie. En supposant H(n—1) vraie
pour n > 2, poser f :x € K+ V(x0,...,%n_1,2). Supposer Y(i,5) € [0,n][? i # j =
x; # x;, sinon le résultat est clair. Montrer, en développant le déterminant par rapport a
la derniére colonne, que f est polynomiale de degré n et que Vk € [0,n[, f(xx) = 0. Ainsi
N eK, Vr €K, f(z) = A[I}Z5(x — a1). Montrer que A = V(o,...,z,—1) et en déduire
H(n). O

124



e 2.3

Résolution de Systemes Linéaires

I Notion de sous-espace affine

Définition 23.1 (Sous-espace affine). E un K-espace vectoriel. My € E, F un sous-
espace vectoriel de E. On appelle sous-espace affine de E passant par My et de direction
F l’ensemble

y:MQ—FF:{MQ—{—u, UGF}

Les éléments de & sont dits points de & .

Notation 23.2. E un K-espace vectoriel. F = My + F un sous-espace affine de E, ot
My € E, F sous-espace vectoriel de E. Pour M € %, on note MoM = M — My € F'.

Définition 23.3 (Dimension d’'un sous-espace affine). E un K-espace vectoriel. F un
sous-espace affine de E de direction F'. On dit que & est de dimension finie lorsque F est
de dimension finie et on définit alors dim % = dim F'.

Lemme 23.4. E un K-espace vectoriel. F un sous-espace affine de E de direction F.
AlorsVM € %, % =M + F.

Proposition 23.5. E un K-espace vectoriel. F et 9 deux sous-espaces affines de E de
directions respectives F et G. Alors ¥ N9 est soit vide, soit un sous-espace affine de F
de direction FNG.

II Application aux systémes linéaires

Proposition 23.6. A € M, , (K), B € M, 1 (K). Alors l’ensemble .7, défini par ./ =
{X € KP, AX = B}, est soit vide, soit un sous-espace affine de KP de direction Ker A.
Autrement dit, . est l'intersection de n hyperplans affines de KP.

Définition 23.7 (Rang d’un systeme linéaire). A € M, , (K), B € M, ; (K). On appelle
rang du systeme AX = B le rang de A.

Proposition 23.8. A € M, , (K), B € M, (K). ¥/ ={X € KP, AX =B}. SirgA=n
alors & # . SirgA < n alors . # @ ssi B € Im A. Dans ce cas, B appartient a
Uintersection de (n —rg A) hyperplans; on dit que B doit satisfaire a (n —rg A) relations
de compatibilité.

Corollaire 23.9. A € M, (K), B € M,,; (K). Alors le systéme AX = B a une unique
solution ssi A € GLy(K). Dans ce cas, le systéme est dit systeme de Cramer.
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IIT Meéthode de Gauss

Proposition 23.10. T € T/ (K)NGL,(K). B € M, 1 (K). Alors la résolution du systéme

L. ;o . 2
TX = B s’effectue en un nombre d’opérations équivalent a n* (ou 5 si on ne compte pas
les additions).

Méthode 23.11 (Méthode de Gauss). A = (a;;) € M, , (K)\{0}, B € M, (K). On
cherche a résoudre le systéme linéaire AX = B.

(i) Si la premiére colonne est nulle, alors on permute deux colonnes pour se ramener d
une premiére colonne non nulle. Si a1y = 0, alors on permute deux lignes pour se
ramener au cas a1y # 0. On effectue ensuite des opérations de transvection afin que
tous les coefficients de la premiére colonne soient nuls sauf aq1.

(ii) On réitére 'étape (i) jusqu’a ce que la sous-matrice constituée des (n — k) derniéres
lignes et (p—k) derniéres colonnes de A soit nulle. On se raméne ainsi a la résolution
d’un systéme triangulaire.

Cette méthode permet de résoudre AX = B en un nombre d’opérations équivalent a %

(ou %3 st on ne compte pas les additions).
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Intégration sur un Segment

I Uniforme continuité

Définition 24.1 (Uniforme continuité). f : I — R. On dit que f est uniformément
continue UC°) sur I lorsque

Ve >0, In € RY, V(z,y) € I%, |z —y| <n=>|f(z) — f(y)| <e.

Proposition 24.2.
(i) Toute fonction lipschitzienne sur I est uniformément continue sur I.

(ii) Toute fonction uniformément continue sur I est continue sur I.

Proposition 24.3. f: 1 — R. f est non UC® sur I ssi il existe (ap) € IV, (by) € IN et
e >0 tq (ap—by) — 0 mais Yn € N, |f(an) — f(bn)| > €.
n o0

Théoréme 24.4 (Théoréme de Heine). Toute fonction a valeurs réelles C° sur un segment
[a,b] est UCY sur [a,b].

Démonstration. f : [a,b] — R C°. Supposer par I'absurde f non UC°. Alors il existe
(o) € [a, b)Y, (Bn) € [a,b]N et e > 0t.q. (o — Bn) — OetVn e N, |f(an) — f(Bn)| =

e. Comme (av,) est bornée, en extraire une sous-suite convergente (a@(n)) (avec ¢ : N —

N A7) t.q. agm) m ¢ € [a,b]. De plus, (aw(n) - 63@0%)) m 0, d’ott By ———

n—-+o0o
¢. Mais f est C° sur [a,b] et £ € [a, b] donc f (a@(n)) — fl)et f (B@(n)) R fo),
donc ’f (aw(n)) —f (Bnp(n)) m 0. C’est une contradiction. O

II Fonctions en escaliers et fonctions continues par mor-
ceaux

II.1 Subdivisions
Définition 24.5 (Subdivisions). (a,b) € R?, a < b. On appelle subdivision de [a,b] toute

suite finie 0 = (ag,...,an) avec a =ag < a3 < --- < ap = b.
(i) On appelle support de o l’ensemble Sy = {ag,...,an}.

(ii) On appelle pas de o le réel max;eo pf |ait1 — ail.
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On appelle de plus subdivision réguliere de [a, b] de pas h la subdivision (a,a+h, ..., a+nh)

__ b—a
avec h = .

Vocabulaire 24.6. 01 et 0y deux subdivisions de [a,b]. On dit que o2 est plus fine que o1
lorsque Sy, C Sy,

Notation 24.7. o1 et oy deux subdivisions de [a,b]. On note o1 U o2 la subdivision de
[a,b] de support Sy, U Sy, .
I1.2 Fonctions en escaliers

Définition 24.8 (Fonctions en escaliers). f :[a,b] — R. f est dite en escaliers sur [a, b]
lorsquil existe une subdivision o = (ao, - - . , a,) de [a,b] t.q. Vi € [0,n[, fj [ est constante.

Aj,A541
o est alors dite subdivision adaptée d f.
Notation 24.9. f :[a,b] — R en escaliers, o = (ag, ..., a,) subdivision adaptée a f. On
écrit
n—1
f= Z )‘i]l]amai-‘-l[ sur [a, b]\So,
=0

= N\
Notation 24.10. On note 4y 'ensemble des fonctions en escaliers sur [a,b] a valeurs

dans R.

Proposition 24.11.

(i) Toute subdivision plus fine d’une subdivision adaptée a une fonction f en escaliers
sur [a,b] est aussi adaptée a f.

ot, pour i € [0,n[, Ai est la constante t.q. fla; aisi

(ii) L’ensemble 4 des fonctions en escaliers sur [a,b] a valeurs dans R est un espace
vectoriel stable par produit et inclus dans ’ensemble des fonctions bornées sur |a,b].

II.3 Fonctions continues par morceaux

Définition 24.12 (Fonctions continues par morceaux). f : [a,b] — R. f est dite continue
par morceaux (Cy,) sur [a,b] lorsqu’il existe une subdivision o = (ag,...,an) de [a,b] t.q.
Vi € [0,n[, Taisaia| €5t CO et, pour tout i € [0,n], f admet une limite réelle a droite et a
gauche en a;. o est alors dite subdivision adaptée a f.

Proposition 24.13. f : [a,b] — R. f est continue par morceaux ssi il existe une sub-
division (ag,...,an) de [a,b] et des fonctions fi : [a;,a;11] — R C° pour i € [0,n] t.q.
Vi € [[Oan[[a f|]ai,ai+1[ = fi|}ai,ai+1[
Notation 24.14. On note CY,, ([a,b], R) Uensemble des fonctions C3,, sur [a,b] d valeurs
dans R.
Proposition 24.15.
(i) Toute subdivision plus fine d'une subdivision adaptée d une fonction f C,, sur [a,b]
est aussi adaptée a f.
(ii) L’ensemble CJ,, (la,b],R) des fonctions C),, sur [a,b] & valeurs dans R est un espace
vectoriel stable par produit et inclus dans l’ensemble des fonctions bornées sur [a,b].
Proposition 24.16. f : [a,b] = R Cp,,. ¢ : [¢,d] = R avec ¢ ([¢,d]) C [a,b]. Si ¢ est C°
et strictement monotone sur [c,d], alors (f o) est Cgm sur J.

Démonstration. Supposer ¢ . Soit (ag,...,a,) une subdivision adaptée & f. Poser
a; = ¢ (a;) pour i € [0,n] (par bijectivité de ¢). Montrer alors que (f o ¢) est Cgm,
(o, ..., ) étant une subdivision adaptée a (f o ). O
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I1.4 Approximation de fonctions continues par morceaux

Notation 24.17. On définit sur l’ensemble des fonctions bornées I — R la norme H”OIO
par
Vo € RY bornée, ||g0HoIo = sup|¢]| .
1

Définition 24.18 (Convergence uniforme). (f,,) une suite de fonctions I — R, f: I — R.
On dit que (fy) converge uniformément vers f sur I lorsque

I frn — f||°I° P 0.

Définition 24.19 (Convergence simple). (f,) une suite de fonctions I - R, f: I — R.
On dit que (fy) converge simplement vers f sur I lorsque

Ve eI, |fu(z) = f(2)] ——— 0.

n—-+0o00

Proposition 24.20. (f,) une suite de fonctions I — R, f : I — R. Si (f,) converge
uniformément vers f sur I alors (f,) converge simplement vers f sur I.

Théoréme 24.21. Toute fonction Cgm sur un segment [a,b] est limite uniforme d’une
suite de fonctions en escaliers sur [a,b].

Démonstration. f : [a,b] — R. Premiére étape. Supposer f C°. Pour n € N*, intro-

duire la subdivision réguliere (a,a + h,...,a + nh) avec h = b_T“, et poser f, : = €
[a,b] — { ;EZ;) Sis;xzeb[ak’akﬂ[ pour k € [0,n (fn est en escaliers). Soit ¢ > 0.
Comme, f est C° sur [a,b] donc UCY sur [a,b], In € R, V(z,y) € [a, b2, |z —y| <
n = |f(z) — f(y)| < e. Soit n > b*Ta, alors Yk € [0,n[, Vz € [ag, ars1], |z —ar] <
donc Vk € [0,n], Vo € [ak,apt1], |f(z) — fu(x)| = |f(z) — f(ar)|] < €, et c’est encore
vrai en = b. Donc supp, ) |f — fu| < €. Donc (f,) converge uniformément vers f.
Deugiéme étape. Supposer f CJ,. Soit (ao,...,ap) une subdivision de [a,b] adaptée &

f. Pour i € [0,p[, soit fi : oy, ai01] — R CY t.q. fiasaia] = flanaua> et soit (fin)
une suite de fonctions en escaliers définies sur |a;, a;41[ convergeant uniformément vers
fi (qui existe d’aprés la premiere étape). Poser alors, pour n € N, ¢, : = € [a,b] —
fin(z) sLr G]ai»aiJrl[ pour i & [0, p[ . Vérifier alors que (g,) est une suite de fonc-
f(a;) siz=aq; pour i€ [0,p]

tions en escaliers convergeant uniformément vers f sur [a, b]. O

III Intégrales de fonctions en escaliers sur un segment

Définition 24.22 (Intégrale d'une fonction en escaliers). ¢ € 44, 0 = (ag, - .., a,) une
subdivision adaptée d p. On définit

n—1
/b 0= (ars1— ar) (ck),
a k=0

ot ¢ €lak, ags1] pour k € [0, n].

Démonstration. Il faut justifier que [ : ©, que l'on note pour linstant I,(¢), est indé-
pendante de la subdivision o choisie. Montrer pour cela que si 6 est une subdivision plus
fine que o, alors I,(¢) = I5(¢p). Montrer alors que pour toute autre subdivision ¢’ adaptée

a @, on a IU(SD) = UUU’(QO) = Igl((P)- O

129



CHAPITRE 24. INTEGRATION SUR UN SEGMENT

Proposition 24.23. ¢ € & y). Alors f:cp n’est pas modifiée lorsque la valeur de ¢ est
modifiée en un nombre fini de points de [a,b].

Proposition 24.24.
g[a,b] — R
(i) L’application b est une forme linéaire.
‘P'_>/ ¥

(ii) Vo € Elap), v = 0 sur [a, b]:>f @ > 0.
(i) (. 0) € €2y, 0> ¥ sur [a,b] = [P > V0.
(iv) Vo € Elap), @] € Ejay et

bcp </:|<p\-

v) Vo e R4 Ve €la,bl, ¢ € Eupl <= Cliacl € Elael €6 sl € Eiepl €t dans ce cas
[a,b] |[a.c] [a,c] |[c,0] [c,0]

b c b
fo=fex[e
a a c

Proposition 24.25. ¢ € &,y
b
[ e
a
Proposition 24.26 (Changement de variable affine). ¢ € £,5- A € RY, p € R.

/ d:v—A/ oM+ ) dt.

IV Intégrales de fonctions continues par morceaux sur un
segment

< (b— 00
(=) ol 5,

Définition 24.27 (Riemann-intégrabilité). f : [a,b] — R bornée. On note E~ = { € Elap)s ¢ < f sura, b]}
et ET = {@b € Elap, ¥ = f sur[a, b]}, et

b
I~ = su / et = inf /
chER a 4 yet v-

On dit que f est Riemann-intégrable sur [a,b] lorsque IT = I~ , et on note alors f;f =
I*=1".

Lemme 24.28. Si f est C,, sur [a,b], alors
Ve >0, I, ) €Ly, p < F <P et 0< P —p <e.
Démonstration. Conséquence du théoreme 24.21. Ol

Proposition 24.29. Toute fonction Cgm sur [a,b] est Riemann-intégrable sur [a,b].
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Yy

2|

1+

0 - xT
0 2 4 6 8 10

Approximation d’une fonction continue par des fonctions en escaliers

Démonstration. Soit f : [a,b] — R CJ,,. Montrer d’abord (avec les notations de la
définition 24.27) que I~ < IT. Montrer ensuite que Ve > 0, IT — I~ < ¢(b — a) (en
utilisant le lemme 24.28), et en déduire que I = . O

Proposition 24.30. [ : [a,b] = R C)., (¢n) une suite de fonctions en escaliers conver-
geant uniformément vers f. Alors

/%m/f

Théoréme 24.31 (Sommes de Riemann). f : [a,b] — R CJ,,. Pour n € N*, on pose

b—a n—1
Sn(f) = > Flaw),

[

ot a, = a+ k*=2 pour k € [0,n]. Alors

n—-+00 / f

Démonstration. Construire une suite (¢,,) de fonctions en escaliers sur [a, b] convergeant
uniformément vers f sur [a, b] comme dans la démonstration du théoréme 24.21. En déduire
b b
que Sn(f) = fa SOTL fa f D
n—+oo

V  Propriétés de l’intégrale
V.1 Propriétés obtenues par densité

Proposition 24.32. f € C),, ([a,b],R). Alors fff n’est pas modifiée lorsque la valeur de
[ est modifiée en un nombre fini de points de |a,b].

Proposition 24.33.
Cgm ([CL, b]vR) — R
(i) L’application b est une forme linéaire.
g [ f
(i) Vf €Y, ([a,b],R), f =0 surfa,b]= [1f>0
(iil) Y(f,9) € COy ([a,b,R)*, f = g sur[a,b] = [J f > [} g.
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(iv) Vf € Cp ([a,0],R), |£] € Cpyy ([0, B], R) et

bf </:|f!-

(v) Vf € R e €la,b], f € C, ([a,b],R) <= filaq € Com ([a.c],R) et fiep €

C;())m ([c,b],R) et dans ce cas
b c b
[r=[s+]r

Proposition 24.34 (Changement de variable affine). f e C) ([a,b],R). X € R, p € R.

/ da:—A/ FOE+ p) dt.

Corollaire 24.35. f:R — R C),, sur [0,T] et T-périodique (T > 0). Alors

Va € R, /anrTf:/on.

V.2 Inégalités et intégrales

Proposition 24.36 (Inégalité de la moyenne). (f,g) € CJ,,, ([a, b],R)%.
[1n<o-aliy ()

b
<Ifles, / 9l (i)

Corollaire 24.37. f € Cgm ([a,b],R), (fn) une suite de fonctions C]?m convergeant umni-

formément vers f. Alors
b
/a f n—-+00 / f

Proposition 24.38 (Inégalité de Cauchy-Schwarz). ) € Cp ([, b],R)%.

WF

Démonstration. Considérer la fonction ¢ : A € R +— [ f (Af + g)?. Montrer que 9 €
Ro[X], que ¥ > 0 sur R. En déduire que le discriminant de ) est négatif (si degd = 2) ou
que ¥ est constante (si deg? < 2). O

b
fg
a

fg

Corollaire 24.39 (Inégalité de Minkowski). On pose

b
N: fec, (ja,b],R) — /an.

Alors
Y(f,9) € COp ([a, 0], R)?, N(f + g) < N(F) + N(g).
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V.3 Cas d’égalité
Proposition 24.40. f :[a,b] — R C°.

f =0 sura,b

f=0 }:>f:03ur[a,b].

Proposition 24.41. f,g: [a,b] — R C°. Les cas d’égalité dans les inégalités de Cauchy-
Schwarz (proposition 24.38) et de Minkowski (corollaire 24.39) sont vérifiés ssi f et g sont
colinéaires.

Proposition 24.42 (Egalité de la moyenne). f, g : [a,b] — R C°.

g =0 sur [a,b] = Jc € [a, ], /bfg:f(c)/bg.

Démonstration. Supposer g # 0 (sinon le résultat est clair). Utiliser le fait que f est
bornée et atteint ses bornes sur [a, b] (car f C°) : en notant m = ming, y f, M = max,y f,
I 19
J. o
de c. U

onam < < M. Comme m et M sont atteints par f, le TVI assure alors 'existence

VI Intégrales de fonctions a valeurs complexes

Définition 24.43 (Intégrale d’une fonction a valeurs complexes). f : [a,b] — C. f est
dite CY,,, sur [a,b] lorsque R(f) et S(f) le sont. Dans ce cas, on définit

szfwﬂﬂl%m-

Notation 24.44. f € C;())m ([a,b],C). K un segment inclus dans [a,b]. On pose :

[r=fr o« [0 o [o-[2

Proposition 24.45. f € Cp,, ([a,b],C). Alors

b b
[r<[n
Démonstration. Soit § un argument de ff f-Ona:
b b b ,
[heeefrmfr
b ) b )
:§R</ f'e_29> :/ %(f'e_w>
b b
</ = [

f . e—i@
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Proposition 24.46 (Inégalité de Cauchy-Schwarz). (f,g) € Cgm (la, b],C)>.

[ 13 <\/Lb\f|2\/Lb|g|2.

Corollaire 24.47 (Inégalité de Minkowski). On pose

m:fecgm([a,b],@%,//abf|2.

V(f.g) € C ([a,b],C)%, MN(f + g) < N(F) + N(g).

Alors

VII Primitives et conséquences

Théoréme 24.48. f: [a,b] — R C°. Alors la fonction
F:xE[a,b]t—)/ f

est Ct sur [a,b] et vérifie F' = f.

Proposition 24.49 (Intégration par parties). u,v : [a,b] — R C'. Alors

b ) b
/ u'v = [uw], —/ uv'.
a a

Proposition 24.50 (Intégration par substitution). f : [a,b] — R C%. ¢ : [¢,d] — R C!

avec ¢ ([c,d]) C [a,b].
[r= oo
#(©) c '
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Chapitre

Séries

I Généralités

Définition 25.1 (Série). Soit (u,) € KN. On appelle suite des sommes partielles associées
a (up) la suite de terme général S, = > }_y uk. Etudier la série de terme général u,,, notée
> up, c’est étudier la nature de la suite (Sy,).

(i) On dit que > u, converge lorsque (Sy) converge. Dans ce cas, on appelle somme de
la série la limite des sommes partielles :

oo n
2 k= m ) ue
k=0 k=0

(ii) On dit que > uy, diverge lorsque (Sy) diverge.

Proposition 25.2. (u,) € KN, ng € N. Alors la série associée a (un)n>0 converge ssi la
série associée & (Up)n=n, converge. Et dans ce cas :

fe’) no—1 o]
Z Up = Z Uk + Z Uk -
k=0 k=0

k=ng

Proposition 25.3. (u,) € KN, (S,,) la suite des sommes partielles associées a (uy,). Alors
Vn €N, upt1 = Spg1 — Sn.

Corollaire 25.4. (u,) € KN. Si 3 u, converge, alors uy, —+> 0.
n—-+0o0

Vocabulaire 25.5 (Divergence grossiére). (u,) € KN. On dit que 3" u, diverge grossie-
rement lorsque (u,) ne tend pas vers 0.

Proposition 25.6. L’ensemble {(un) e KN, Su, com)erge} est un K-espace vectoriel.

II Séries a termes réels

II.1 Séries a termes positifs

Proposition 25.7. (u,) € (Ry)Y, (Sy) la suite des sommes partielles associées d (uy,).

(i) (Sn) est croissante.
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(ii) D"y, converge ssi (Sy) est majorée.

Proposition 25.8. (u,) € RY, (v,) € RN. On suppose que 0 < u, < v, @ PCR.
(i) > v, converge = > u, converge.
(ii) Y u, diverge = >" v, diverge.

Proposition 25.9. (u,) € RY, (v,) € RN t.q. up, >0 et v, >0 d PCR.

(i) Siu, = O(vy) et > vy, converge alors Y u, converge. Dans ce cas
Z up = O <Z Uk> .
k=n k=n
(ii) Siun, = O(vy) et > v, diverge, alors
Z up = O <Z vk> .
k=0 k=0

(iii) S7 up ~ vy, alors Y- uy, et > v, sont de méme nature.

Les points (i) et (ii) restent valables en remplacant O par o ou ~.

Vocabulaire 25.10. f: R, — R Cgm. On dit que [ f converge en o0 lorsque limy_, o [ f

existe et est réelle. On note alors
—+o0 x
/ f= lim / I
0 Tr—+00 0

Proposition 25.11. f: Ry - R Cgm décroissante et positive.
(i) La série de terme général a, = fg“ (f = f(n+1)) converge.
(ii) Y f(n) converge ssi [ f converge en +oo.

(iii) Si Y f(n) diverge alors Y 23— f(k) ~ [5' f-

Démonstration. (i) Montrer que Vn € N, f(n + 1) < fg“ f < f(n); en déduire que
Yn eN,0<a, < f(n)—f(n+1). Or, f est décroissante et positive donc admet une limite
réelle en +o00, donc la série de terme général f(n)— f(n+1) converge, donc Y a,, aussi. (ii)
Ecrire Zz;é arp = Jo' f—2 k=1 f(k). Or, la série de terme général a,, converge donc les suites
(Jo' f) et (3j—; f(k)) sont de méme nature. Montrer alors que  — [ f a une limite réelle
en +oo ssi ([y' f) converge, d’ot le résultat. (iii) On a Vk € N, 0 < aj, < f(k) — f(k+1).
En supposant que Y f(n) diverge, écrire alors
n n n
O</O f=2_ k) < £(0) = f(n) < f(0) =0<Zf(k‘)>~
k=1 -

k=1

Sno

Proposition 25.12.

n

>

i (o)
=lnn+vy+-—+o(—],
k=1 "

2 n

| =

ot 7y est la constante d’Euler.
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Démonstration. Poser u, = In (1 — %) + % Montrer d’abord que ) w, converge et
que > g2, up ~ —%. Ecrire ensuite Inn = — Y7 _,1n (1 - %), puis Z,Z:l% —Ilnn =
1+ > F_sug; en déduire le résultat souhaité. ]

Proposition 25.13. o € R. Alors la série > n%, dite série de Riemann, converge ssi
a> 1.

Démonstration. En notant f, : x € R} z%, remarquer que y. fo(n) converge ssi
[ fa converge en +oc. O

Proposition 25.14. (u,) € RN et a € R t.q. n®u, — ¢ eR.
—+o0

(i) Sit #0, alors > u, converge ssi a > 1.
(ii) Si¢ =0, a>1 etu, >0 a PCR, alors Y u, converge.

I1.2 Criteres de convergence

Proposition 25.15 (Critere de d’Alembert). (u,) € (Ri)N t.g. “2t —— (€ R.
Alors :

(i) St ¢ <1, alors Y u, converge.

(ii) Sil =1, alors > u, peut converger ou diverger.

(iii) Si ¢ > 1, alors > uy, diverge grossiérement.
Proposition 25.16 (Critere de Cauchy). (u,) € (Ri)N t.q. up — ¢ eR. Alors :
n—-—+0oo

(i) St ¢ <1, alors Y u, converge.
(ii) Sil =1, alors > u, peut converger ou diverger.

(iii) Si ¢ > 1, alors > u, diverge grossiérement.

I1.3 Séries alternées

Vocabulaire 25.17 (Reste & 'ordre n). (u,) € KN t.q. Y02 ur = S € K, (S,) la suite
des sommes partielles associées d (uyp). Alors on appelle reste a ordre n de > uy, :

o
R,=5-5,= Z U,
k=n-+1
Proposition 25.18. (a,) € (Ry)" t.q. (an) \ et ap . 0. Alors la série > (—1)"ay,
n—-+0o0
dite série alternée, converge. De plus, pour tout n € N, R, = Zi":nﬂ(—l)kak est du signe

de (=1)"* et |R,| < |ans1]-

Démonstration. En notant (S5,) la suite des sommes partielles associées a ((—1)"ay,),
montrer que les suites (S2,,) et (S2,4+1) sont adjacentes, et en déduire la convergence de
> (—1)"ay. En notant S = lim,,_ 4~ Sy, montrer alors que 0 < S — Sop+1 < apy2 et que
0< S — 8 < agnet- O
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IIT Séries a termes complexes

ITII.1 Généralités
Proposition 25.19. (u,) € CN. 3 u, converge ssi 3. R(uy,) converge et 3 (uy,) converge.

Définition 25.20 (Absolue convergence). (u,) € KN. On dit que 3" u, est absolument
convergente lorsque Y. |u,| converge.

Proposition 25.21. (u,) € K. Si 3w, est absolument convergente alors 3" u,, converge.

Démonstration. Premicre étape : K = R. Soit (u,) € RY t.q. Y u, est absolument
convergente. Poser u = max(uy,,0) et u, = max(—uy,,0). On a alors u,, = u;} — u,
et |un| = wb + u; . BEerire alors 0 < uf < |un| et 0 < u; < |up|. Or 3 |uy,| converge
donc Y u et Y u;, convergent, d’ott > u, = > (u} —u,,) converge. Deuziéme étape :
K = C. Soit (u,) € CN t.q. 3" u,, est absolument convergente. Comme 0 < |R(uy,)| < |uy|
et 0 < |S(un)| < Junl, | R(uy)| et Y |S(uy)| convergent. D’apres la premiere étape,
> R(up) et > I(uy) convergent, donc Y u, converge. O
II1.2 Quelques propriétés

Proposition 25.22. L’ensemble {(un) e KN, S u, est absolument convergente} est un
K-espace vectoriel.

Proposition 25.23. (u,) € KN, (v,) € RN t.q. v, > 0 a PCR.

(i) Stun, = O(vy) et > vy, converge alors Y u, est absolument convergente. Dans ce cas
o o
Z Uk = O (Z Uk> .
k=n k=n

(ii) Siu, = O(vy,) et > vy, diverge, alors
n n
Z up = O (Z vk> .
k=0 k=0

Ceci reste valable en remplacant O par o ou ~.

I1I1.3 Exemples classiques

Théoréme 25.24 (Théoréme de Cesaro). (u,) € KN,

1 n
iy —— 0K — — Y —t,
n——+o00 n+1 P n—-+o00

Démonstration. Comme u,, —¢ = o(1) et que > 1 diverge, > j_o(ur —¥€) =0 (X r_o1) =
o(n), donc n%rl Yr—our ={+o(1). O

Théoréme 25.25 (Formule de Stirling).

n
n! ~+2mn (n) .
e
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” . ! n
Démonstration. On note wu, = % (£)", vn = Inu, — Inu,_1. Montrer que v, =

1 1 £ 10 -
o (ﬁ> Comme }° - converge, en déduire que » vy, converge, donc (Inuy,,) converge, d’ott

Uy, ——+——> C € R%.. Reste a déterminer C. On pose pour cela I,, = JoZ sin™ ¢ dt. Montrer
n—-—+0oo

premierement que Vn € N, [, 1o = Z—T_%In. En déduire que Vn € N, Iy, = % - 5. Mon-

trer ensuite que (I,,) N\, et que I,, ~ I,,+1. De plus, en notant o, = (n+ 1)1, 1,41, montrer
que Vn € N, apy1 = ap donc Vn € N, o = a9 = 5. Or ayy ~ nlg, d’'ou I, ~ y/5.. En
déduire que C' = +/27. O

IV Séries de vecteurs et de matrices

Notation 25.26. Par la suite, on notera E = KP ou M, ) (K).

Définition 25.27 (Convergence vectorielle et matricielle). (u,) € EN. On dit que (uy,)
converge (resp. diverge) lorsque les suites des composantes de (u,) dans la base canonique
convergent (resp. divergent) dans K. On dit de méme que Y u, converge (resp. diverge)
lorsque les suites des composantes de (3 _j_gur) dans la base canonique convergent (resp.
divergent) dans K.

Définition 25.28 (Normes infinies). On définit les normes ||-|| et |||, par :
(i) Pourz = (x1,...,xp) € KP :

l#lloe = poax ;| .

(ii) Pour A € My, (K) :
| AX]|
Al = sup “rmm22-
* xz0 [[ X
On notera ||| = |||, ou ||/l
Lemme 25.29. A = (a;;) € M, (K). [|A]|,, = maxi<i<n Zl<j<p lagj|.

Proposition 25.30. (u,) € EN. Alors u,, —— u € E ssi |Ju,, — u| — 0.
n—+o0o n—+oo

Proposition 25.31. {(un) € EN, (uy) converge} et {(un) € EN, Y u, converge} sont des
K-espaces vectoriels.

Définition 25.32 (Absolue convergence). (u,) € EN. On dit que Y u, est absolument
convergente lorsque Y ||uy| converge.

Proposition 25.33. (u,) € EN. Si S u, est absolument convergente alors 3" u, converge.
2
Lemme 25.34. V(U,V) € M, (K)*, [[UV]le <[[U]llo - IVl -

Proposition 25.35. A € M), (K). Si ||A||,, <1, alors (I,—A) € GL,(K), > A" converge
et :

(I, — At =>" Ak
k=0

Démonstration. Comme H‘Akm < |||AH|];0, > A™ est absolument convergente donc
o0

convergente. En notant S,, = >°)_ AF et S = lim,_si00 Sp, ON a (Ip — A)S, = I, —

Antl — 5 [, Montrer alors que (I, — A)S, —— (I, — A)S en utilisant le lemme
n—-+o0o n—-+o0o

25.34, puis en déduire le résultat. ]
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Proposition 25.36. A € M, (K). Alors > % converge et on note :

Ak Al
)| <Ml
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Intégration sur un Intervalle Quelconque

I Retour sur les fonctions en escaliers ou continues par mor-
ceaux

Définition 26.1 (Fonction en escaliers ou continue par morceaux). f: I — R est dite en
escaliers (resp. C3),,) sur I lorsque f est en escaliers (resp. CJ,,) sur tout segment inclus
dans I. De plus, f: I — C est dite Cgm lorsque R(f) et S(f) le sont.

Proposition 26.2. L’ensemble {f eK!, f Cgm sur I} est un K-espace vectoriel.

IT Intégrale généralisée sur [a, +oo]

IT.1 Généralités

Définition 26.3 (Convergence de [ f). f : [a,+oo[— K Cp,,. On dit que [ f converge en
+00 lorsque lim,_, o [ f existe et est finie. On note alors

[T [

Proposition 26.4. f : [a,4+o0o[— K Cgm. Alors [ f converge en 400 ssi il existe ¢ €
la, +00] t.q. la fonction x — [T f a une limite finie en +o00. Dans ce cas, Ve € |a, +ool,x — [ f a une lim:

Proposition 26.5. 7 = {f € C),, ([a, +oo[,K), [ f converge en +oo} est un K-espace
vectoriel et lapplication f € T — fjoo f est une forme linéaire.

Proposition 26.6. f : [a,+co[— R Cgm. On suppose que [ f converge en +oo et f > 0
sur [a, +00l.

(i) [ f=0

(i) Si de plus f est C° sur [a,+o00[, alors [F° f=0= f =0 sur [a, +ool.
Proposition 26.7. f : [a, +oo[— K C° t.q. [ f converge en +oco. Alors la fonction

00
F:xe[a,+oo[l—>/ f

est C! sur [a, +oo et vérifie F' = —f.

Proposition 26.8. f : [a,+o00[— K Cgm positive. Alors [ f converge en 400 ssi x €
la, +ool— [V [ est majorée.
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II.2 Relations de comparaison et fonctions de référence

Proposition 26.9. a € R. Soit fo : t € [1,+o0o[— &. Alors [ fo converge en +oo ssi
a>1.

Proposition 26.10. f,g: [a,+o0o[— K CS positives.

m

(i) Si0< f<g et [g converge en 400 alors [ f converge en +o0.
(ii) Si f = O400(g) et [ g converge en +oo alors [ f converge en +oc.

(iii) S7 f+~ g, alors [ f et [ g sont de méme nature en +0o.
o0

IIT Intégrabilité d’une fonction sur [a, +oo|

Définition 26.11 (Intégrabilité). f : [a,+oo[— K Cp,,. On dit que f est intégrable sur
[a, +o00[ lorsque [|f| converge en +oo.

Proposition 26.12. f : [a,4+00[— K C),,. Si f est intégrable sur [a,4o0[, alors [ f
converge en +0o0.

Démonstration. Comme pour la proposition 25.21. O

IV Intégration sur un intervalle semi-ouvert

IV.1 Généralités

Définition 26.13 (Convergence de [ f).
(i) f: [a,b[= K CD,,. On dit que f;f converge lorsque lim,_, [ f existe et est finie.

On note alors )
/ = lim / f.
a z—b Jq

(ii) f :a,b] — K Cgm. On dit que f;f converge lorsque limg_,, fff existe et est finie.
On note alors
b ‘ b
[ r=tm [ 1
Proposition 26.14.

(i) f:[a,b[— K CY,, positive. Alors f(ff converge ssi la fonction x € [a,bl— [T f est
majorée.

(ii) f :la,b] = K Cgm positive. Alors f;f converge ssi la fonction x €]a,b] — f;f est
majorée.
IV.2 Intégrabilité
Définition 26.15 (Intégrabilité). f : [a,b[— K (resp. f :]a,b] — K) Cgm. On dit que f
est intégrable sur [a,b| (resp. |a,b]) lorsque fé’ |f| converge.

Proposition 26.16. f : [a,b[— K (resp. f :]a,b] — K) Cgm. Si f est intégrable sur [a,b[
(resp. |a, b)), alors f(ff converge.
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IV.3 Relations de comparaison et fonctions de référence

Proposition 26.17. f,g : [a,b]— K (resp. f,g :]Ja,b] = K) Cgm. Si0 < f<g sura,b
(resp. la,b]) et f;g converge alors fff converge. Ceci reste valable en remplagant < par
O, 0 ou ~.

Proposition 26.18. a € R. Soit f, : t €]a,b] — ﬁ Alors f; fa converge ssi v < 1.

V Intégration sur un intervalle quelconque

Définition 26.19 (Convergence de [ f).

(i) f:la,b[— K Cgm. On dit que f;f converge lorsqu’il existe ¢ €la, b t.q. [7 f et fcbf
convergent. Dans ce cas, on note

LU:LV+AU.

(ii) f :Ja,b[U]b,c[— K Cp,,. On dit que [ f converge lorsque fff et [ [ convergent. On
dit de plus que f est intégrable sur |a,c| lorsque [; |f| converge.

Proposition 26.20. {f €y, (Ja,b[K), f;’f com}erge} est un K-espace vectoriel.

Proposition 26.21. f :]a,b[— R Cgm. On suppose que f;’f converge et f >0 sur |a,b].

(W) JJ f>0
(ii) Si de plus f est C° sur]a, b, alors f;f =0= f =0 sur]a,b[.

Proposition 26.22. f :Ja,b[— R CJ,,. (as) €]a,b["\, (bn) €la,bN " avec apy —— a

n—-+0o

(i) Si f(ff converge, alors la suite (f;: f) converge.

(ii) Si f >0, alors f{ff converge ssi la suite (ff: f) converge.

VI Intégration par parties et intégration par substitution

Proposition 26.23 (Intégration par parties). u,v :Ja, b[— K Ct. Si (uv) admet des limites
finies en a et b, alors f(f u'v et f; uv’ sont de méme nature. Dans ce cas, et si les deux

intégrales convergent, on a :
b b
/L b /
/uv—[uv]a—/uv.
a a

Proposition 26.24 (Intégration par substitution). f : I — R C°, o : J — I C! et
bijective. Alors [; f et [;(f o p)¢’ sont de méme nature, et en cas de convergence :

[1=[uealsl.

Ainsi, en notant J = («a, 5), on a :

limg ¢ B ,
/ / (fop)¥
limg ¢ o

~
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VII Quelques compléments

VII.1 Fonctions a carré intégrable

Vocabulaire 26.25 (Fonction & carré intégrable). f : I — C C°. f est dite & carré
intégrable lorsque f* est intégrable sur I (i.e. [;|f|* converge). On note L3 'ensemble des
fonctions a carré intégrable sur I.

Proposition 26.26. (f,g) € (£ ) Alors (fg) est intégrable sur I et :

Jisar<yf 11y [ 1g.

Demonstratlon Démontrer l'intégrabilité de (fg) en utilisant le fait que 0 < |fg| <
5 (If1? +[g/%), puis utiliser I'inégalité de Cauchy-Schwarz sur un segment (proposition
24.38). O

VII.2 Fonction gamma

Définition 26.27 (Fonction gamma). On définit :
+oo
I''aecR +— / e ™ da.
0

Proposition 26.28.
(i) Va e R, I'(a+ 1) = al'(«).
(ii) Vn e N*, I'(n) = (n — 1)L.

(3) = v=

)

(iii) T

(iv) T' est convere sur RY .
)
)

(v) limyoo I' = +00.

(vi) limg+ I' = 4-00.

Démonstration. (i) Intégrer par parties. (iii) Admettre [5° e du = g (iv) Montrer
que la fonction 1 : v € R% — 27! est convexe (en calculant ). Soit (a, 8) € (Ri)Q;
écrire YA € [0,1], M(a) + (1 — N)Y(8) = v(Aa + (1 — A\)B). En déduire alors que
VA € [0,1], \['() + (1 = NI(B) = T(Aa + (1 — X)B). (v) Utiliser la convexité de I'
F(ao)éfF(Z) > F(3§:g(2)

our écrire et en déduire une minoration de I'. (vi) Montrer que
b

F(a)>101“1—>+oo. O
a—0t

VIII Formules de quadrature

VIII.1 Le théoréme de Weierstrass

Théoréme 26.29 (Théoréme de Weierstrass). f : [a,b] — R C°. Alors il existe une suite
(P,) de polynomes convergeant uniformément vers f sur [a,b] :

sup |f — P, —>O
] e
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Démonstration. Premiére étape. Pour n € N, on pose

(1—2%)" silz| <1
0 sinon

_ [ [
et pu, = fn et o, ="—.
-1 1%

n

fn:xERl—>{

Noter que f_ll ©n = 1. Montrer que fol fn ——— 0 et en déduire que pu,, —— 0. Montrer
n—-+00 n—-+o0o

ensuite que fi, > 2f01(1 —z)" dx = %H et en déduire :

Osix#0

Deuzi¢me étape. Soit f: [0,1] — R C°. Poser

1
P, :£€10,1] r—>/0 f(@)pn(§ — ) da.

Montrer premiérement que P, est polynomiale. Soit £ € [a,b] C]0,1[ et § > 0. Montrer que
supys 1) [onl = ¢n () P 0, et de méme sur [—1, —4], d’out () converge uniformément
) n—-+00

vers 0 sur [—1, —d]U[d, 1]. En notant I} =]{—3,{+4[ (qui est inclus dans [0, 1] en choisissant
§ <min(a,1 — b)), et Iy =[0,§ = 6] U [§ +0,1], on a donc [}, f(x)pn(§ — ) dz ———— 0

(indépendamment de ). Ecrire alors
Ap

Po(€) — f(€) = /1 F@)enle ) dr
+ [ @)gnle ) da / Qe —x) drt / (EpnlE — ) de — £(6).

Bn Cn

Soit € > 0. En utilisant 'uniforme continuité de f sur [0, 1] (par le théoréeme de Heine),
obtenir I'existence dun 7 > 0 t.q. ¥(z,y) € [0,1]%, |[r —y| < n = |f(x) — f(y)| < ¢
et montrer que |B,| < ¢ (en choisissant 6 < 7). Montrer de plus que Iny € N, Vn >
no, |An] < e et Ing € N, Vn > ny, |C,] < &, ou ng et n; ne dépendent pas de &, et
en déduire que Iny € N, Vn > ng, Y€ € [a,b], |f(&§) — Pu(§)| < e. Cela montre que
SUp[a) |f — Pl — 0. Ainsi, (P,) converge uniformément vers f sur tout segment

[a,b] C]O,1[. Quitte & prolonger f sur un intervalle contenant [0, 1] et & appliquer ce qui
précede, on obtient ainsi que (P,) converge uniformément vers f sur [0, 1], ce qu’on peut
généraliser a tout segment par translation. 0

Remarque 26.30. Sur R, f ne peut pas étre limite uniforme d’une suite de polynomes,

sauf si f est polynomiale.

VIII.2 Formules de quadrature

Proposition 26.31. f : [a,b] — R C°. Pour n € N*, soit (mﬁ"),...,x,({”) € [a,b]",
(wﬁ"), e ,w%")) eR", et Q, : g c Rlab Yoy wl(n)g (:L'En)) On suppose que :

(i) IM eR, VneN, Y,
(ii) YP € R[X], Qu(P) —— [P P.

n—-+4o0o

w§n)‘ <M.
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Alors b
Q) = | £

n—-+o0o

Théoréme 26.32. f : [a,b] — R. Pour n € N*, i € [0,n], on pose a; = a + z'b;—“.
(i) Méthode des rectangles. Si f est C', alors
1
oft)
n

b b—a n—1
/ [ > flai)
a i=0

n

(ii) Méthode des trapézes. Si f est C2, alors

/abf_ b;a (;f(a)+:§:llf(ai)+;f(b)>i:(’)(712),
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Espaces Préhilbertiens

I Généralités
I.1 Quelques définitions
Définition 27.1 (Forme bilinéaire). E et F deux R-espaces vectoriels. ¢ : E x F — R

e F—R L
est dite bilinéaire lorsque pour tout x € F, est linéaire et pour tout y € F,
yr— o,y
EF—R L
est linéaire.
z— p(z,y

Définition 27.2 (Formes bilinéaires particuliéres). E un R-espace vectoriel et p : EXE —
R wune forme bilinéaire.

(i) ¢ est dite symétrique lorsque ¥(z,y) € E?, p(z,y) = o(y, ).
(ii) ¢ est dite positive lorsque Vo € E, p(z,x) > 0.
(iii) ¢ est dite définie lorsque Vo € E, p(z,z) =0 =z = 0.

Définition 27.3 (Produit scalaire). E un R-espace vectoriel et ¢ : E x E — R une forme
bilinéaire. On dit que ¢ est un produit scalaire lorsque ¢ est symétrique, positive et définie.

Exemple 27.4. Quelques produits scalaires classiques :

(i) (z,y) € (R")2 — Yo TiYi, avec T = (T1,...,Zn) €ty = (Y1,...,Yn).

(ii) (A4, B) € M, (R)? — tr (*AB).

(ili) (P,Q) € Ry[X]* — Y5 P(K)Q(k).
(iv) (P,Q) € RIX]? — [, PR a.
(v) (f.g9) € C>([0,1],R) — [y fg.

(vi) (f, )G'C’I'—>f[fg

Définition 27.5 (Norme). E un R-espace vectoriel. On dit que M : E — R est une norme
lorsque les quatre propriétés suivantes sont vérifiées :

(i) Vo € B, N(z) >0
(ii) Ve € E, N(z) =0 <=z =0,
(iii) Vo € E, VA € R, M(A\x) = |\ - N(z),
) V(o y) € B, Nz +y) < Nx) +N(y).

(iv
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I.2 Cauchy-Schwarz et conséquences

Proposition 27.6. E un R-espace vectoriel et (-,-) un produit scalaire sur E. On pose,

pour v € E, ||z|| = /{z,z). Alors :
() llz+ yl* = l2ll” + 2 (@, ) + I,
(i1) [z = yl* = llzll” = 2 (@, ) + llyll*,
(i) (z,9) = % (= +yl* = 12> = w1,

. 2 2
(iv) (z,9) = & (= + ol = ]2 = y]I*).
L’égalité (iv) est appelée identité de polarisation.

Proposition 27.7 (Inégalité de Cauchy-Schwarz). E un R-espace vectoriel et (-,-) un
produit scalaire sur E. On pose, pour x € E, ||x| = \/{x,z). Alors :

V(z,y) € E%, [{z,y)| < |l - Iyl

avec égalité ssi x et y sont colinéaires.

Démonstration. Supposer z # 0 et y # 0 (sinon le résultat reste vrai). Poser alors
X

x = B y = ﬁ Utiliser le fait que (z/,y') = %(H:C’—i-yle - 2) pour montrer que
|

|{(z',y'}] <1 et en déduire le résultat. O

Proposition 27.8 (Inégalité de Minkowski). E un R-espace vectoriel et (-,-) un pro-
duit scalaire sur E. On pose, pour v € E, |z|| = /(x,z). Alors ||-|| est une norme. En
particulier :

V(@,y) € B, |lz +yll < [lz]l + Iyl

avec égalité ssi x et y sont positivement colinéaires (i.e. x =0 ou IN € Ry, y = Ax).

Définition 27.9 (Norme hilbertienne). E un R-espace vectoriel. On dit qu’une norme
N : F — R est hilbertienne s’%l existe un produit scalaire ¢ : E x E — R t.q. Vx €

E, N(z) = Vo(z, ).

Proposition 27.10 (Identité du parallélogramme). E un R-espace vectoriel, || - || une
norme hilbertienne.

2 2 2 2
V(z.y) € B, llz+yl* + llz — o = 2 (l]> + [l9]?)

IT Orthogonalité

IT.1 Généralités

Définition 27.11 (Espaces préhilbertiens et euclidiens). Un espace préhilbertien est un
espace vectoriel réel muni d’un produit scalaire. Un espace préhilbertien de dimension finie
est dit euclidien.

Définition 27.12 (Vecteurs orthogonaux, etc.). E un espace préhilbertien muni d’un
produit scalaire (-, -).

(i) Deux vecteurs x € E, y € E sont dits orthogonaux lorsque (x,y) = 0. On note alors
z ly.

(ii) Une famille (x;);cs est dite orthogonale lorsque ¥(i,j) € I?, i # j = z; L xj.
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(iii) Une famille (z;);er est dite orthonormale lorsque ¥(i,j) € I?, (z;,2;) = &;;.

(iv) Pour A C E, on note A+ ={x € E,Va € A, z 1 a}.

(v) Deux sous-espaces vectoriels F' et G de E sont dits orthogonaux lorsque tout vecteur

de F' est orthogonal a tout vecteur de G.

Proposition 27.13. E un espace préhilbertien.

(i) Toute famille orthogonale de vecteurs non nuls de E est libre.

(ii) Toute famille orthonormale de vecteurs de E est libre.
Théoréme 27.14 (Théoréme de Pythagore). E un espace préhilbertien. (x1,...,x,) une
famille orthogonale de E. Alors

2

n n
Yol =3l
=1 =1

Démonstration. Par récurrence sur n. O

Théoréme 27.15 (Théoreme de la base orthonormée incomplete). E un espace euclidien.
Tout systeme orthonormé de p vecteurs de E peut étre complété en une base orthonormée
de E.

Démonstration. Par récurrence descendante. H(p) : Tout systeme orthonormé de p
vecteurs de E peut étre complété en une base orthonormée de E. H (dim E) est vraie.
Supposer H(p) vraie pour p €]1,dim EJ. Soit (z1, ..., xp—1) un systeme orthonormé de (p—
1) vecteurs de E. Montrer que Vect(x1,...,xp—1) # E et choisir x € E\ Vect(z1,...,zp—1).
Poser alors y = x — Y1 (x, x;) x; puis z, = ﬁ Vérifier que (z1,...,xp) est un systeme
orthonormé et le compléter en une base orthonormée avec H(p) ; en déduire H(p—1). O

Corollaire 27.16. Tout espace euclidien non nul admet une base orthonormée.
Proposition 27.17. E un espace euclidien. e = (eq, ..., ey) une base orthonormée de E.
(z,y) € E2.

(i) T = Z?:l <$v ei> €i,

(i) (,y) =255 ((z,ei) - (Y, €)),
(iii) (z,y) ='XY =% X, avec X = Mat.(x), Y = Mat.(y).

II.2 Orthogonal d’une partie
Proposition 27.18. E un espace préhilbertien. A C E, B C E, F sous-espace vectoriel
de E de dimension finie.

(i) Al est un sous-espace vectoriel de E.

(i) AL = (Vect(4))*.

(iii) Vect(A) C (AL)

(v) Ac B= B+ c A+
(vi) {0} =E et E+ = {0}.

i) A
)
(iv) Vect(A) et A+ sont en somme directe.
)
)
(vii) F* est l’'ensemble des vecteurs orthogonaux d tous les vecteurs d’une base de F.
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Notation 27.19. E un espace préhilbertien. Si deux sous-espaces vectoriels F' et G de E

1
sont supplémentaires et orthogonauz, on notera £ =F & G.

Proposition 27.20. E un espace préhilbertien. F un sous-espace vectoriel de E admettant

1 i
un supplémentaire orthogonal G : E =F & G. Alors (Fl) =F.

Proposition 27.21. E un espace préhilbertien. F' un sous-espace vectoriel de E de di-
mension finie.

(i) E=FaoF*.
1
(i) (F+) =F.
Définition 27.22 (Projection orthogonale). E un espace préhilbertien. F et G deux sous-

1
espaces vectoriels de E t.q. E = F & G. On appelle projection orthogonale sur F', notée
pr, la projection sur F parallélement a G.

Proposition 27.23. E un espace préhilbertien. F' un sous-espace vectoriel de E de di-
mension finie, de base orthonormée (e1,...,ep), pr la projection orthogonale sur F (qui
existe car E = F & F*). Alors

p
Vr € Ev pF(x) = Z <xa€i> €;.
i=1

Définition 27.24 (Distance). E un espace préhilbertien. A C E, A # @. z € E. On
appelle distance de x a A :
d(z,A) = inf ||z — al| .
acA

Proposition 27.25. E un espace préhilbertien. F' un sous-espace vectoriel de E de di-
mension finie, pr la projection orthogonale sur F. x € E. Alors la distance de x a F est
atteinte en un unique point de F qui est pp(zx), et on a :

(d(x, F))* = ||z = pp(@)|* = llz|* = llpp ()]

Vocabulaire 27.26 (Vecteur normal). E un espace euclidien. H un hyperplan de E. Tout
vecteur de H+ est dit vecteur normal ¢ H.

Proposition 27.27. E un espace euclidien. H un hyperplan de E. Soit n un vecteur
unitaire (i.e. ||n|| = 1) normal a H. Alors

Ve e E, dx,H) = [(z,n)].

Définition 27.28. E un espace euclidien. 7 un hyperplan affine de E. On définit la
projection affine orthogonale sur F, notée py par, pour M € E, pyp(M) = M', ou

M' e # et M'M € 7#+.

Proposition 27.29. E un espace euclidien. 7€ = My + H un hyperplan affine de E, ou
My € E, H hyperplan de E. n un vecteur unitaire normal ¢ H. Alors

VM € E, d(M, ) = ‘<Wn>‘

Vocabulaire 27.30 (Endomorphisme symétrique). E un espace préhilbertien. u € L(E)
est dit endomorphisme symétrique lorsque

V(@,y) € B, (u(z),y) = (z,u(y)).
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Proposition 27.31. E un espace euclidien. p € L(E) un projecteur. Alors p est un
projecteur orthogonal ssi p est symétrique.

Proposition 27.32. E un espace euclidien, ¢ une base orthonormée de E. w € L(E).
Alors u est symétrique ssi Mat.(u) € ./, (R).

Corollaire 27.33. E un espace euclidien, € une base orthonormée de E. p € L(E). Alors
p est un projecteur orthogonal ssi Mat.(p) = {(Mat.(p)) = (Matc(p))>.

I1.3 Inégalité de Bessel et conséquences

Proposition 27.34 (Inégalité de Bessel). E un espace préhilbertien. F un sous-espace
vectoriel de E de dimension finie, de base orthonormée (e1,...,ey), pr la projection or-
thogonale sur F'. Alors

n

Vo € B, [lpr()|* =D (z,e)® < [l
i=1

Définition 27.35 (Convergence vectorielle). E un espace préhilbertien. (z,) € EN. On
dit que x, —— x € E lorsque ||z, — x| —— 0.
p——+00 p——+oo
Définition 27.36 (Suite totale). E un espace préhilbertien. (e;) € EN. On dit que la suite
(e;) est totale lorsque
. N
Vo € E, 3(zp) € (Vect(e;, i € N)), xp m x.

Proposition 27.37. E un espace préhilbertien. (e;) € EN une suite de vecteurs ortho-
normés, totale dans E. Pour n € N, on note F,, = Vect(ey,...,en) et p, la projection

orthogonale sur F,. Alors

Vo € E, pn(x) T

Démonstration. Utiliser 'inégalité de Bessel pour montrer que la suite (||pn(:r)H2) est
majorée par ||z||? ; comme elle est croissante en déduire que ||py, (z)||? = le [(), Hx||2}
n o

Supposer par P'absurde que ¢ < |z|®>. Montrer que Vy € Vect(e;, i € N), |z —y|* >
||x||z — £ > 0. 2Ceci contredit le fait que (e;) est totale. En déduire que ||z — p,(z)|?
2]” = [l ()" =7 O

Ol

IT.4 Procédé de Gram-Schmidt

Proposition 27.38 (Procédé de Gram-Schmidt). E un espace préhilbertien. (vi,...,vy)
une famille libre de E. Alors il existe une unique famille orthonormée (w1, ...,wy) de E
t.q. Vi € [1,n], Vect(v,...,v;) = Vect(ws,...,w;) et Vi € [1,n], (w;,v;) > 0.

Démonstration. On notera F; = Vect(vy,...,v;) pour i € [1,n] et Fy = {0}. Analyse.
Supposer que wi, ... ,w, existent. Pour ¢ € [1,n], (wy,...,w;) est une base orthonormée
de F; et v; € Fy, donc v; = Y41 (v;, wi) wy, donc v; — pr._, (v;) = (v, w;) wi, ol pp,_, est
la projection orthogonale sur F;_;. En notant x; = v; — pp,_, (v;) (x; # 0 car (vi,...,vy)
est libre), on a w; colinéaire & x;, et w; unitaire, donc w; = :I:”i—z” Vérifier que (z;, v;) =
||.Z‘Z||2 > 0, et en déduire que w; = +H%H Synthése. Vérifier que wq, ..., w, conviennent.

O
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Corollaire 27.39. E un espace euclidien. (e1,...,e,) une base de E. Alors E admet une
unique base orthonormée (w1, ..., wy,) t.q. Vi € [1,n], Vect(ey,...,e;) = Vect(wy, ..., w;)
et Vi € [1,n], (w;,e;) > 0.

Proposition 27.40. E un espace euclidien. e une base de E et w la base orthonormée
de E obtenue a partir de e par le procédé de Gram-Schmidt. Alors P est une matrice
triangulaire supérieure d’éléments diagonaux strictement positifs.

I1.5 Polynémes orthogonaux

Proposition 27.41. E = C%([a,b],R). ¢ € E, ¢ > 0. Pour (f,g) € E?, on pose (f,g) =
J2elg.

(i) (-,-) est un produit scalaire sur E.

(ii) 1l existe une unique famille orthogonale de polyndmes unitaires (i.e. de coefficient

dominant 1) (Pp)nen t.q. Vn € N, deg P, = n. On dit que (P,)nen est une famille
de polynoémes orthogonaux.

Démonstration. FExistence. Par le procédé de Gram-Schmidt, il existe, pour n € N,
(Qk)refo,n] base orthonormée de R,,[X] t.q. Vk € [0,n], degQr < k et <Qk,Xk> > 0.

Notons que Vk € N, degQr = k (sinon Q € Ry_1[X]). Poser alors, pour k € N, P, =
Q7 et vérifier que (Py)ren convient. Unicité. Soit (T))ren vérifiant les mémes propriétés
que (Py)ren. Soit & € N. Montrer que T} € Ri[X] N Ry_1[X]*. En déduire, comme

dim (Rk [X]NRk_1[X ]L> =1, que T} est colinéaire a P,. Comme T}, et P, sont unitaires,
il vient T}, = Py, d’ou le résultat. O

Proposition 27.42. £ =C%([a,b],R). ¢ € E, ¢ > 0. Pour (f,g) € E?, on pose (f,g) =
ff ofg. Alors Uunique famille (P,)nen de polynomes orthogonaux de E est totale.

Démonstration. Appliquer le théoreme de Weierstrass (théoreme 26.29). ]

IIT Orientation

Définition 27.43 (Orientation d’un espace). E un espace euclidien. On définit sur l’en-
semble des bases de E la relation d’équivalence R par eRf <= det Pef > 0. R a deux
classes d’équivalence. Orienter [’espace E, c’est choisir une base e de E dite directe : toutes
les bases f t.q. eRf sont dites directes, les autres sont dites indirectes.

Proposition 27.44. E un espace euclidien orienté. Toute famille orthonormale de p
vecteurs de F, avec p < dim E, peut étre complétée en une base orthonormée directe de E.

Définition 27.45 (Produit mixte). E un espace euclidien orienté de dimension n, e une
base orthonormée directe de E. On définit le produit mixte de n vecteurs v1,...,v, de E
par

[V1,...,05] = dgt(vl,...,vn).

Proposition 27.46. E un espace euclidien orienté de dimension n. Alors
n
V(vi,...,vn) € E", |[v1,...,05]| < H l|lvill
i=1

avec égalité, pour (vy,...,vy,) libre ssi la famille (vq,...,v,) est orthogonale.
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Démonstration. En supposant (vi,...,v,) libre, poser w la base orthonormée de E
obtenue & partir de (vy,...,v,) par le procédé de Gram-Schmidt. Ecrire [[v1,...,00]| =
|det PY| = Tlizq [{(vi, ws)|, car Pj est triangulaire supérieure de coefficients diagonaux
(vi, w;). Appliquer ensuite I'inégalité de Cauchy-Schwarz. O

IV  Isométries

IV.1 Généralités

Définition 27.47 (Isométrie). E un espace préhilbertien. f € L(E) est dit endomor-
phisme orthogonal ou isométrie lorsque Vo € E, ||f(z)| = ||z]|.

Proposition 27.48. E un espace préhilbertien. f € L(E) est une isométrie ssi f conserve
le produit scalaire : ¥(z,y) € E?, (f(x), f(y)) = (x,y).

Proposition 27.49. E un espace euclidien. f € L(E). Les propriétés suivantes sont
équivalentes :

(i) f est une isométrie.
(ii) f transforme une base orthonormée de E en une base orthonormée.

(iii) f transforme toute base orthonormée de E en une base orthonormée.

Notation 27.50. E un espace préhilbertien. On note O(E) l’ensemble des isométries de
E.

Proposition 27.51. E un espace euclidien. Alors (O(E),o) est un groupe.

IV.2 Matrices orthogonales

Définition 27.52 (Matrice orthogonale). A € M, (R). A est dite matrice orthogonale
lorsque 'YAA = I,,.

Notation 27.53. On note O,(R) l’ensemble des matrices orthogonales de M, (R).
Proposition 27.54. (O,(R), X) est un groupe.

Proposition 27.55. A € M, (R). Les propriétés suivantes sont équivalentes :
(i) A€ O,(R).

(ii) Les wvecteurs colonnes de A forment une base orthonormée de R™ avec le produit
scalaire canonique.

(iii) Les vecteurs lignes de A forment une base orthonormée de R™ avec le produit scalaire
canonique.

Proposition 27.56. E un espace euclidien. B une base orthonormée de E, B’ une base
de E. Alors B' est orthonormée ssi P§ € O,(R).

Proposition 27.57. E un espace euclidien. e une base orthonormée de E. f € L(E).
f € O(FE) < Mat.(f) € O,(R).
Proposition 27.58. E un espace euclidien.

(i) VA € Op(R), det A € {—1,1}.
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y o |O(E) — {11} .
(ii) L’application est un morphisme de groupes.
u — Detu

Notation 27.59. E un espace euclidien. On note :
() SO(E) = {f € O(E), Det f = 1},

(i) O~ (E) = {f € O(E), Det f = —1},

(iii) SOL(R) ={A € O,(R), det A =1},
) O, (R)={A € O,(R), det A = —1}.

Les éléments de SO(FE) sont dits isométries directes.

(iv

Proposition 27.60. E un espace euclidien. Alors (SO(E),o) et (SO,(R), x) sont des
groupes.

Proposition 27.61. E un espace euclidien. f € L(E). Les propriétés suivantes sont
équivalentes :

(i) f est une isométrie directe.

(ii) f transforme une base orthonormée directe de E en une base orthonormée directe.

(iii) f transforme toute base orthonormée directe de E en une base orthonormée directe.

IV.3 Stabilité et isométries

Proposition 27.62. E un espace euclidien, F' un sous-espace vectoriel de E. u € O(E).
Alors :
uw(F)C F = u (FL) c Ft.

F—F
Démonstration. Poser v : . Noter que v € O(F), donc en particulier v est
bijectif. En déduire que Vz € F*+, Vy € F, u(z) L . O

Théoréme 27.63. E un espace vectoriel de dimension finie. uw € L(E). Alors il existe un
sous-espace vectoriel de E stable par u et de dimension 1 ou 2.

Démonstration. On cherche z € E\{0} t.q. u?*(z) € Vect(x,u(z)). Autrement dit, on
cherche P € Ry[X] t.q. Ker P(u) # {0}. Or, on sait que v admet un polyndéme minimal
annulateur II, € R[X] avec degIl, > 1 (voir proposition 20.16). Soit alors P un facteur
irréductible de I, : 3Q € R[X], II,, = PQ. Si P(u) était inversible, () annulerait u avec
deg @ < degll, : c’est impossible! Donc Ker P(u) # {0} et deg P € {1,2} car P est un
irréductible de R[X]. O

V Isométries en dimensions 2, 3 et n

V.1 Isométries en dimension 2

Notation 27.64. Pour 0 € R, on note :

R(0) = (cos@ —sin9> ot S(0) = ((:039 sin )

sinf cosf sinf —cosf

Proposition 27.65.
() SO:(R) = {R(9), 6 € R},
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(i) O5 (R) = {S(6), § € R}.

Proposition 27.66. Soit (0, ) € R
(i) R(O)R(p) = R(0 + ),
(i) R(0)S(p) =S50+ ¢),
(iii) R(O)~ = R(-0).

Proposition 27.67. E un plan euclidien orienté. u € O(E).

(i) St w € SO(E), alors il existe une base orthonormée directe € et un 6 € R t.q.
Mat.(u) = R(0). Dans ce cas, 0 est indépendant de la base choisie. On dit alors que
u est la rotation d’angle 6.

(ii) Siue O (E), alors u est une symétrie orthogonale par rapport a une droite.

Proposition 27.68. |
e” — R(0)

est un isomorphisme de groupes.

Définition 27.69 (Angle de deux vecteurs). E un plan euclidien orienté. (x,y) € (E\{0})>.

L

Alors il existe une unique rotation v t.q. r (ﬁ) = ﬁ On appelle angle orienté (z,y)

l’angle de la rotation r.

Proposition 27.70. E un plan euclidien orienté. (x,y) € (E\{0})?, § = @ Alors on
a:
(@, y) = [lz]l - [lyl - cos 0, (i)

[z, 9] = [l - [lyl| - sin 6. (i)

V.2 Isométries en dimension n

Proposition 27.71. E un espace euclidien de dimension n. u € O(FE). Alors il existe une
base orthonormée ¢ de E t.q. Mat.(u) est diagonale par blocs de taille 1 ou 2. Les blocs
de taille 1 sont égaux a £1, et les blocs de taille 2 sont du type R(), avec 6 € R.

Démonstration. Par récurrence forte sur n en utilisant la proposition 27.62 et le théo-
réme 27.63. O
V.3 Isométries en dimension 3

Proposition 27.72. E un espace euclidien orienté de dimension 3. w € SO(E). 1l existe
e = (e1,e2,€3) base orthonormée directe de E et 6 € R t.q.

10 0
Mat.(u) = | 0
" R(p)

Pour €1 fizé, 0 est indépendant du choix de €9 et €3. On dit alors que u est la rotation
d’angle 0 et d’axe Vect(ey).

Vocabulaire 27.73 (Retournement). E un espace euclidien de dimension 3. D une droite
vectorielle de E. On appelle retournement d’axze D toute symétrie orthogonale de base D.

Proposition 27.74. E un espace euclidien de dimension 3. P un plan vectoriel de F.
Alors la symétrie orthogonale de base P est une isométrie indirecte.
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e 2.3

Dénombrement

I Ensembles finis

Vocabulaire 28.1 (Ensembles équipotents). Deux ensembles E et F' sont dits équipotents
lorsqu’il existe une bijection £ — F.
Théoréme 28.2. (n,p) € (N*)2.
(i) S’ existe une injection [1,p] — [1,n], alors p < n.
(ii) S’il existe une surjection [1,p] — [1,n], alors p = n.
(iii) S’il existe une bijection [1,p] — [1,n], alors p =n.

Démonstration. (i) Par récurrence sur p. (ii) A partir d’une surjection [1,p] — [1,7],
construire une injection [1,n] — [1, p]. O

Définition 28.3 (Cardinal). E un ensemble. S’il existe un n € N* et une bijection
[1,n] — E, alors n est unique et n est dit cardinal de E, noté card E ou |E|. Le seul
ensemble de cardinal nul est @. Dans ces deux cas, E est dit fini.

Proposition 28.4. E un ensemble, a € E. Alors E est fini ssi E\{a} est fini. Dans ce
cas, on a |[E\{a}| = |E| — 1.

Proposition 28.5. Les parties de N non vides et majorées sont exactement les parties de
N non vides et finies.

Proposition 28.6. P une partie non vide et finie de N, de cardinal n. Alors il existe une
unique application strictement croissante [1,n] — P.
Proposition 28.7. E, F deuz ensembles, E' C E.

(i) St E et F sont équipotents et E est fini, alors F est fini et |E| = |F)|.

(ii) Si E est fini alors E' est fini et |E'| < |E|, avec égalité ssi E' = E.
(iii) Toute intersection d’ensembles finis est finie.
)

(iv) S’il existe une injection E — F avec F' fini alors E est fini et |E| < |F)|.
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II Généralités sur les cardinaux

I1.1 Premieres propriétés

Lemme 28.8. FE un ensemble. A C E. Alors

A =3 1= 1)

T€A zeFE

Proposition 28.9. E un ensemble. A,B C E. Alors AU B est fini et
|AUB| = |A|+ |B|—|ANB|.

Lemme 28.10. Ei,...,E, p ensembles finis deur & deuzx disjoints. Alors | J!_, E;| =
p
i—1 | Eil.

Proposition 28.11.

(i) Toute réunion de p sous-ensembles finis E1, ..., E, d’un ensemble E est finie et :
P
UE| <D IE].
i=1 i=1

(ii) Soit (A;)icr une partition d’un ensemble fini E, avec V(i,j) € 1%, i # j = A; # A;.
Alors I est fini et
Bl =) |4l

el

II.2 Applications et cardinal

Proposition 28.12. E. F deux ensembles finis t.q. |E| = |F|. f : E — F. Alors [ est
injective ssi f est surjective ssi f est bijective.

Proposition 28.13. E un ensemble fini, F' un ensemble quelconque. f : E — F. Alors
f(E) est fini et |f(E)| < |E|, avec égalité ssi f est injective.

Lemme 28.14 (Lemme des bergers). E un ensemble fini, F' un ensemble quelconque.
f:E—F.SidpeN* VyekF, |f*1 ({y})| =p, alors |E| = p|F]|.

Démonstration. Ecrire E = Uyer f~ ({y}). -

IIT Arrangements et combinaisons

Notation 28.15. Soit (n,p) € N avec p < n. On note :

(i) () = sy

Proposition 28.16. E, F' deuz ensembles finis. On note p = |E|, n = |F| et on suppose
p < n. Alors le nombre d’injections E — F est AP.

Corollaire 28.17. E un ensemble fini de cardinal n. Alors |Sg| = nl.

Vocabulaire 28.18. E un ensemble fini de cardinal p. q € [0, p].
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(i) On appelle g-liste de E tout q-uplet d’éléments de E. L’ensemble des q-listes de E
est donc E1.

(ii) On appelle arrangement de q éléments de E toute q-liste d’éléments de E deux a
deux distincts.

(iii) On appelle combinaison de q éléments de E toute partie finie a q éléments de E. On
note Py(E) Uensemble des combinaisons de q éléments de E.

Proposition 28.19. E | F deux ensembles finis.
(i) [Ex F|=|E[-[F],
(ii) |FE|=|F|I®,

(i) |P(E)| = 2Bl

Proposition 28.20. E un ensemble fini de cardinal p. q € [0, p].
(i) Le nombre de q-listes de E est pi.

(ii) Le nombre d’arrangements de q éléments de E est Af.

(ili) Le nombre de combinaisons de q éléments de E est (}).

Proposition 28.21. n € N*.

el (1) + (1) = (105) g
wepal (311 = 155(7) (i)

25, (k) = (Lg j)’ (i)
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e 29

Probabilités — Généralités

I Espaces probabilisables

Vocabulaire 29.1 (Expérience aléatoire). Une expérience aléatoire est une expérience
dont on ne peut pas prédire le résultat. Pour une telle expérience, on note €1, dit univers,
l’ensemble des résultats possibles.

Définition 29.2 (Tribu). On appelle tribu tout T C P(Q2) vérifiant les trois propriétés
sutvantes :

i) QeT.
(ii) Pour toute famille (A;)icr d’éléments de T, avec I fini ou dénombrable, J;cr Ai € T .
(iii) Pour tout Ac T, AeT.

Définition 29.3 (Espace probabilisable). Si T est une tribu de Q, on dit que (2,7T) est
un espace probabilisable.

Remarque 29.4. Dans le cas ou ) est fini, on choisira toujours T = P(£2).

Vocabulaire 29.5. (2, 7) un espace probabilisable.
(i) Tout élément de T est dit événement.
) Q est dit événement certain, & est dit événement impossible.
) Un événement A est dit réalisé si le résultat w de 'expérience appartient a A.
) L’événement contraire de A est A.
) L’événement “A et B” est AN B.
(vi) L’événement “A ou B” est AU B.
) On dit que A implique B lorsque A C B.
) On dit que A et B sont incompatibles lorsque AN B = &.
) Pour w € Q, {w} est dit événement élémentaire.
) On dit qu’une famille d’événements (A;)ier est un systéme complet d’événements
(SCE) lorsque U;e; Ai = Q et V(i,j) € I?, i #£j= A,NAj =02.
Définition 29.6 (Variable aléatoire). Q fini. Toute application X : Q@ — E, ou E est un
ensemble quelconque, est dite variable aléatoire.
Notation 29.7. Q fini. X : Q) — E une variable aléatoire.
(i) Poura € E, (X = a) est I’événement X! ({a}).
(ii) Pour F C E, (X € F) est I’événement X 1(F).
(ili) i E CR, (a,b) € R%, (a < X < b) est l'événement (X € [a,b]).
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IT Probabilités

IT.1 Généralités

Définition 29.8 (Probabilité). (2,7) un espace probabilisable. On appelle probabilité
toute application P : T — [0, 1] vérifiant les deux propriétés suivantes :

(i) P(Q) = 1.

(ii) Pour toute suite (A;)ien d’événements deuz d deux incompatibles :

P (U Ai) :iIP’(A

i€EN

Proposition 29.9. Q fini. Alors P : P(Q2) — [0,1] est une probabilité sur (Q,P(§2)) ssi
les deux propriétés suivantes sont vérifiées :

(i) P(Q) = 1.

(ii) Si A, B sont deux événements incompatibles :
P(AUB) =P(A) + P(B).
Définition 29.10 (Espace probabilisé). Si T est une tribu de 2 et P est une probabilité
sur (Q,7T), on dit que (Q,T,P) est un espace probabilisé.
Proposition 29.11. Q fini, P probabilité sur (2, P(Q2)). Alors :

VA e P(Q =Y P({w}).

weA

Proposition 29.12. Q = {wy,...,wp}. (p1,...,0n) € R™ t.q. Vi € [1,n], p; = 0 et
Yoy pi = 1. Alors Uapplication P : P(Q) — [0, 1] vérifiant Vi € [1,n], P({w:i}) = pi est
une probabilité. On dit alors que (pi,...,pn) est une distribution de probabilités sur Q.

Exemple 29.13. Q fini. La probabilité uniforme sur Q est la probabilité P telle que
Yw e Q, P({w}) = 1

II.2 Propriétés des probabilités

Remarque 29.14. Dans toute la suite, 2 est fini et on se place dans ’espace probabilisé
(€, P(Q2), ).

Proposition 29.15. A, B deux événements quelconques. A1,..., A, n événements quel-
conques.

() P(4) =1-P(4),
(i) P(o) =

(iii ACB:>IP’(A) P(B),
P(AUB)=P(A)+P(B)-P(ANB),
(v) P(A\B) = P(4) — P(AN B),
P

)
)
(iv)
)
)

(Uisr Ai) < 2205 P (A)).

(vi
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IIT Probabilités conditionnelles

Définition 29.16 (Probabilité conditionnelle). A un événement t.q. P(A) > 0. Alors

Uapplication

P(ANB)
P(A)

est une probabilité, dite probabilité conditionnelle sachant A.

Pa:BeP(Q) — € [0,1]

Proposition 29.17 (Formule des conditionnements successifs). Aj,..., A, n événements
t.q. P(Niey 4;) > 0. Alors :

P (ﬁ Ai> —P(A) - Pa, (As) - Pamoia, s (An).
=1

Proposition 29.18 (Formule des probabilités totales). (A1, ..., A,) un systéme complet
d’événements. T' un événement. Alors :

n

P (L) = P(4;) Pg, (T).

i=1
Proposition 29.19 (Formule de Bayes). (A1,...,Ay,) un systéme complet d’événements.
I' un événement avec P (I') > 0. Alors :
| P(CNA)  P(4)-Pa, (D)
Vi e [1,n], Pr(4;) = = ! .
ol e ) == 0y = S P () - By (D)

IV Indépendance d’événements

IV.1 Indépendance de deux événements

Définition 29.20 (Indépendance de deux événements). Deux événements A et B sont

dits indépendants lorsque
P(ANnB)=P(A)-P(B).

De plus, n événements Ay, ..., A, sont dits indépendants deux a deux si pour tout (i,7) €
[1,n]? avec i # j, A; et A; sont indépendants.

Proposition 29.21. A, B deuzr événements. A et B sont indépendants ssi A et B sont
indépendants ssi A et B sont indépendants.

IV.2 Indépendance mutuelle

Définition 29.22 (Indépendance mutuelle). On dit que n événements Ai,..., A, sont
mutuellement indépendants lorsque :

VJ C [[1,71]], P (m A]) = HP(A])

jeJ jeJ
Proposition 29.23. 57 n événements sont mutuellement indépendants, alors ils sont
indépendants deux a deux.

Proposition 29.24. Aq,..., A, n événements mutuellement indépendants et E-, ..., E,
n événements t.q. Yi € [1,n], E; € {AZ,E} Alors En, ..., E, sont mutuellement indé-
pendants.
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IV.3 Expériences indépendantes

Proposition 29.25. Soit &1, ...,E, n expériences associées a des univers 2y, ..., finis
et munis de probabilités P1,...,P,. On note £ l'expérience constituée des n expériences
E1,...,&n, dunivers 0 = Q1 X -+ x Q,,. On admet ’existence d’une probabilité P définie

sur P(Q) et telle que

V(Ah e 7An) € P(Ql) X X P(Qn)v ]P)(Ala e 7An) = H PZ(A’L)
i=1
On dit alors que les expériences &1, ...,E, sont indépendantes (avec la probabilité P).

Proposition 29.26 (Expériences de Bernoulli et loi binomiale). Une expérience de Ber-
noulli est une expérience d’univers Q@ = {0,1}. On note p la probabilité d’obtenir 1 et
q = 1—p. On répéte n expériences de Bernoulli indépendantes et identiques. Soit X le
nombre de 1 obtenu. On a X () = [0,n] et :

Vk € [0,n], P(X = k) = <Z> prgr.
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Variables Aléatoires Réelles

Remarque 30.1. Dans toute la suite, ) est fini et on se place dans l’espace probabilisé
(€, P(Q2),P).

I Généralités
Notation 30.2. X : 2 — R une variable aléatoire réelle.
(i) Pour a € R, (X = a) est I’événement Xt ({a}).
(ii) Pour F C R, (X € F) est l’événement X 1(F).
(iii) Pour (a,b) € R?, (a < X < b) est l’événement (X € [a,b]).
On note Fx : x € R — P(X < z), dite fonction de répartition. Alors V(a,b) € R?, P(a <
X < b) = Fx(b) — Fx(a).

Proposition 30.3 (Loi de probabilité). X : Q — E une variable aléatoire. Alors l'appli-
cation

P (X(Q) — [0,1]
A—P(X €A
est une probabilité, dite loi de probabilité de X.

Px

Notation 30.4. X,Y : Q — E deux variables aléatoires. On notera X ~Y lorsque X et
Y ont la méme loi de probabilité.
Exemple 30.5. X : Q — E une variable aléatoire.
(i) On dit que X ~ U(FE) lorsque X(Q) = E (avec E fini non vide) et Ve € E, P(X =
e) = ﬁ
(ii) On dit que X ~ Be(p) lorsque X(2) ={0,1} et P(X =1)=p, P(X =0) =1 —p.
(iii) On dit que X ~ B(n,p) lorsque X () = [0,n] et Vk € [0,n], P(X = k) = (})p"(1 —
p)" .
Proposition 30.6. X : Q — E une variable aléatoire, f : E — F une application. Alors
Y = f(X) est une variable aléatoire Q@ — F' et sa loi de probabilité est caractérisée par
Y(9) = f(X(Q) et -
Vye X(Q),PY=y) = > PX=k).
zef~ ({y})

Proposition 30.7. Si X suit une loi uniforme a valeurs réelles et (o, 3) € R?, alors
aX + B suit une loi uniforme.
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II Espérance et variance d’une variable aléatoire réelle

I1.1 Espérance

Définition 30.8 (Espérance). X :  — R une variable aléatoire réelle. On définit :

EX)= > aP(X=ua).
zEX(Q)
Exemple 30.9.
(i) Si X ~U ([n,m]), alors E(X) = 4™,
(ii) Si X ~ Be(p), alors E(X) = p.
(iii) Si X ~ B(n,p), alors E(X) = np.

Proposition 30.10. L’espérance est linéaire. Autrement dit, si X et'Y sont des variables

aléatoires réelles et (o, B) € R2, alors

E(aX + 8Y) =aE(X) + BE(Y).
Démonstration. Soit Z = aX+5Y . On note, pour z € Z(2): S, =
En utilisant le fait que ||,czq) 5> = X () x Y(), écrire :

E(Z)= > 2P(Z=z)

2€Z(Q)

Yoz Y P(X=x)n(Y =y))

2€Z(2) (x,y)ES:

7)=« Z Z 2ZP((X =2)Nn(Y =y))

2€Z(Q) (z,y)ES-

{(z,y

+8 > Y. P(X=2)n(Y =y))

2€Z(Q) (z,y)€S-

=a Y z ) P z) N (Y =y))

2€X(Q) yeY(Q)

(X—w)

+8 Yy Y. P(( Ny =y))

yeY (Q) zeX(Q)

P(Y=y)
= aE(X) + BE(Y).

Proposition 30.11. X : Q — N une variable aléatoire. Alors :

E(X)= Y PX >k).
keN*
Proposition 30.12. XY deuz variables aléatoires réelles.
(i) X > 0= E(X) >0, avec égalité ssi P(X =0) =1
(i) X >2Y = E(X) > E(Y).
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I1.2 Formule de transfert

Proposition 30.13 (Formule de transfert). X : Q@ — E wune variable aléatoire, f :
X(Q) — R une application.

E(f(X)= ) [f(2)P(X=u2).

X (Q)

I1.3 Variance et moments

Définition 30.14 (Moment, variance, écart-type). X une variable aléatoire réelle.
(i) On appelle moment d’ordre k de X l’espérance de X*.
(ii) On appelle variance de X :

V(X)=E((X - B(X))*).

(iii) On appelle écart-type de X : o(X) = /V(X).
Vocabulaire 30.15. X une variable aléatoire réelle.
(i) On dit que X est centrée lorsque E(X) = 0.

(ii) On dit que X est centrée réduite lorsque E(X) =0 et o(X) = 1.
Proposition 30.16. X une variable aléatoire réelle.
(i) V(X) = E(X?) - (BE(X))™.
. V(aX) = a?V(X)
(ii) Va € R, { o(aX) = alo(X)
Vie+ X)=V(X)
(iff) Va € R, { ola+ X) = o(X)
(iv) V(X)=0ssi P(X = E(X)) = 1.

(v) X — E(X) est une variable aléatoire centrée.

(vi) Sio(X) #0, X;(EX()X) est une variable aléatoire centrée réduite.

Exemple 30.17.
(i) St X ~ Be(p), alors V(X) =p(1 —p).
(ii) Si X ~ B(n,p), alors V(X) = np(1 — p).

Démonstration. (i) Utiliser le fait que X? = X car X(Q2) = {0,1}. (ii) Calculer d’abord
E (X (X — 1)), puis en déduire V(X). O

I1.4 Inégalités

Proposition 30.18 (Inégalité de Cauchy-Schwarz). X,Y deuz variables aléatoires réelles.
(i) [EX)| < E(X]),
(i) (E(XY)) < E (X2) B (Y?).

Démonstration. (ii) Montrer d’abord le résultat pour F (X?) = E (Y?) = 1 en utilisant
(i) et le fait que |[XY| < 3 (X2 + Y?). Puis généraliser. O
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Proposition 30.19 (Inégalité de Markov). X wune variable aléatoire réelle positive. a €
R% . Alors :
E(X)

Pt

P(X >a) <

Démonstration. Poser Y = 1 (x4, et montrer que E(Y) = P(X > a) et que X >
aY. Ul

Proposition 30.20 (Inégalité de Bienaymé-Tchebychev). X une variable aléatoire réelle.
e > 0. Alors :
V(X)

g2

P(IX — E(X)| > ) <

III Indépendance de variables aléatoires

III.1 Indépendance de deux variables aléatoires

Définition 30.21 (Indépendance de deux variables aléatoires). X : Q - E etY : Q — F
deuz variables aléatoires. On dit que X et Y sont indépendantes lorsque :

V(z,y) € X(2) xY(Q), (X =2z) et (Y =vy) sont indépendants.

De plus, n variables aléatoires X1, ..., X, sont dites indépendantes deux a deux si pour
tout (i,7) € [1,n]? avec i # j, X; et X; sont indépendantes.

Proposition 30.22. X : Q — E et Y : Q — F deux variables aléatoires indépendantes.
Alors :
VAC X(Q), VBCY(Q), (X € A) et (Y € B) sont indépendants.

Proposition 30.23. X : Q — E et Y : Q — F deux variables aléatoires indépendantes.
Alors, pour tout f: X(Q) = E', g:Y(Q) = F', f(X) et g(Y) sont indépendantes.

Démonstration. Utiliser I'indépendance de X € f~!({z}) et de Y € g~! ({y}), pour
tout (z,y) € f(X(2)) x g(Y(92)). O

Proposition 30.24.

(i) Soit X ~ Be(p) et Y ~ Be(p'). Alors X et 'Y sont indépendantes ssi (X = 1) et
(Y =1) sont indépendants.

(ii) Soit A et B deux événements. Alors A et B sont indépendants ssi 14 et 1p sont
indépendants.

Proposition 30.25. X,Y deux variables aléatoires réelles indépendantes. Alors :

E(XY) = E(X)E(Y).

II1.2 Indépendance mutuelle

Définition 30.26 (Indépendance mutuelle). Xy, ..., X,, n variables aléatoires. On dit que
X1,..., X, sont mutuellement indépendantes lorsque :

i=1 i=1
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Proposition 30.27. X1,..., X, n variables aléatoires mutuellement indépendantes. Alors
V(Ai, ..., A,) € P(X1(Q)) X --- X P(Xn(9Q)), les événements (X1 € Ay),...,(Xn € A4y)

sont mutuellement indépendants.

Démonstration. Soit A; C X1(2),...,4, C X,(2). Soit k événements quelconques
parmi (X7 € Aj),...,(X, € A,). On suppose, quitte & renuméroter les A;, que ces k
événements sont (X; € Aj),..., (X € Ag). On pose alors A, = A; pour ¢ € [1,k] et
Al = X;(Q) pour i €]k, n]. Ainsi :

(éXeA >_P<6X€A/>

= Z P((Xlzwl)ﬂ“-ﬂ(anfﬂn))

(T1yeesn ) EA] XX AL

= Z H]P)(Xzzl'z):H Z ]P)(Xz:

(1,0 ) €A X x AT i=1 i=lx;cA]
n k
=[] P(X; € 4) = [ P(Xi € 4).
i=1 i=1
O
Corollaire 30.28. X1,...,X, n variables aléatoires mutuellement indépendantes. Alors

V(z1,...,2n) € X1(Q) X -+ X X,,(Q), les événements (X1 = x1),...,(X, = x,) sont
mutuellement indépendants.

Proposition 30.29. X;,...,X,, n variables aléatoires mutuellement indépendantes.
(i) X1,...,X, sont deuz a deuz indépendantes.
(ii) Pour tout J C [1,n], les (X;),c; sont indépendantes.

(iii) Pour tout r € [1,n][, toute fonction de X1, ..., X, est indépendante de toute fonction
de Xr+1, e 7Xn-

Corollaire 30.30. X1,...,X,, n variables aléatoires mutuellement indépendantes. Alors :

i=1 i=1

Démonstration. Par récurrence sur n. O

I11.3 Fonctions génératrices

Définition 30.31 (Fonction génératrice). X : Q — N wune variable aléatoire. On définit
la fonction génératrice de X par :

gX:teRHE(tX)eR.

Proposition 30.32. X,Y : Q — N deux variables aléatoires.
(i) Vt € R, Gx(t) = Xpex(o) 'P(X = k).
(ii) Gx(1) =1, Gx(1) = E(X) et Gx (1) = E(X(X —1)).

g(k)
(i) Vk e N, P(X = k) = -
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(iv) Si Gx = Gy, alors X ~Y.
(v) Si X etY sont indépendantes alors Gx+y = GxGy .
Exemple 30.33.
(i) St X ~ Be(p), alorsVt € R, Gx(t) =pt+ 1 —p.
(ii) Si X ~ B(n,p), alors Vt € R, Gx(t) = (pt +1 —p)".

IV  Couples de variables aléatoires

IV.1 Loi conjointe et lois marginales

Définition 30.34 (Loi conjointe, lois marginales et lois conditionnelles). X,Y deuz va-
riables aléatoires.

(i) La loi conjointe est la loi du couple (X,Y).
(ii) Les lois marginales sont les lois de X et de Y.

(iii) La loi conditionnelle de X par rapport a Y = y;, ot y; € Y(Q), est déterminée par
X(Q) et Py—y, (X = z), pour z € X(Q).

Notation 30.35. X,Y deux variables aléatoires. (x,y) € X (Q) x Y(2). On notera :
PX =2,V =y) =P(X =2)n (Y =y)).
Proposition 30.36. XY deuz variables aléatoires réelles.

Vs € (X +Y)(Q),P(X +Y =5) = > P(X =2,V =y).
(e EX ()<Y (@)
r+y=s

Proposition 30.37.
(i) Si X1,...,X, suivent toutes la loi Be(p) et sont mutuellement indépendantes, alors
(X1+--+Xy) ~ B(n,p).
(ii) Si X ~ B(n,p) et Y ~ B(m,p) et X et Y sont indépendantes, alors (X +Y) ~
B(n+m,p).
IV.2 Covariance

Définition 30.38 (Covariance). X,Y deuz variables aléatoires réelles. On définit :
cov(X,Y)=FE[(X - E(X)) (Y - EY))].

Proposition 30.39. X,Y deux variables aléatoires réelles.
(i) cov(X,X)=V(X).
(ii) cov(X,Y)=E(XY) - E(X)E(Y).

(iii) La covariance est une forme bilinéaire, symétrique et positive.

Proposition 30.40. XY deuz variables aléatoires réelles.

X etY sont indépendantes = cov(X,Y) = 0.
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Proposition 30.41. X,..., X,, n variables aléatoires réelles.
n n
% (Z Xi> =Y V(X)) +2 > cov(X;, X;), (i)
i=1 i=1 1<i<j<n
n n
X1,..., X, indépendantes deuxr a deux =V <Z X7;> = Z V(X;). (ii)
i=1 i=1
Corollaire 30.42. X1, ..., X,, n variables aléatoires réelles deux d deux indépendantes de
méme loi. On note S,, = Y i X;. Alors, pour tout € > 0 :
Sn
Pll——FE(X))|<e) ——0.
n n—-+00

On dit que (%) converge en probabilité vers la variable aléatoire constante E (X1).

169



e 3 1

Ensembles Dénombrables et Familles
Sommables

I Ensembles dénombrables

Définition 31.1 (Dénombrabilité). Un ensemble E est dit dénombrable s’il est en bijec-
tion avec N. De plus, E est dit au plus dénombrable si E est dénombrable ou fini.

Théoreme 31.2. Soit P une partie infinie de N. Alors P est dénombrable. De plus, il
eziste une unique bijection strictement croissante ¢ : N — 3.

Démonstration. Construire ¢ par récurrence : poser ¢(0) = min‘P puis, pour k € N,
e(k+1) = minP\ {¢(0),...,p(k)}. Montrer que ¢ est strictement croissante et surjective,
donc bijective. Montrer ensuite 'unicité. O

Proposition 31.3. 9 un ensemble.

9 est au plus dénombrable <= il existe une injection H — N

<= il existe une surjection N — §.

Lemme 31.4. Pour tout k € N*, N* est dénombrable.

Démonstration. En notant p; le i-iéme nombre premier, montrer que

N — N
k

(at,...,a5) — pr’
i=1

est une injection. ]

Théoréme 31.5. Tout produit fini d’ensembles au plus dénombrables est au plus dénom-

brable.

Exemple 31.6.
(i) Z est dénombrable.
(ii) Q est dénombrable.

Théoréme 31.7. Toute réunion au plus dénombrable d’ensembles au plus dénombrables
est au plus dénombrable.
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Démonstration. Se ramener au cas d’une famille (By)ren d’ensembles dénombrables.
Pour k € N, poser fi : Br — N une injection. Montrer alors que

U Bk — N2
keN
b— (ko, fr, (D)) avec ko = min {k € N, b € By}

est une injection. Ol

II Familles sommables de réels positifs

I1.1 Définition

Définition 31.8 (Famille sommable de réels positifs). Une famille (u;);er de réels positifs,
avec I dénombrable, est dite sommable lorsque

AM >0,VJ C I, J fini, Y uj < M.
jeJ

Dans ce cas, on appelle somme de la famille (u;)ier -

Zui = sup (Zuj> .

i€l J fini jeJ

Proposition 31.9. Toute sous-famille d’une famille sommable de réels positifs est som-
mable.

I1.2 Caractérisations de la sommabilité

Proposition 31.10. (u;);e; une famille de réels positifs. (u;);cr est sommable de somme

S ssi
Ve>0,3K C1, K fini, VJ C1, J fini, KCJ=5-e<> uj <5
JjeJ
Corollaire 31.11. (u;)ie; une famille de réels positifs. (Jn)nen une famille de parties
finies de I t.q. Y/n € N, J, C Jpy1 et I = Upen In- Alors (ui)icr est sommable ssi la suite

. U) converqge. Dans ce cas .
(ZJEJ" J neN g

Proposition 31.12. (u;);cs et (vi)ier deux familles de réels positifs. SiVi € 1,0 < u; < v;
et (v;)icr est sommable alors (u;);cr est sommable et :

Z u; < Z ;.
el el
Proposition 31.13. (u;)ier et (vi)icr deux familles de réels positifs sommables. \ € R..
(1) (w;i + vs)ier est sommable et :

D (uitvi) =Y ui+ Y v

el el el
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(ii) (Au;)ier est sommable et :

i€l el

Démonstration. En notant S = ) ;c;u; + > ;<7 v;, montrer que :

Ve>0,3dK CcI, K fini, VJCI, Jfini KCJ
= S—e< D ui+ > vi=> (uj+v;) <58
jed jed jed

O]

Théoréme 31.14 (Théoreme de sommation par paquets). (u;)ier une famille de réels
positifs. (In)nen une famille de parties non vides de I t.q. I = ||, ey In. Alors (u;)ier est
sommable ssi les deur conditions suivantes sont réalisées :

(i) Pour tout n € N, (u;)icr, est sommable de somme Sy,.
(ii) La série Y Sy converge.
Dans ce cas :

2w:§(2w)

i€l n=0 \i€l,

III Familles sommables de réels ou complexes

ITI.1 Définition

Définition 31.15 (Famille sommable de réels ou complexes). Une famille (a;)icr de réels
ou complexes est dite sommable lorsque (|a;|);c; est sommable.

Définition 31.16 (Somme d’une famille de réels ou complexes). (a;);cr une famille d’élé-
ments de K.

¥
J
a; =max(—a;,0). Dans ce cas, on définit :

%;aj = (%a;r) — (Ze;a]_) .

(i) K =C. (aj)jer est sommable ssi (R(a;));c; et (S (ay));e; le sont. Dans ce cas, on
définit :

_ 4+ ]
)jel et (aj )jel le sont, ot a = max(aj,0) et

(i) K=1R. (a;)jer est sommable ssi (a 7

> a;= (Z&e(aj)) +1i (Z%(aj)) .

jel jel jel

II1.2 Premiéres propriétés

Proposition 31.17. (a;)icr et (bi)icr deux familles sommables d’éléments de K. (o, B) €
K2. Alors (ca; + Bbi);cr est sommable et :

> (aa; + Bb) = (Z%) +5 <Zbi> :

iel iel el

172



CHAPITRE 31. ENSEMBLES DENOMBRABLES ET FAMILLES
SOMMABLES

Proposition 31.18. (a;);c; une famille sommable d’éléments de K. Alors :

Zai < Z\ai|-

i€l

Démonstration. K = R. Revenir a aj et a; . K = C. Méme méthode que pour la

proposition 24.45. 0

IT1.3 Calculs de sommes

Proposition 31.19. (a;)ier une famille sommable de complezes.

(i) (Un)nen une famille de parties finies de I t.q. Vn € N, I, C In41 et I = Up,en In-
Alors :

a; = lim a; | .
Z ! n—400 Z '
i€l ic€l,

(ii) (In)nen une famille de parties non vides de I t.q. I = ||,eyIn. Alors pour tout
n €N, (a;)ier, est sommable de somme S, et la série >~ S, converge. De plus :

Proposition 31.20. (a;);c; une famille sommable de complexes. G un ensemble dénom-
brable. (Ig)gec une famille de parties non vides de I t.q. I = Ugeg Ig- Alors pour tout
g € G, (a;)ici, est sommable de somme Sy, et la famille (Sg)gec est sommable. De plus :

e o]

i€l g€G \i€ly

Proposition 31.21. (a;);e; une famille sommable de complexes. o : J — I une bijection.

Si I et J sont dénombrables, alors (aqj) o est sommable et :
J
> o) = D_ai
jeJ il

IV Cas particuliers

IV.1 Familles indexées par N ou Z

Proposition 31.22. (a,)nes une famille de complezes.

(i) I =N. (an)nen est sommable ssi Y a, est absolument convergente. Dans ce cas :
(o)
Sa = an
neN n=0
(ii) I = Z. (an)nez est sommable ssi Y an et > a_y) sont absolument convergentes.
Dans ce cas :
o] o
Z Ay = (Z an> + (Z a(n)) .
nel n=0 n=1
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IV.2 Familles indexées par N?

Proposition 31.23. Une famille de complexes (a;;)(; jyen> est sommable ssi

IB>0,VneN, ) (Z \ai,j|) <B
i=0 \j=0

Théoréme 31.24 (Théoreme de Fubini). Une famille de complezes (a; ;) jyenz est som-
mable ssi pour tout j € N fizé, la série Y, |a; ;| est convergente de somme S; et 2.5 est
convergente. Dans ce cas :

S 0, =3 (z) -3 ()

(,j)EN? =0 7=0

Proposition 31.25. (a;;)(;  jjen2 une famille de compleres sommable. o : N — N? une
bijection. Alors 3 aq ) est absolument convergente et :

Yooy = Y iy

keN (i,5)EN?

Proposition 31.26. (a;)ien et (bj)jen deux familles de complexes. Si )~ a; et Y b; sont
absolument convergentes alors (a;bj)(; jyen2 est sommable et :

Z az-bj = (Zaz) (Z bj) .
(4,5)€N? ieN jeN

Définition 31.27 (Produit de Cauchy). (a;)ien et (bj)jen deux familles de complexes. Le
produit de Cauchy de (a;)ien et (bj)jen est la suite (cp)nen définie par :

n
Vn €N, ¢, = Zakbn_k = Z aibj.
k=0 (i,4)EN?
i+j=n

Proposition 31.28. (a;)ien et (bj)jen deuz familles de complezes de produit de Cauchy
(cn)nen- Si Y- a; et Y bj sont absolument convergentes alors Y ¢y, est absolument conver-

gente et :
neN 1€EN JEN

V Retour sur ’exponentielle complexe

n

Proposition 31.29. Vz € R, e = > % L

n=0 n!*

Démonstration. Utiliser la formule de Taylor avec reste intégral (proposition 12.4) ap-
pliquée a la fonction exp. O

Proposition 31.30. Vz € R, ¢/ = 3™ (i)™

n=0 " n! -

Démonstration. Utiliser la formule de Taylor avec reste intégral (proposition 12.4) ap-
pliquée aux fonctions cos et sin. ]
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Lemme 31.31. V(zy, 20) € C2, (ZZOZO %{:) (ZZ‘;O %L) =320 W;%

Démonstration. Justifier I’absolue convergence de ces séries grace a la proposition 31.29,

puis utiliser un produit de Cauchy. O
Théoréme 31.32.
o0 zn
VzeC, e = Z o
n=0
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Espaces Vectoriels Normes

I Normes

I.1 Définitions

Définition 32.1 (Norme). E un K-espace vectoriel. On dit que N : E — R est une norme
lorsque les quatre propriétés suivantes sont vérifiées :

(i) Vx € E, N(x) >0,
(ii) Ve € E, N(z) =0 <=z =0,
(iii) Vo € E, VA € K, M(Ax) = |A] - N(x),
() V(z,y) € E2, Nz +y) < N(x) + N(y).
Définition 32.2 (Distance). E un K-espace vectoriel. On dit que d : E?> — R est une
distance lorsque les quatre propriétés suivantes sont vérifiées :
(i) ¥(z,y) € E% o(z,y) >0,
(ii) V(z,y) € E?, 0(z,y) =0 <=z =y,
(iii) V(z,y) € E?, d(z,y) = (y, x),
(iv) Y(x,y,2) € B3, o(z, 2) < (2, y) +0(y, 2).
Vocabulaire 32.3 (Espace vectoriel normé). Un espace vectoriel est dit normé s’il est
muni d’une norme.

1.2 Exemples de normes

Notation 32.4. p € [1,4+o00[. On définit || - ||, sur K" par :

n
Vo = (z1,...,2,) €K", 2], = ? Z |z [P
\ i=1

On définit aussi || - ||oo sur K™ par :

Vo = (21,...,2n) € K", |2[|, = sup |z].
<ign

Lemme 32.5. z = (x1,...,2,,) € K", y = (y1,...,yn) € K". (p,q) € (N*)2 t.q. %4—% =1.
Alors :

n
> Lzl < llzllp - yllg-
i=1
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Démonstration. Premiére étape. Par concavité de In : V(a,b) € (Ri)2 ,In(ab) = % In (a?)+
%ln (b?) < In (%p + %). Donc V(a,b) € (R+)2, ab < % + %. Deuzieme étape. On suppose
d’abord ||z||, = 1 et [ly|][; = 1. Montrer alors que > i, |z;y;| < 1. Troisiéme étape. Se

ramener au cas ou ||z||, =1 et ||y|, = 1. O
Proposition 32.6. || - ||, et || - ||oc sont des normes sur K".
Démonstration. | - ||, vérifie I'inégalité triangulaire car, en notant ¢ = -5, on a, pour

x:(xlv"'axn)eKnvy:(ylv"'ayn)eKn:

n

n
lz +yllh < D Jwil - i +yalP ™+ D il - e+ P
i=1 =1

n n
< Hx”?<l Dl + gD+ Hy\lpj 3w + | Da

i=1 i=1

=zl e+ yl5™ + ol - llz +ylh~
Les autres points sont clairs. O

Notation 32.7. p € [1,+oo[. On définit || - ||, sur C°([a,b],K) par :

b
v € (la b K I, = {f [ 11"

On définit aussi | - |oo sur C°([a,b],K) par :

vfeC®((a,b,K), [flle = ?Ui])\fl-

Lemme 32.8. f,g:[a,b] = K C°. (p,q) € (N*)* t.q. %—1— é = 1. Alors :

b
| 1281 <111 gl

Proposition 32.9. |||, et || - [0 sont des normes sur C° ([a,b],K).

Notation 32.10. Dans toute la suite, E est un K-espace vectoriel et || - ||g est une norme
sur B.

I.3 Parties bornées

Définition 32.11 (Boules et spheres). a € E, r € R%. On définit :
(i) Bo(a,7) ={z € E, |z —a|lg <r} (boule ouverte).
(i) By(a,r) ={x € E, ||xr —al|g < r} (boule fermée).
(iii) S(a,r) ={z € E, ||z —a||g =r} (sphere).
Définition 32.12 (Partie bornée). On appelle partie bornée de E toute partie X C E

t.q.
M >0, Vz € X, ||z||g < M.

Proposition 32.13. Toute réunion finie de parties bornées est bornée.

Définition 32.14 (Applications et suites bornées).
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(i) Une application f : A — E est dite bornée lorsque f(A) est une partie bornée de E.
(i) Une suite (u,) € EN est dite bornée lorsque {u,, n € N} est une partie bornée de
E.

Proposition 32.15. L’ensemble H = {f : A — E, f bornée} est un K-espace vectoriel
muni de la norme || - ||oo définie par :

VieMN, [flle =sup|f(@)|g-
z€A

Définition 32.16 (Convergence). (u,) € EN. On dit que uy, — ¢ € E lorsque
n—-—+0oo

lun — €| o

Proposition 32.17. (u,) € EY, (v,) € EN. (\, u) € K2
(i) St (un) converge, alors (uy) est bornée.
(ii) Si (uyn) converge, alors sa limite est unique.

(iii) S7 (uy) et (vy) convergent alors (Aup + pvy,) aussi et :

nii o (N - #00) = A Lttt + s 1o

1.4 Espace vectoriel produit

Définition 32.18 (Norme produit). Ei,...,E, n espaces vectoriels munis de normes
respectives Ny, ..., MNy,. Alors Uespace E = [[;; E; est un espace vectoriel normé muni de
la norme produit définie par :

Vo = (x1,...,2,) € E, ||z]|p = max N (z;) .
1<i<n
Proposition 32.19. F1, ..., E, n espaces vectoriels munis de normes respectives Ny, ..., N,.
On munit E = [}~ E; de la norme produit et on note, pouri € [1,n], p; : .
(X1, Tp) —>

(i) Pour i € [1,n], p; est linéaire, et lipschitzienne de rapport 1 :
V€ E, N (pi(z)) < llzlg -

(ii) Poura€ E, r>0, ona :

Ceci est encore vrai pour les boules fermées.
(iii) Pour X C E, X est bornée ssi Vi € [1,n], p;(X) est bornée.

. N . . . .
(iv) Pour (up) € EV, uy — ¢ e FE ssiVie[l,n], pi(un) — pi(f).
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II Topologie dans les espaces vectoriels normés

I1.1 Voisinages, ouverts et fermés

Définition 32.20 (Voisinage, ouvert, fermé).

(i) On dit que V C E est un voisinage de a € E lorsque V' contient une boule ouverte
centrée en a.

(ii) On dit que 2 C E est un ouvert lorsque Q est un voisinage de chacun de ses points.

(iii) On dit que F C E est un fermé lorsque E\F' est un ouvert.

Proposition 32.21.
(i) Les boules ouvertes sont des ouverts.

(ii) Les boules fermées sont des fermés.

Définition 32.22 (Adhérence). On dit que x € E est adhérent ¢ A C E lorsque tout
voisinage de x rencontre A. On note A, dit adhérence de A, l’ensemble des points adhérents
a A.
Proposition 32.23. AC F,a € FE.

(i) a € A ssi il existe (u,) € AN t.q. u, — a.

n—-+oo

(i) A est fermé ssi pour tout (u,) € AN convergente, (lim, 1o un) € A.

Proposition 32.24.

(i) Une réunion quelconque d’ouverts est un ouvert.

(ii) Une intersection finie d’ouverts est un ouvert.

Corollaire 32.25.
(i) Une intersection quelconque de fermés est un fermé.

(ii) Une réunion finie de fermés est un fermé.

Définition 32.26 (Intérieur). On dit que x € E est intérieur a A C E lorsqu’il existe
un voisinage de x inclus dans A. On note A, dit intérieur de A, ’ensemble des points
intérieurs a A.

Proposition 32.27. A C E.
(i) A est le plus grand owvert inclus dans A.
(ii) A est ouvert ssi A = A.
(iii) A est le plus petit fermé contenant A.
(iv) A est fermé ssi A = A.

I1.2 Densité
Définition 32.28 (Densité). A C B C E. On dit que A est dense dans B lorsque B C A.

Proposition 32.29. A C R est dense dans R ssi tout intervalle ouvert de R contient un
élément de A.
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I1.3 Topologie induite

Définition 32.30 (Voisinage, ouvert, fermé dans un sous-ensemble). A C E. On dit que
X C A est un voisinage de a € A (resp. un ouvert, un fermé) dans A (ou relativement a
A) lorsque X =Y NA, o0 Y est un voisinage de a (resp. un ouvert, un fermé) dans E.

Proposition 32.31. B C A C E. B est ouvert relativement a A ssi A\B est fermé
relativement a A.

Proposition 32.32. B C A C E. B est fermé relativement a A ssi toute suite d’éléments
de B qui converge dans A a sa limite dans B.

Définition 32.33 (Connexité). On dit que A C E est connexe lorsque A n’est pas une
partition en deux ensembles ouverts relativement a A.

Proposition 32.34. I C R est connexe dans R ssi I est un intervalle.

III Compacité

Définition 32.35 (Valeur d’adhérence). (u,,) € EN. £ € E est dite valeur d’adhérence de
(un) lorsqu’il existe une suite extraite de (uy,) de limite €.

Proposition 32.36. (u,) € EN. ¢ € E est valeur d’adhérence de (uy) ssi pour tout
voisinage V' de £, l’ensemble {n € N, u,, € V'} est infini.

Définition 32.37 (Compact). On dit que K C E est un compact lorsque toute suite de
K admet au moins une valeur d’adhérence dans K.
Proposition 32.38.
(i) Un compact est fermé et borné.
(i) K C E un compact, X C K. Alors X est fermé ssi X est compact.
(iii) L’intersection d’un compact et d’un fermé est un compact.
(iv) Tout produit fini de compacts est un compact pour la norme produit.

Notation 32.39. On suppose E de dimension finie, de base (e1,...,ep). Pour x € E de
composantes (x1,...,xp) dans la base (eq, ..., ep), on définit

[2]loo = max |a;] .

1<i<p
Corollaire 32.40. On suppose E de dimension finie, muni de || - ||oo. Alors toute boule
fermée de E est compacte.
Théoréme 32.41. On suppose E de dimension finie, muni de | - ||s. Alors les compacts

de E sont les fermés bornés.

Théoréme 32.42.
(i) Une suite d valeurs dans un compact ayant une seule valeur d’adhérence converge.

(ii) Une suite bornée da valeurs dans un espace vectoriel de dimension finie ayant une
seule valeur d’adhérence converge.
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IV Fonctions continues entre deux espaces vectoriels nor-
més

IV.1 Généralités

Notation 32.43. Dans toute la suite, E, I' et G sont des K-espaces vectoriels munis de
normes respectives || - ||g, || - ||F et || - |-

Définition 32.44 (Limite d’une fonction). f: AC E — F. a € A.
(i) On dit que lim, f = ¢ € F lorsque

YV woisinage de £, IW wvoisinage de a, f(W NA) C V.
(ii) On dit que lim, f = 400 lorsque
VM > 0, IW woisinage de a, f(W N A) C F\B,(0,M).

Définition 32.45 (Continuité). f : A C E — F est dite continue en a € A lorsque
lim, f = f(a). On note C° (A, F) I’ensemble des fonctions A — F continues sur A (i.e.
en tout point de A).

Proposition 32.46. f: ACE — F.ac A. Alorslim, f =/ € F ssi

V(a,) € AN, 4y —— a = f(a,) —— L.
n—-+oo n—-+o00

Proposition 32.47. f: AC E — F. On a équivalence entre :
(i) f estCO sur A.
(ii) Pour tout fermé G C F, f~Y(G) est fermé dans A.

(iii) Pour tout ouvert Q C F, f~1(Q) est ouvert dans A.

IV.2 Opérations et continuité
Proposition 32.48. A C F.
(i) CY(A, F) est un K-espace vectoriel.
(ii) Toute fonction C° en a € A est bornée au voisinage de a.

(iii) On suppose que F est une K-algébre et que ¥(z,y) € F?, ||lzyll» < ||z|r-||y||r. Alors
CO(A, F) est une K-algébre.

Proposition 32.49. f : ACE — Fetg: B C F — G deux fonctions C°, avec
f(A) C B. Alors go f est C* sur A.

Corollaire 32.50. Si (\j)jenn est une famille presque nulle d’éléments de K, alors la

fonction
n

f:(mlr"ax'fl) GKTL'_> Z )‘(kl,...,kn)foia
dite polynomiale, est continue sur K™.
Proposition 32.51. det : M, (K) — K est polynomiale.
Corollaire 32.52. GL,(K) est un ouvert car GL,(K) = det™! (K*).

Remarque 32.53. GL,(K) n’est pas un fermé car %In — 0.
k—+o0
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V Connexité par arcs

Définition 32.54 (Chemin continu). (a,b) € E?, AC E.

(i) On appelle chemin continu joignant a & b toute application v € C°([0,1],E) t.q.
7(0) =a et y(1) =b.

(ii) On appelle chemin continu dans A joignant a & b tout chemin continu vy joignant a
abtq v(0,1]) C A.

Définition 32.55 (Composantes connexes par arcs). A C E. On définit une relation R
sur A par aRb ssi il existe un chemin continu dans A joignant a a b. Alors R est une
relation d’équivalence, et ses classes sont dites composantes connexes par arcs de A.

Définition 32.56 (Ensemble connexe par arcs). A C E est dit connexe par arcs lorsque
pour tout (a,b) € A2, il existe un chemin continu dans A joignant a et b.

Proposition 32.57. Tout convere est connexe par arcs.

Proposition 32.58. L’image d’un ensemble connexe par arcs par une application C° est
connexe par arcs.

Proposition 32.59. Les connezes par arcs de R sont les intervalles.
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e 3

Théorie de Galois

Cours de Nicolas Tosel

I Polynoémes irréductibles

Notation 33.1. Dans toute la suite, K est un corps quelconque.

I.1 Généralités
Proposition 33.2. Les deux propriétés suivantes sont équivalentes :
(i) Les polynomes irréductibles de K[X] sont les polynomes de degré 1.
(ii) Tout polynome non constant de K[X] admet une racine dans K.
Si tel est le cas, on dit que K est algébriquement clos.

Théoréme 33.3 (Théoreme de Steinitz). Si K est un corps, alors il existe un sur-corps
Q algébriguement clos de K.

1.2 Corps des rationnels

Exemple 33.4. Pour n € N*, (X™ — 2) est irréductible sur Q.

Démonstration. Ecrire X" — 2 = [lwew, (X — w2l/ ") Tout polynéme unitaire ) divi-

sant (X" —2) est donc de la forme @ =[] ,c4 (X - w21/">, ou A € P(U,). En regardant
le terme constant de (), en déduire une contradiction si 1 < deg@ < n — 1. ]

Notation 33.5. Pour p € P, on note F, = Z/pZ. On définit alors la réduction modulo
p :pour A =Y} _oarX* € Z[X], on pose A = S p_yapX* € Fy[X], ot @ est la classe
d’équivalence de aj, dans IF),.

A+B=A+B

Proposition 33.6. V(A, B) € Z[X]?, { AXxB—AxEG

Définition 33.7 (Contenu). Soit P = S 7_o M X* € Z[X]\{0}. On définit le contenu de
P par :

C(P) = /n\ A
k=0
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Vocabulaire 33.8 (Polynémes primitifs). P € Z[X]. SiC(P) =1, P est dit primitif.
Lemme 33.9 (Lemme de Gauss). V(P,Q) € Z[X]?, C(PQ) = C(P)C(Q).
Démonstration. Ecrire P = C (P)]B, Q=C (Q)@, ol P et Q sont des polynomes primitifs
de Z[X]. On a alors PQ = C(P)C(Q)PQ. Supposer alors par I'absurde PQ non primitif.
Dans ce cas, il existe p € P t.q. p | C (ﬁ@) Alors P x Q = PQ = Or,(x]- Or F}, est un
corps donc [F,,[X] est integre d’ott P= Op,[x] ou 5 = Op,[x]- C’est une contradiction car
P et Q sont primitifs. Ainsi PQ est primitif et C(PQ) = C(P)C(Q). O

Corollaire 33.10. Si P € Z[X] n’a pas de diviseur non constant dans Z[X], alors P est
irréductible dans Q[X].

Démonstration. Supposer P = AB € Z[X], avec (A, B) € (Q[X]\Qo[X])?. Ecrire aA €
Z|X], bB € Z[X] avec (a,b) € (Z*)*. Noter que abC(P) = C(abP) = C(aA)C(bB), et
quil existe (A1, By) € Z[X]? t.q. aA = C(aA)A; et bB = C(bB)B;. Ecrire enfin P sous
forme d’un produit de polynémes non constants de Z[X] et en déduire le résultat par
contraposée. O

Théoréme 33.11 (Théoréme d’Eisenstein). Q = Y7 ar X* € Z[X], p € P.

Vk € [[07n[[7 p ’ ag
pta, = Q estirréductible sur Q.
p* tao

Démonstration. Supposer par Pabsurde Q = AB, avec (A, B) € (Z[X]\Zo[X])?. Effec-
tuer la réduction de Q modulo p : A x B = Q = @, X". En déduire que A et B sont des
monoémes dans [F,[X]. Donc p divise les coefficients constants respectifs de A et B; donc
p? divise ag. Contradiction. O

I.3 Cyclotomie
Définition 33.12 (Polynomes cyclotomiques). Pour n € N*, on définit le n-iéme poly-
noéme cyclotomique par :
2ikm
o, = ] (x-e7).

kel1,n]
kAn=1

Lemme 33.13. Vn € N*, X" —1 =[]y, 4.
Proposition 33.14. Vn € N*, ®,, € Z[X].
Démonstration. Par récurrence forte sur n, en utilisant la division euclidienne de (X" —1)

par [] 4, ®4 dans Z[X]. O

d<n

1.4 Séparabilité

Définition 33.15 (Caractéristique d’un anneau). A un anneau. St In € N*, n -1, =
1o +1a+ -+ 14 = 04, alors on appelle caractéristique de A ’entier min {n € N* n -1, = 04}.

n fois
Sinon, on dit que A est de caractéristique 0.
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Définition 33.16 (Séparabilité). P € K[X]|. On dit que P est séparable si les racines
de P dans un sur-corps de K scindant P sont simples. Autrement dit, P est séparable ssi
PAP =1.

Proposition 33.17. K un corps de caractéristique 0. Si P € K[X] est irréductible, alors
P est séparable.

Démonstration. On note n = deg P. Comme K est de caractéristique 0, deg P’ = n — 1.
En particulier, P* # 0 (car n > 1 car P est non constant). P est irréductible et 0 <
deg P’ < deg P donc PA P’ = 1. O

Proposition 33.18. K un corps de caractéristique p. P € K[X] irréductible. Alors P est
séparable ssi P ¢ K[XP].

II Extensions de corps

I1.1 Extensions et degrés

Définition 33.19 (Extension de corps). Si K est un sous-corps d’un corps L, on dit que
L/K est une extension. On dit de plus que L/K est finie si le K-espace vectoriel L est de
dimension finie. Dans ce cas, le degré de L/K, noté [L : K], est par définition la dimension
de cet espace vectoriel.

Théoréme 33.20 (Théoreme de la base télescopique). L/K et M/LL deuz extensions. Soit
(ei)ier une base de L/K, (fj)jes une base de M/LL. Alors (eifj) jyerxs est une base de
M/K.

Corollaire 33.21. L/K et M/LL deux extensions. SilL/K et M/l sont finies, alors M/K
aussi, et dans ce cas :
[M: K] =[M:L]L:K].

I1.2 Adjonction, éléments algébriques et transcendants
Proposition 33.22. L/K une extension. (z1,...,x,) € L™.

(i) Le plus petit sous-anneau de I contenant K et tous les x; est :

Kz, ...,2n) = {P(z1,...,25), Pe K[Xy,...,X,)]}.
(ii) Le plus petit sous-corps de L. contenant K et tous les x; est :

K(z1,...,2n) ={P(x1,...,2,), Pe K(X1,...,X,)}.

Définition 33.23 (Eléments algébriques et transcendants). = € L. On dit que x est
algébrique sur K C L lorsque 3P € K[X]\{0}, P(z) = 0. Si x n’est pas algébrique, on dit
que x est transcendant.
Notation 33.24. x € L algébrique sur K. On introduit :

(i) L’idéal annulateur de z : Ix , = {P € K[X], P(x) = 0}.

(ii) Le polyndéme minimal de z : Ik , unitaire t.q. Ix , = Ilg ;K[ X].
De plus, le degré de Ik , est dit degré d’algébricité de x sur K.

Proposition 33.25. x € L algébrique sur K.
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(i) Hg . est irréductible sur K.
(i) Si P € K[X] est irréductible unitaire et P(x) =0, alors Ilg 5, = P.

Théoreme 33.26. = € L. algébrique de degré d sur K.
. k _
(i) (a: )ke[[o,d[[ est une K-base de Kz].

(ii) K[z]| est un sous-corps de L, donc K[z] = K(z).
Ainsi, K(z)/K est une extension et [K(z) : K] = d.

Démonstration. (i) Si (a:k) velodl n’était pas libre, il existerait P € K;_1[X] t.q. P(x) =

0, ce qui contredit la définition du degré d’algébricité. Pour montrer que (mk)ke[[o " est

génératrice, utiliser la division euclidienne par Ilk ,. (ii) Soit y = P(z) € K[z]\{0}. Par
ce qui précede, on peut supposer P € Kq_;[X]. Or Ilg , est irréductible et degIlk , = d,
donc P A Ilg, = 1. Utiliser alors 1'égalité de Bézout pour écrire PU + IIg .V = 1, ou
(U, V) € K[X]?. En déduire que P(z)U(x) = 1, d’ou l'inversibilité de y = P(z). O
I1.3 Sommes et produits d’algébriques

Proposition 33.27. (z,y) € L? algébriques sur K de degrés respectifs d, et dy. Alors :
(i) (x+y) est algébrique sur K de degré au plus dd,,
(ii) (x x y) est algébrique sur K de degré au plus dyd,.

Démonstration. L’extension K(z,y)/K(x) est finie de degré au plus d, et I'extension
K(z)/K est finie de degré d, donc I'extension K(z,y)/K est finie de degré au plus d,d,,.
Or K(x +vy) C K(z,y) et K(x x y) C K(z,y), d’ou le résultat.

I1.4 Extensions finies et algébriques

Proposition 33.28. Une extension L/K est finie ssi il existe (z1,...,xy,) € L™ algébriques
sur K tels que L = K(x1,...,zy).

Démonstration. (=) Soit (z1,...,x,) une K-base de L. Montrer que L = K(x1,...,zy)
et que z1,...,x, sont algébriques sur K. (<) Par récurrence sur n. O

Définition 33.29 (Extension algébrique). On dit qu’une extension L/K est algébrique
lorsque tout élément de IL est algébrique sur K.

Proposition 33.30. Si une extension L/K est finie, alors elle est algébrique.
Notation 33.31. On note Q l’ensemble des x € C algébriques sur Q.

Proposition 33.32. Q est un sous-corps de C et Q/Q est une extension algébrique non

finie.

Théoréme 33.33. Q est algébriqguement clos.
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Démonstration. Soit P = Y1 ai X* € Q[X]\Qy[X]. Soit z € C une racine de P (qui
existe par le théoréme de d’Alembert-Gauss). L’extension Q(ao,...,a,)/Q est finie car
agp, . . ., ap sont algébriques sur Q et 'extension Q(ag, ..., an, 2)/Q(agp, ..., a,) est finie car
z est algébrique sur Q(ayp, . .., ay) (puisque P(z) = 0). Donc l'extension Q(ao, . . ., an,2)/Q
est finie; or, Q C Q(z) C Q(aq, ..., an,2) donc Q(z)/Q est finie et z € Q. O

I1.5 Théoréme de I’élément primitif

Définition 33.34 (Extension monogene). On dit qu’une extension L/K est monogéne
lorsque 3z € L, L = K(x).

Théoréme 33.35 (Théoreme de I'élément primitif). K un corps de caractéristique 0. Si
Uextension L/K est finie, alors elle est monogéne : il existe x € L t.q. L = K(x). On dit
alors que x est un élément primitif de L/K.

Démonstration. Il suffit de montrer que, si L = K(z,y), alors 3z € L, L = K(z)
(généraliser ensuite par récurrence sur le nombre de générateurs). Soit 2 un sur-corps de
K algébriquement clos. Alors Ik ;, et Ilx , sont scindés sur €2, et a racines simples car K
est de caractéristique 0 (et Ik, et Ilx, sont irréductibles donc séparables). Ecrire alors
g, = [TiX (X —a) et Ilg,y, = [[inq (X — i), avec 1 = z, y1 = y. Soit t € K t.q.
V(i,j) # (1,1), o + ty # x; + ty;. Soit z = x + ty. On va montrer que K(z) = K(z,y).
L’inclusion C est claire. Pour montrer D, il suffit de prouver que K(y) C K(z), car on
aura alors = z — ty € K(z). Soit P, = Ilg, € K(2)[X], P» = Hg (2 — tX) € K(2)[X].
Montrer que Pi(y) = Pa(y) = 0, dou (X —y) | P1 et (X —y) | Po. Justifier que P; et
P, n’admettent pas d’autre diviseur commun et en déduire que Py A Po = X — y. Ainsi,
(X —y) € K(2)[X] donc y € K(z), d’ott K(y) C K(z). O

Théoréme 33.36. L/K une extension finie. Si L/K est monogéne alors il n’existe qu’un
nombre fini de sous-corps de . contenant K.

Démonstration. Soit M un sous-corps de L. = K(x) contenant K. On note Xd—i—zz;(l] ap Xk =
Iy . Comme Iy, | gz, on n’a quun nombre fini de choix pour Ily,. Or M =

K(ag,...,a4-1). En effet, I'inclusion D est claire. Et réciproquement [L : M] = d; or
x est de degré inférieur ou égal a d sur K(ao,...,a4-1), dot M = K(aog,...,aq—1). Donc
on n’a qu’'un nombre fini de choix pour M. O

Corollaire 33.37. Si K est un corps de caractéristique 0 et L/K est une extension finie,
alors il n’existe qu’un mombre fini de sous-corps de I contenant K.

I1.6 Irréductibilité des polynémes cyclotomiques

Définition 33.38 (Entier algébrique). On dit que z € C est un entier algébrique lorsqu’il
existe P € Z|X] unitaire t.q. P(z) = 0.

Lemme 33.39. z € C est un entier algébrique ssi z € Q et llg . € Z[X].

Lemme 33.40. Si w est une racine primitive n-iéme de 'unité et si p € P ne divise pas
n alors WP est racine de Ilg,.

Démonstration. w et w? étant des entiers algébriques, on allg,, € Z[X] et g » € Z[X].
De plus, g » (X?) annule w donc Ilg,, | g wr (X?). Le quotient est dans Z[X] car Iy,
est unitaire : 3A € Z[X], Tg w» (XP) = Allg,,. Or Mg (XP) = Mg, donc Mg ' =
A-Tg,,. Mais, si g, # g, alors (IlgwIlgwr) | (X™ — 1) dans Z[X]. Soit alors z € F,,
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racine de Ig,, (F, est un sur-corps de F,, algébriquement clos), alors x est racine de Ilg »
[ !/
donc x est racine multiple de X™ — 1, ce qui est absurde car (X n— 1) =nXn"1 #£0 (car

/
p1{n), donc X"—l/\(X"—l) = 1. Donc Ilg, = g yr. O

Théoréme 33.41 (Théoréme de Gauss-Kronecker). Vn € N*| @, est irréductible sur Q.

IIT Extensions et morphismes

II1.1 Applications préservant les relations algébriques

Lemme 33.42. A et A’ deux K-algébres. Alors ¢ : A — A’ est un morphisme de K-
algébres ssi Vn € N* VP € K[Xy,...,X,], Y(x1,...,z,) € A", o (P(x1,...,2y)) =
P(p(z1), ..., p(zn)).

Notation 33.43. Dans toute la suite, K est un corps et 2 est une cloture algébrique de
K (i.e. un sur-corps de K algébriquement clos t.q. 'extension /K est algébrique).

Notation 33.44. L et M deuz sous-corps de €.
(i) On note Hom(L, M) [’ensemble des morphismes de corps L — M.
(ii) On note Homg (L, M) l’ensemble des morphismes de K-algébres I — M.

Notation 33.45. Pour P = Y, .y M X¥ € L[X], 0 € Hom(L,M), on note o - P =
II1.2 Conjugaison

Définition 33.46 (Conjugaison). (z,y) € Q2. On dit que = et y sont K-conjugués lorsque
Ik , = Ik 4.

Proposition 33.47. x € Q. Sillg , est séparable sur K (ce qui est vrai dés que K est de
caractéristique 0), alors x a exactement (degIlk ;) K-conjugués.

Proposition 33.48. (z,y) € Q2. Alors x et y sont K-conjugués ssi 3o € Homg (K(x),Q), o(x) =
y. Dans ce cas, o est unique.

Démonstration. (<) Ik »(y) = llg z(o(x)) = 0. (=) Analyse. Si o existe, alors VP €
K[X], o(P(x)) = P(o(x)) = P(y). En déduire qu’il existe au plus un o qui convient.

\ i Klz] — © o :
Syntheése. Montrer que 'application o : est bien définie et qu’elle convient.
P(z) — P(y)
Comme K[z] = K(x), en déduire le résultat. O

II1.3 Prolongement des morphismes
Théoréme 33.49. L/K et L'/K' deuz extensions. o : K — K’ un isomorphisme de corps.
x € L algébrique sur K, ' € . Alors les deuz propriétés suivantes sont équivalentes :
(i) Il existe o' € Hom(K(x),LL") prolongeant o et envoyant x sur x’.
(ii) 2" est algébrique sur K' et Uy o = 0 - Ik 4.

Dans ce cas, o est unique.
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Démonstration. (=) Montrer que VP € K[X], ¢/(P(z)) = o - P(2’). En déduire le
résultat, en notant que o - IIg , est irréductible unitaire car o est un isomorphisme.

_— KIX] — L/ .
(<) L’application & : ,. est un morphisme d’anneaux et Ker® =
P+——o-P(z2)
Ik .K[X]. Ceci permet, par passage au quotient, de définir un morphisme d’anneaux

. | K] — L/
: . ]
P(x) —s o - P(2')
Corollaire 33.50.

(i) Si x € Q (donc x algébrique), alors tout élément de Hom(K, Q) admet autant de
prolongements en un élément de Hom(K(z), Q) que le nombre de K-conjugués de x.

(ii) Si L/K est une extension finie, alors tout élément de Hom(K, Q) admet au moins
un prolongement en un élément de Hom(L, ).

(iii) S¢ M/L et L/K sont des extensions finies, alors tout élément de Homg (L, $2) peut
se prolonger en un élément de Homg (M, Q).

III.4 Conséquences
Théoréme 33.51. L/K une extension finie, ou K est de caractéristique 0. Alors :
|(Homg (L, Q)| = [L : K].

Démonstration. Utiliser le théoreme de I’élément primitif (théoreme 33.35) pour écrire
L = K(z). Utiliser ensuite le fait que |(Homg(L,€2))| est le nombre de K-conjugués de
x. O

Théoréme 33.52 (Caractérisation du corps de base). L/K une extension finie, ot K est
de caractéristique 0. Alors

K ={z €L, Vo € Homg(L, ), o(z) = z}.

II1.5 Indépendance des morphismes

Théoréme 33.53. (M, ) un monoide (ensemble muni d’une LCI associative et d’un élé-

ment neutre), (K,+,x) un corps. (o1,...,0p) des morphismes de (M, -) dans (K*, x)
deua-d-deux distincts. Alors (o1, ...,0p) sont K-linéairement indépendants.
Démonstration. Par récurrence sur p. Ol

IV Théorie de Galois des extensions finies

IV.1 Définition du groupe de Galois

Définition 33.54 (Groupe de Galois). SiL/K est une extension finie, on définit le groupe
de Galois de L/K par

Gal(L/K) = Homg (L, L) € Homg (L, §2).
Proposition 33.55. L/K une extension finie. Alors (Gal(LL/K),o) est un groupe.

Vocabulaire 33.56. L/K une extension finie.
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(i) On dit que L/K est une extension normale lorsque Homg (L, L) = Homg (L, ), i.e.
lorsque L est stable par K-conjugaison.

(ii) On dit que L/K est une extension séparable si, pour tout x € L, Ilg , est séparable.
(iii) On dit que /K est une extension galoisienne lorsque L/K est une extension normale

séparable.

Remarque 33.57. L/K une extension finie. Si K est de caractéristique 0, alors L/K est
galoisienne ssi L/K est normale (car L/K est toujours séparable).

IV.2 Propriétés des extensions normales
Définition 33.58 (Corps de décomposition). P = [[i (X —=z;) € K[X], avec (z1,...,z,) €
Q™. Le corps de décomposition de P sur K est par définition

Dk (P) =K(z1,...,zp).
Théoréme 33.59. L/K une extension finie. Alors L/K est normale ssi 3P € K[X], L =
Dk (P).

Démonstration. (=) L = K(z1,...,2p) = Dg (g, ---IIk,,) car L contient les K-
conjugués des z;. (<) L = Dg(P), avec P = [[1"1(X — 2;), donc L = K(z1,...,x,). Soit
o € Homg(ILL, Q). Pour tout ¢ € [1,n], o(x;) annule P donc est 'un des x; donc est dans
L. Donc o € Homg (L, L). O

Définition 33.60 (Cloture normale). La cléture normale Clnormg (L) d’une extension
finie L/K est le plus petit sous-corps de Q2 contenant L et normal sur K.

IV.3 Propriétés simples du groupe de Galois
Notation 33.61. L/K une extension finie. On note :

(i) Kr/x Uensemble des sous-corps de I contenant K,

(ii) Gr/k l'ensemble des sous-groupes de Gal(IL/K).

Proposition 33.62. L/K une extension normale, K' € Kk Alors lextension L/K' est
normale.

Proposition 33.63. IL/K une extension finie, K' € Ky jx. Alors Gal(L/K') est un sous-
groupe de Gal(L/K).

Théoréme 33.64 (Théoréeme de l'irrationalité naturelle). L/K une extension normale.

(1,...,2p) € Q. AlorsL(zxy, ..., xp) /K(x1,...,2p) est normale et Gal(L(x, ..., xp)/K(z1, ...

est isomorphe a un sous-groupe de Gal(LL/K).

Démonstration. Noter qu’il existe P € K[X] tel que L = Dg(P) donc L(z1,...,zp) =
Dy (q,.,....z,)(P). Exhiber de plus un morphisme injectif de Gal(L(z1, . .., zp) /K(z1, ..., 7))
dans Gal(L/K). O

Notation 33.65. F un corps, G un groupe d’automorphismes de F. On note
IFG:{azGIE‘, Vg € G, g(x) ==z} .
Proposition 33.66. Si l’extension L/K est normale, et si K est de caractéristique 0,

alors
K = ]LGal(]L/K) )
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IV.4 Premier volet de la correspondance de Galois

Lemme 33.67 (Lemme d’Artin). F un corps de caractéristique 0, G un groupe d’auto-
morphismes de F. Alors Uextension F/FC est normale finie et

Gal (F/FC) = G.

Démonstration. Noter d’abord que G C Gal (F/FG) On va montrer que {F : IFG} < |G,
d’ou le résultat car ‘Gal (IF/]FG)‘ < []F : FG}, avec égalité ssi F/FY est normale. Comme

F/F& est monogene (caractéristique 0), il suffit de prouver que tout = € F est de degré
inférieur ou égal & |G| sur F¢. Or, pour 2 € F, [[, e (X — o(x)) est dans FE[X], de degré
majoré par |G|, et annule . O

Théoréme 33.68. L/K une extension normale, avec K de caractéristique 0. On définit

gk — Kk
G — LE

) Kv/x — GL/x
| K — Gal(L/K)

Alors ¢ et 1 sont des bijections réciproques.

V  Actions de groupes

V.1 Généralités

Définition 33.69 (Action de groupe). G un groupe, X un ensemble. On appelle action
GxX—X

vérifiant :
9:x) —g-x

de G sur X toute application

(i) Ve X, e-x =z,
(i) Y(91,92) € G*, Yz € X, g2+ (g91-2) = (g21) - .

L. S |GxX — X
Proposition 33.70. G un groupe, X un ensemble. Une application est
(9,2) — g
. . G — 6x . . X —X
une action de groupe ssi o : est un morphisme, ot oy : , pour
g— 0y T—g-x

g € G. Si o est injectif, on dit que l’action de G sur X est fidele.

Exemple 33.71.
(i) &, agit sur [1,n], sur [1,n]* et sur P ([1,n]).
(ii) GL(E) agit sur E et sur ’ensemble des sous-espaces vectoriels de E.

(iii) GL,(K) agit sur M, (K) : (P, M) € GL,(K) x M, (K) — PM P~

V.2 Orbites et stabilisateurs
Définition 33.72 (Orbite). Si G agit sur X, 'orbite de x € X est :

wg(z) ={g-z, g € G}.

L’action est dite transitive s’il n’y a qu’une seule orbite : Vo € X, wg(z) = X.
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Définition 33.73 (Stabilisateur). Si G agit sur X, le stabilisateur de x € X est :
Go={9€G, g-x=ua}.
C’est un sous-groupe de G.

Proposition 33.74. On a une bijection naturelle :

G/Gy — wa(x)
g—g-r

En particulier, si G est fini, |G| = |wg(x)| - |Gyl

Lemme 33.75 (Lemme de Cauchy). G un groupe fini, p € P t.q. p | |G|. Alors G contient
un élément d’ordre p.

Démonstration. Soit X = {(z1,...,2p) € GP, x1-- -2z, = e}. Z/pZ agit sur X (par ro-
tation des z;). Et on a | X| = |G|P"* =0 [p]. De plus, les orbites de 'action de Z/pZ sont

de cardinal 1 ou p. Et l'orbite de (x1,...,xp) est de cardinal 1 ssi x = 1 = --- = xp, avec
2P =e. On note Ny = [{x € G, 2P = e}|. On a donc N, =0 [p]. Le nombre d’éléments
d’ordre p est donc N, —1=—1 [p| (car p € P), qui est donc non nul. O

VI Théorie de Galois des extensions finies (suite)

VI.1 Groupe de Galois d’un polynéme séparable
Notation 33.76. Pour P € K[X], on note :

Galg(P) = Gal (Dg (P) /K).

Proposition 33.77. P = [["1(X — z;) € K[X], ot (x1,...,z,) € Q" deux d deux
distincts. Alors laction de Galg(P) sur R = {x1,...,z,} est fidéle, et elle est transitive
ssi P est irréductible.

Proposition 33.78. P =[] (X — z;) € K[X], ot (z1,...,2,) € Q. On pose :

sPy=II (zj—w=),

1<i<j<n

puis A(P) = §(P)2. Alors, en notant g le sous-groupe alterné de &g, avec R =
(1,...,2pn), On @ :
Galg(P) C %r < §(P) e K.

De plus, si 6(P) ¢ K, alors Dy (P)Gx(P)NA= — K(5(P)).

VII Sous-groupes normaux et groupes quotients

Notation 33.79. G groupe, H sous-groupe de G. On note G/H = {a, a € G}, avec
a=aH.

Définition 33.80 (Sous-groupe normal). G groupe. On dit qu’un sous-groupe H de G est
normal (ou distingué) dans G lorsque Vg € G, Yh € H, ghg~! € H. On écrit alors H<G.
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Proposition 33.81. Si H <G, on peut définir une LCI sur G/H en posant @ -b = ab,
pour tout (a,b) € G2. L’ensemble G/H muni de cette loi est un groupe et l’application
G— G/H .
B est un morphisme de noyau H.
ar—a
Proposition 33.82. G un groupe. Tout sous-groupe de G contenu dans Z(G) est un
sous-groupe normal de G.

Proposition 33.83. ¢ : G — H un morphisme de groupes. Alors Ker p <G et :
G/ Kerp ~ ¢(G).

Proposition 33.84. H<G. Les sous-groupes de G/H sont les K/H, avec K sous-groupe
de G contenant H. De plus (K/H) < (G/H) ssi K <G.

VIII Théorie de Galois des extensions finies (suite)

VIII.1 Second volet de la correspondance de Galois

Lemme 33.85. L/K une extension galoisienne finie. K' € Ky jx, o € Gal(L/K). Alors :
oo Gal(L/K') oo~ ! = Gal(IL/o(K')).

Démonstration. Montrer que Lo°Gal/K)eo™! — 5(K7). O

Théoréme 33.86. L/K une extension galoisienne finie. K' € Kk Alors le sous-groupe
Gal(L/K') est normal dans Gal(L/K) ssi l’extension K'/K est normale. Dans ce cas, on
a:

Gal(L/K)/ Gal(L/K') ~ Gal(K'/K).

IX Sous-groupes normaux et groupes quotients (suite)

IX.1 Groupes simples

Définition 33.87 (Groupe simple). Un groupe G est dit simple si ses seuls sous-groupes
normauz sont {e} et G.

Proposition 33.88. Si G est abélien et simple, alors G ~ Z/pZ, avec p € P.

Remarque 33.89. Tout groupe fini G non nul admet un quotient simple (qui est donné
par le sous-groupe normal mazximal distinct de G ).

Théoréme 33.90. s est simple.

Démonstration. On utilise le fait que, pour un groupe G, N <G implique que N est une
réunion de classes de conjugaison de G (les classes de conjugaison étant les {ghog™!, g €
G}, pour hy € G). On va montrer qu'une réunion de classes de conjugaison de A5 a un
cardinal divisant |25| = 60 ssi elle est de cardinal 1 ou 60. On remarque d’abord que
deux éléments de &,, sont conjugués ssi ils ont le méme type cyclique (le type cyclique de
o € 6, est le n-uplet (ay(0),...,a,(0)), ot ;(0) est le nombre de cycles de longueur i
de o). Montrer alors, pour o € &, que les classes de conjugaison de o dans &,, et 2,
sont les mémes ssi il existe v € &,,\2,, commutant & o ; sinon, la classe de conjugaison de
o dans &, est la réunion de deux classes de conjugaison équipotentes dans 2{,,. Montrer
enfin que les classes de conjugaison dans 205 sont de cardinal 1 (la classe de id), 20 (la
classe des 3-cycles), 12 (les deux classes de 5-cycles dans s) et 15 (la classe des doubles
transpositions). En déduire que toute réunion de classes de conjugaison de cardinal divisant
60 a pour cardinal 1 ou 60. ]
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IX.2 Suites de composition

Définition 33.91 (Suite de composition). G un groupe. Une suite de composition de G
est une suite de sous-groupes

{e}=GoCG1 S CGr =G,
avec Vi € [1,n[, G; <Giy1. Les Giy1/G; sont dits quotients de la suite.

Vocabulaire 33.92. G un groupe, Gq,...,Gy, une suite de composition de G.
(i) La suite Go,...,Gy est dite normale si Vi € [1,n], G; <G.

(ii) La suite Gy, ...,G, est dite de Jordan-Hoélder si, pour tout i € [1,n[, Gi+1/G; est
sitmple.

Remarque 33.93. Tout groupe fini admet une suite de Jordan-Hélder (car tout groupe
fini non nul admet un quotient simple).
IX.3 Groupe dérivé et abélianisé

Notation 33.94 (Commutateur). G un groupe. Pour (z,y) € G?, on note [z,y] =
zyr~ly~!, dit commutateur de x et y.

Définition 33.95 (Groupe dérivé). G un groupe. On note D(G) (ou G') le sous-groupe
de G, dit sous-groupe dérivé de G, engendré par les [x,y], ou (z,y) € G>.

Définition 33.96 (Abélianisé). G un groupe. D(G) est stable par tout automorphisme de
G donc D(G) < G. Le quotient G/D(G) est appelé abélianisé de G.

Proposition 33.97. G un groupe. N <G. Alors G/N est abélien ssi D(G) C N.

IX.4 Groupes résolubles

Notation 33.98 (Dérivés successifs). G un groupe. On définit les dérivés successifs de G
par D°(G) = G et Vn € N, D""Y(G) = D (D™(G)).

Définition 33.99 (Groupes résolubles). On dit qu’un groupe G est résoluble lorsque :
dn e N, D"(G) = {e}.

Proposition 33.100.
(i) St G est résoluble et H est un sous-groupe de G alors H est résoluble.
(ii) Si G1 et Gy sont résolubles alors G x Gy lest aussi.
(iii) Si G est résoluble et N <G, alors G/N est résoluble.
(iv) Si G est résoluble et simple alors G ~ 7 /pZ, avec p € P.
Démonstration. (i) D(H) C D(G). (ii) D (G1 x G2) = D (G1) x D (G2). (iii) Le quotient
G/N est en fait I'image de G par le morphisme canonique ¢ : G — G/N; or Vn €

N, D" (¢(G)) = ¢ (D™(Q)). (iv) D(G) <G et D(G) # G (car G résoluble) et G simple
donc D(G) = {e}. Donc G ~ G/D(G) est abélien et simple. O

Théoréme 33.101. G un groupe, N <G. Alors :

G est résoluble <= N et G/N sont résolubles.
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Démonstration. (=) Clair avec la proposition 33.100. (<) Il existe (r,5) € N? t.q.
D" (G/N) ={e} (donc D"(G) C N ;en effet, si ¢ : G — G/N est le morphisme canonique,
ona ¢ (D"(G)) =D (¢(G)) = D" (G/N) = {e}, donc D"(G) C Kerp = N) et D5(N) =
{e}. Ainsi, D"5(G) = {e}. O
Exemple 33.102.

(i) &3 et &4 sont résolubles.

(ii) D (A5) = A5 donc As n’est pas résoluble.

(iii) Pourn =5, A5 C &, donc &,, n'est pas résoluble.

Théoréeme 33.103. G un groupe fini. Alors G est résoluble ssi G admet une suite de
Jordan-Hélder a quotients cycliques d’ordres premiers.

Démonstration. Utiliser le théoreme 33.101. O

X Retour aux équations

X.1 Résolubilité par radicaux : condition nécessaire

Définition 33.104 (Extension résoluble par radicaux). On dit qu’une extension L/K est
résoluble par radicaux lorsqu’il existe

K=KyCcK;C---CKk,,
awvec K CL CK, et Kit1 =K; (o), o0 o € K.

Lemme 33.105. Si L/K est une extension finie résoluble par radicauz alors le groupe
Gal (Clnormg (L) /K) est résoluble.

Démonstration. On notera L = Clnormg (L). Montrer d’abord que L'/K est résoluble
par radicaux. Ecrire K = Ko € K; € --- C K, avec K € L' € K et Kip1 = K; (5i),
ot B € K;. Poser alors M = Ky = K (fp,...,3s—1). En notant ¢ une racine primitive
n-iéme de 1, il suffit de montrer que Gal (M(e)/K) est résoluble pour en déduire que
Gal (L' /K) est résoluble. Comme 'extension K(g)/K est abélienne, il suffit pour cela de
montrer que Gal (M(g)/K(e)) est résoluble. On montre alors par récurrence descendante
sur i que Gal (M (g) /K;(e)) est résoluble.

K L/ M
| | |

K(e) — L'(e) — M(e)

X.2 Extensions cycliques de Kummer

Théoréme 33.106. L/K une extension finie t.q. |Uy,, (K)| = n. Alors les deuz propriétés
suivantes sont équivalentes :

. (X™ — a) est irréductible sur K
(i) HGGK’{L—DK(X”—Q) ,

(ii) Gal(L/K) ~ Z/nZ.
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Démonstration. (<) Soit o un générateur de Gal(L/K), € une racine primitive n-iéme
de 1. Premiére étape. 11 suffit de montrer que Ja € L\{0}, o(a) = ca. En effet, si tel est
le cas, les K-conjugués de a seront les e*a, k € [0,n[, donc IIg o = X" —a, avec a = a”.
Et [K(a) : K] = n, [L: K] =n, avec K(a) C L, dou L = K(a) = Dk (X" — a). Deuziéme
étape. Noter que (X™ — 1) annule o, et les 0%, k € [0,n[ sont libres. Donc (X™ — 1) est le
polynéme minimal de o. Les racines de (X" — 1) sont donc les valeurs propres de o, d’ou
Pexistence de a. O

X.3 Résolubilité par radicaux : condition suffisante

Théoréme 33.107. Soit L/K une extension finie, avec K de caractéristique nulle. Alors
Vextension L/K est résoluble par radicauz ssi le groupe Gal (Clnormy (L) /K) est résoluble.

Démonstration. (=) Lemme 33.105. (<) Soit G = Gal (L'/K), avec " = Clnormg (L).
On suppose G résoluble : G = G, D G,—1 D --- D Gy = {e}, avec G; < Gi41 et Giy1/G;
cyclique de cardinal premier. Par la correspondance de Galois : K = Ko C K; C --- C
K, =L/, ot K; = /6. Soit € une racine primitive n-ieme de 1. Noter que K;1/K; est
normale, et Gal (K;+1/K;) ~ Z/p;Z, p; € P. Par irrationalité naturelle (théoréme 33.64),
Kit1 () /K; () est normale, et son groupe de Galois est nul ou cyclique de cardinal p;.
Donc par Kummer (théoréme 33.106), K;11(¢) = K; (o, €), ot o € K;(e). Donc L'(e)/K
est résoluble; et L/K aussi. O
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